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PREFATA
{ \

I se mai spune tehnologia invizibild. Este invizibila pentru c&, desi face uz de obiecte, ea
rezida Tn primul rand in relatiile dintre obiectele implicate. Nu este Tn mod voit invizibild si
nu are nimic in comun cu magia. Cu toate acestea i s-ar putea spune (metaforic) si
tehnomagie. Pentru cd tehnologia invizibila a facut posibila, de exemplu, levitatia
obiectelor; fara pase magice, sub forma sustentatiei electromagnetice, care deschide, dupa
indelungi si costisitoare cercetari, noi orizonturi Tn transporturile terestre ...fara roti. A facut
posibila utilizarea in conditii de stabilitate a reactiei de fisiune nucleara, care ofera resurse
uriase de energie, sau conducerea in conditii de flexibilitate a liniilor de fabricatie
robotizate, care asigura cresteri fara precedent ale productivitatii si eficientei economice,
sau realizarea de echipamente medicale care asigura circulatia si oxigenarea sangelui pe
durata unor interventii chirurgicale. Si exemplele ar putea continua, pentru ca
automatizarea — aceasta este tehnologia invizibild — a produs rezultate si are implicatii
societale cat se poate de vizibile. Se poate afirma ca nici o alta tehnologie a secolului al
XX-lea n-ar fi fost posibila fard tehnologia invizibild. Tot asa cum aceasta n-ar fi fost
posibild si nu ar fi facut imense progrese daca nsusi progresul cunoasterii stiintifice si al
inovarii tehnologice n-ar fi stimulat-o, impulsionat-o sau determinat-o, in multe cazuri, cu
necesitate. Ea este deschisa tuturor azimuturilor. Este matematica aplicatd prin metodele
care 0 genereaza Si este inginerie prin aplicatii. Baza ei stiintifica este Tnalt teoretica din
necesitati cat se poate de practice, fiind inca o ilustrare a adagiului, aparent paradoxal, dar
de mare profunzime si simplitate, conform caruia: ,,nimic nu este mai practic decat o teorie
bund” (Helmholz).

A Tnceput prin a Tntregi masinile si tehnologiile mecanice, a devenit indispensabila n
aparatele, masinile si tehnologiile electrotehnice, in instalatiile si tehnologiile energetice, Tn
aparatele, utilajele si procesele din industria chimica, in transporturi, in telecomunicatii, in
aeronauticd si astronauticd, in tehnologia constructiilor, in aparatura biomedicald, n
aparatura de birou si domestica, si se dovedeste a fi un factor major in dezvoltarea industriei
biotehnologiilor. Este ubicud, concret foarte adaptabila si diversificatd, conceptual si
metodologic unitard, efectiv necesara si ... invizibild. Invizibild pentru ca, de regula si cat
se poate de firesc, laicul este tentat s& vadd mai intai obiectele (ca in proverbul despre
copaci si padure) si mai apoi (sau niciodatd) ceea ce este dincolo de obiecte — adicg, n
general, ideile si, n spetd, relatiile algoritmice de conducere. Prin acestea se distinge
automatica (baza stiintifica a automatizarii — adica a tehnologiei invizibile) de electronica,




tehnica de calcul sau informatica. Fiind intr-o simbioza eficienta cu toate trei n cadrul a
ceea ce astdzi constituie stiinta si tehnologia informatiei, automatica nu coincide cu nici
una si nici cu toate trei la un loc. Pentru cd este o stiinta de sine statatoare si totodatd de
sintezd, precum si a transferului de cunostinte si de solutii peste orice frontiere. Tn care
matematica a jucat si va juca Th continuare un rol de prim rang, din care au reiesit probleme
cu impact semnificativ, dezvoltari si rezultate profunde si elegante Tn multe ramuri ale
matematicii Thsasi.

Tn acest cadru, menirea inginerului automatist este aceea ca, pe baza cunoasterii
sistemelor ce urmeaza a fi automatizate, sa conceapa algoritmii de conducere (prin metode
matematice) si aparatura (prin metode tehnice) care sa materializeze respectivii algoritmi.
Chiar daca ceea ce ramane la vedere este doar aparatura (electrica, electronica, de calcul
etc.), n fond aceastd profesie este inter-, trans- si multidisciplinard. Deoarece exercitarea ei
competentd necesitd cunostinte de matematica, fizica, chimie, biologie, electrotehnica,
electronica, tehnica de calcul, informaticd si, nu in ultimul rand, de automaticd, toate
adecvat operante in conceperea, realizarea si utilizarea automatizarilor. Cu alte cuvinte,
inginerul automatist trebuie sa aibd culturd stiintifica si tehnica, viziune sistemica, orientare
pragmatica, spirit deschis, atitudine pozitiva si capacitate de cooperare si de lucru Tn echipa,
care sa-i permitd abordarea si solutionarea problemelor de automatizare a celor mai diverse
sisteme (mecanice, electrice, termice, fluidice, chimice, biologice sau combinatii ale
acestora). lata de ce, la noi ca si pretutindeni, evolutia automaticii, mai ales a automaticii
teoretice, are nevoie Tn mod constant de tineri cu aptitudini in domeniul matematicii si cu
deschidere spre aplicatii. Oriunde se gasesc, vor fi bine veniti si cat se poate de vizibili in
aceasta profesie a tehnologiei invizibile.

Scopul acestei carti este de a prezenta elementele introductive de baza ale automaticii,
centrate pe conceptul fundamental de structuri cu reactie negativa si pe principiul
abaterii. Tratarea este atat sistemic-teoretica, prin abordarea matematica strict necesarad
obtinerii unor solutii riguroase si generale, cat si aplicativa, prin numeroasele exemple
ilustrative diseminate pe parcursul Tntregii carti. Tnsusirea cunostintelor prezentate n
aceasta carte asigura competente n ingineria sistemelor automate monovariabile si anume:
privitor la proprietatile sistemelor dinamice liniare si neliniare (capitolele I, VII — partial)
si privitor la analiza si sinteza sistemelor automate (capitolele I, 111 — VII). Doua metode de
analiza si sintezd a sistemelor automate — metoda locului radacinilor (capitolul V) si
metoda frecventiala (capitolele VI, VII) — oferda procedee eficiente de proiectare a
sistemelor automate monovariabile, care constituie categoria de sisteme automate de tip
clasic cel mai frecvent utilizate Tn industrie si n alte sectoare de activitate.

Totodata, aceastd carte este menitda sa deschida calea spre cunostinte avansate de
automaticd, care fac posibile sinteze teoretice si solutii practice eficiente bazate pe
produsele fascinante oferite, Tntr-un ritm fard precedent n istoria omenirii, de stiinta si
tehologia informatiei.

Tn acest context, prezenta Introducere in automaticd se adreseazd studentilor si
inginerilor automatisti, calculatoristi, electronisti, electrotehnicieni, energeticieni, chimisti,
mecanicieni, ca si informaticienilor sau matematicienilor analisti de proces care vor activa
sau activeaza Tn domeniul automaticii si al automatizarilor, in calitate de utilizatori,
proiectanti si cercetatori.

lasi, august 2002 Mihail Voicu
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t variabila temporald
——~——> conexiune cauzala (1.2.4.3°-5°)

u,w marimi de intrare (cauze) ; u— marime de comanda, w— perturbatie

y marime de iesire (efect)

i=1n indicdei parcurge multimea primelor n numere naturale {1,2,....,n}
R multimea numerelor reale (axa reald)

R+  multimea numerelor reale nenegative (semiaxa reald nenegativa)

C multimea numerelor complexe (planul complex)

S variabila complexa

|'s| modulul lui s

args argumentul lui s

S conjugata variabilei complexe s

Res partearealda luis

{Res<0} multimea numerelor cu Re s< 0 (semiplanul complex stang)

{Res<0} multimea numerelor cu Re s < 0 (semiplanul complex sténg inclusiv

axa imaginara)
{Res>0} multimea numerelor cu Re s> 0 (semiplanul complex drept)

{Res>0} multimea numerelor cu Re s > 0 (semiplanul complex drept inclusiv

axa imaginara)
Ims partea imaginara a lui s
j=v-1 (unitateaimaginara)
& transformarea Laplace directd (Anexele A.1, B.2.2)
£ 1 transformarea Laplace inversa (Anexa A.1)
f(t=0), f (t+0) limitelelaterale in punctul t ale functiei f(t)
F(s) transformata Laplace a functiei f (t)
& transformarea Fourier directd (Anexele A.2, A.3, B.2.1, B.2.3)
&1 transformarea Fourier inversa (Anexa A.2)
F(jw) transformata Fourier a functiei f (t)
BIBO bounded input — bounded output (intrare marginita — iesire marginitd)
d(t) impulsul Dirac (11.3.1, AnexaB.1)
s (t) functia treapta unitara (11.4.1, AnexaB.1)
f (K)(t) derivata de ordinul k a functiei f(t)

DX (t) derivata generalizata de ordinul k a functiei f(t) (AnexaB.1.2.b.7°)
g(t) raspunsul la impulsul Dirac (11.3)

G(s) = F{g(t)} functia de transfer (11.1.4)



Lista de abrevieri, simboluri si notatii

In matricea unitate de ordinul n

diag{ai,a,.....an}  matricea diagonald de ordinul n cu elementele a1,ay,...,an

h(t)  raspunsul indicial (la functia treapta unitard) (11.4)
h valoarea de regim stationar a raspunsului indicial (11.4.2.9)
S % suprareglarea(11.7.1)

ts durata regimului tranzitoriu (11.7.1)
ts durata adimensionala a regimului tranzitoriu (11.7.2.c3)

tc durata de crestere (11.7.1)

P element proportional (11.7.2.a, VI1.2.3.a)

Tl element de Tntérziere de ordinull (11.7.2.b, V1.2.3.b)

T2  element dent&rziere de ordinul 2 (11.7.2.c, VI1.2.3.c)

z factorul de amortizare a elementului de intérziere de ordinul 2 (T2)

Wn  pulsatia naturala a elementului de intarziere de ordinul 2 (T2)

Wp  pulsatia proprie a elementului de intarziere de ordinul 2 (T2)

I element intregrator (11.7.2.d, V1.2.3.d)

D element derivator (11.7.2.e, VI1.2.3.€)

TM  element cu timp mort (cu timp de intarziere) (11.7.2.f, V1.2.3.f)
a abaterea (111.1.2.1° 111.3.1)

e eroareadereglare (111.2.1, 111.5, 111.6)

G( jw) raspunsul la frecventd (1V.1)

M W) =|G(jw)|  modulul raspunsului la frecventd (V1.1)

Ay (W) = 20l0g|G(jw)| atenuarea raspunsului la frecventa (1V.2.2)

i (W)=argG(jw) faza raspunsului la frecventa (1V.2.2)
R(w) = ReG(jw) partea reald a raspunsului la frecventd
I(w) =ImG(jw) partea imaginara a raspunsului la frecventd

Go(s) functia de transfer a sistemului in circuit inchis (111.2.2, V1.4.2)
Gd(s) functia de transfer asistemului Tn circuit deschis (111. 4.2, V1.4.2.8)
Ad (w) atenuarea sistemului n circuit deschis (V1.4.2.b)

j d(w) faza sistemului Tn circuit deschis (V1.4.2.b)

wt  pulsatia de tdiere Tn sensul sistemelor automate (V1.4.2.a, €)
m, mgg marginea de amplificare (V1.4.2.a, €)

g marginea de faza (V1.4.2.a, €)

PID  (regulator) proportional — integral — derivativ (1V)

[.i.m. limesin medio (limitain medie) (A.3.a)

Pf pars finita (partea finitd) (B.1.2.c)

Pf f  pseudofunctia asociata functiei f (B.1.2.c)

£  nceputul unei demonstratii

O sfarsitul unui enunt, al unei demonstratii sau al unui exemplu
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INTRODUCERE

1. Automatizarea: continut, categorii Si scopuri

Termenii automat si automatizare fac parte din categoria celor mai utilizati atat in
limbajul ingineresc cét si, pastrand proportiile, in limbajul curent.

Tn limba romana cuvantul automat se foloseste atét cu valoare de substantiv cat si cu
valoare de adjectiv.

Adjectival, cuvantul automat desemneazad calitatea unui sistem fizico-tehnic de a
efectua, pe baza unei comenzi, o operatie sau un complex de operatii fard participarea
directd a operatorului uman.

Substantival, un automat este un dispozitiv, un aparat sau o instalatie — Tn general un
sistem care opereaza sau functioneaza in mod automat, adica are calitatea desemnatd prin
adjectivul automat.

Tn acest context, automatizarea reprezintd actiunea de concepere, de realizare de automate
si de echipare a sistemelor fizico-tehnice cu automate pentru efectuarea in mod automat a unor
operatii, miscari, actiuni etc. Cele mai importante categorii de automatizari sunt urmatoarele:
de comanda, de masurare, de reglare, de protectie, si de semnalizare (toate realizabile, dupa
caz, ca automatizari locale sau ca teleautomatizari).

Tn cadrul societatii industriale si al celei postindustriale scopurile generale ale automatizarii
sunt urmatoarele: cresterea productivitdtii, scaderea consumurilor specifice (de materii prime,
de materiale, de combustibil si de energie), asigurarea preciziei executiei, cresterea sigurantei
in functionare, protejarea instalatiilor, scoaterea operatorului uman din medii nocive si, nu in
ultimul rand, eliberarea acestuia de participarea nemijlocitd la productia de bunuri si de
Servicii.

Sub aspect socio-economic automatizarea confera omului o pozitie calitativ noud tn raport
cu productia de bunuri si de servicii. Omul, eliberandu-se de munca fizica nemijlocita si de
participarea directd la procesul de productie si de servicii, conduce, comanda si supravegheaza
instalatiile (automatizate) create de el insusi.

Crearea instalatiilor tehnologice si a tehnologiilor corespunzatoare este un atribut esential
al ingineriei.

Ingineria, Tn sens larg, consta Tn cunoasterea si utilizarea materialelor si fortelor naturii
pentru beneficiul umanitdtii, de reguld cu ajutorul unor constructii, masini si instalaii (in
general — sisteme fizico-tehnice) concepute, realizate si utilizate Tn cadrul unor organizatii
socio-economice. Tn acest cadru inginerul automatist are menirea ca, pe baza cunoasterii
sistemelor fizico-tehnice, si conceapd si sa realizeze automatizarea acestora. Tn mod firesc
aceastd profesie este inter-, trans- si multidisciplinard deoarece exercitarea ei competenta
necesita cunostinte de matematicd, fizica, chimie, biologie, electrotehnica, electronicd, tehnica
de calcul, informaticd si, nu in ultimul rénd, de automatica, toate adecvat operante in
conceperea, realizarea si utilizarea automatizarilor. Cu alte cuvinte, inginerul automatist
trebuie sa aiba o cultura stiintifica si tehnica temeinica, dublata de o autentica viziune sistemica
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astfel Tncét acestea sa-i asigure abordarea si solutionarea problemelor de automatizare a celor
mai diverse sisteme fizico-tehnice (mecanice, electrice, termice, fluidice, chimice, biologice
sau combinatii ale acestora).

2. Dela mecanizarela automatizare

Dezvoltarea productiei de bunuri si de servicii Tn cadrul societatii umane a fost marcatd
hotarator de doua mari evenimente:
revolutia industriald din secolul XVIII, caracterizata de utilizarea pe scara larga a
masinilor unelte si a altor masini si utilaje actionate de masina cu vapori;
revolutia stiintifico-tehnicd contemporand, caracterizatd de automatizarea
sistemelor fizico-tehnice si de alta naturd, precum si de informatizarea globalad a
societatii omenesti.
La scara istoriei, productia de bunuri si de servicii s-a dezvoltat pe urmatoarele trepte:
. manufactura
mecanizare
automatizare, care a intrat in faza de cibernetizare; aceasta se caracterizeaza prin
prelucrarea complexa a informatiei folosind tehnica de calcul (inclusiv in cadrul
unor structuri distribuite) si proceduri matematice si informatice adecvate.
Prin trecerea de la o treapta la alta (farad parasirea definitiva a treptelor precedente) omul
a transferat masinilor rolul de executant (pe treapta mecanizarii), ramanand un participant
direct si necesar in cadrul procesului de productie; apoi (in cazul automatizarii si
cibernetizarii) s-a eliberat de participarea directa la procesul de productie, dobandind functii
noi: de conducere, de comanda si de supraveghere a respectivului proces.
Prin mecanizare munca manuald a omului se Tnlocuieste cu mecanisme, aparate si masini
actionate de convertori de energie adecvati. Operatorul uman ia parte la procesul de
productie in calitate de manipulator al mijloacelor de mecanizare, ca un component necesar

Calea directa

Perturbatii

Operator uman
sau dispozitiv de
automatizare

Prescriptii

Calea de reactie

Fig. I.1 Structura si relatiile Tn cadrul unei mecanizari sau al unei automatizari

al desfasurdrii normale a procesului de productie. Operatorul uman se elibereaza de efortul
fizic direct. Procesele de productie devin mai rapide, mai eficiente (creste raportul calitate /
pret), mai complexe si mai cuprinzatoare. Operatorul uman urméareste numeroase marimi
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fizice si pe baza lor influenteazd, — prin dispozitive si aparate adecvate —, fluxurile de
substantd, de energie si de informatie. Activitatea sa constd Tn prelucrarea cerebrala a
informatiilor despre proces (pe baza cunostintelor si a experientei privind evolutia
procesului) si din comenz de dirijare a procesului in conformitate cu prescriptiile privind
evolutia corectd (normald) a procesului. Tntre proces si operatorul uman se stabilesc astfel
anumite relatii care pot fi exprimate grafic ca in fig. I.1. Participarea operatorului uman
este necesara deoarece perturbatiile care actioneaza asupra procesului tind sa-l abata de
la desfasurarea sa conform prescriptiilor. Rolul operatorului este acela de a sesiza aceste
abateri si de a actiona, prin comenz, in sensul reducerii efectului perturbatiilor, respectiv a
reducerii abaterii dintre evolutia prescrisa si evolutia curentd ale procesului. Tn acest sens
operatorul uman constituie calea de reactie (preponderent informationald si de nivel
energetic redus), Tn timp ce procesul constituie calea directa (preponderent procesoare de
substantd si de energie, si in subsidiar de informatie), asa cum se mentioneaza pentru
sistemul proces-operator uman reprezentat in fig. 1.1.

Exemplul 2.1 (mecanizare)

Pentru exemplificarea unei mecanizéri si totodata pentru concretizarea structurii din fig.
1.1, se considera instalatia tehnologica cu schema de principiu din fig. 1.2. Aceasta trebuie sa
furnizeze unor consumatori tehnologici un debit Q, (variabil prin robinetul R, dar conform

unor necesitdti imprevizibile) de lichid tehnologic LT, la presiune si temperaturd prescrise (de
exemplu constante). O solutie simpla consta Th mentinerea unui nivel constant al lichidului din
RT prin debitul Q; (prin care sa se compenseze consumul Q,) si a temperaturii constante a

lichidului din RT prin debitul Q, al agentului termic care strabate schimbatorul de céldura SC
(prin care sd se compenseze variatia de temperatura produsa de adaosul de lichid rece, Q).

Rolul operatorului uman Op este acela de a urmdri indicatiile nivelmetrului N si termometrului
T si in functie de abaterile valorilor curente ale nivelului si temperaturii fata de valorile lor
prescrise (conform prescriptiilor tehnologice ale consumatorilor) sa porneasca sau sa opreasca
adecvat motorul M (de actionare a pompei P) prin comutatorul C si sa deschida sau sa inchida
adecvat robinetul R;. O

Tn cadrul acestei mecanizari functiile operatorului uman sunt urméatoarele:
prelevarea informatiei despre proces (activitate senzoriald),
prelucrarea informatiei si elaborarea deciziei de comanda (activitate intelectuald),
actionarea organelor de reglare (activitate motorie).
Aceste functii sunt exercitate in sensul reducerii abaterii dintre valoarea prescrisa
(constantd) si valoarea curenta (ae nivelului si respectiv ale temperaturii), abatere
provocata in primul rand de actiunea perturbatiei. Concret, debitul Q, perturba nivelul si

debitul Q; perturbd temperatura lichidului din RT.

Tn procesele tehnologice automatizate operatorul uman este inlocuit cu un dispoztiv de
automatizare care realizeaza, mutatis mutandis, aceleasi functii ca si operatorul uman,
conform unei structuri caaceeadinfig. 1.1.

Exemplul 2.2 (automatizare)

O solutie simpld de automatizare a sistemului din fig. 1.2 este ilustratd (principial) n fig.
1.3, In care, pentru reglarea nivelului, nivelmetrul N actioneaza direct (si adecvat)
contactorul C. Pentru reglarea temperaturii, termometrul TC (cu mercur, avand o pereche de
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contacte — unul Tn masa metalica lichida si altul Tn zona libera a capilarului, fig. 1.4.a)
actioneaza direct electroventilul EV, (a carui constructie principiald este prezentatd in fig.

1.4.b). Tn acest fel motorul M (implicit pompa P) este pornit sau oprit Tn mod automat n
functie de scaderea sau cresterea valorii curente a nivelului fatd de valoarea prescrisa i
respectiv electroventilul EV/, se deschide sau se Tnchide in functie de scaderea sau cresterea

valorii curente atemperaturii fata de valoarea sa prescrisa.

Modificarea valorilor prescrise (daca este necesar) este posibild prin schimbarea
lungimii tijei nivelmetrului N, — Tn cazul regldrii automate a nivelului —, si, respectiv,
deplasarea contactului superior a termometrului T (rotirea magnetului exterior antreneaza
magnetul interior cu contact, care se roteste pe axul filetat Tn sus sau in jos, fig. 1.4.a), — in
cazul regldrii automate a temperaturii. O

Tn general, pentru realizarea functiilor sale Tn cadrul structurii cu reactie, dispozitivul de

automatizare este constituit din:

traductor, cu ajutorul cdruia se masoara valoarea curentd (a nivelului sau a
temperaturii);
regulator, care elaboreazd comanda, pe baza unui algoritm, astfel incat evolutia
sistemului sa aiba loc Tn sensul anuldrii abaterii dintre valorile prescrisa (existenta
n regulator) si cea curenta (masurata de traductor);
element de executie, care reproduce comanda elaboratd de regulator la un nivel
energetic adecvat si care actioneaza prin organul de reglare (existent in proces)
asupra fluxurilor de energie si / sau de substantd implicate Tn procesul automatizat.

O comparare a celor doua solutii (fig. 1.2 si fig. 1.3) din punctul de vedere al aparaturii
utilizate conduce la urmatoarele constatari:

in cazul mecanizarii aparatele trebuie sa faca posibild includerea operatorului uman
ca in fig. 1.1. Astfel, aparatele de masura oferd indicatii vizuale si organele de
reglare permit (prin intermediul unor dispozitive de mecanizare) comanda
manuald, acestea fiind interfetele normale cu operatorul uman;

in cazul automatizarii, aparatele de masura cu indicare vizualda si organele de
reglare comandabile manual (prin dispozitive de mecanizare) nu sunt utilizabile ca
atare; ele trebuie modificate (in sensul realizarii lantului traductor — regulator —
element de executie) astfel Tncét transferul, prelucrarea informatiilor si actionarea
organelor de reglare sa aiba loc fara participarea operatorului uman.

Din aceste constatdri se trage concluzia ca ingineria automatizarii consta in crearea unor
dispozitive si aparate specializate (traductoare, regulatoare si elemente de executie) si
asamblarea lor pentru realizarea automatizarii celor mai diverse procese tehnologice. Tn
acest scop s-a dezvoltat tehnica automatizarii (si implicit o industrie a echipamentelor de
automatizare) ale cdrei componente principiale sunt:

. tehnica masurarii: se ocupa cu prelevarea, compararea, convertirea, amplificarea,

indicarea si Tnregistrarea marimilor fizice;

tehnica reglarii: se ocupa cu elaborarea comenzilor, conform anumitor algoritmi,
care sa asigure modificarea fluxurilor de substantg, energie si informatie;

tehnica telematicii: se ocupa cu transmiterea la distantd a informatiilor intre om si
masind sau Tntre masini;

tehnica de calcul: se ocupd cu codificarea, prelucrarea, stocarea, decodificarea si
distributia informatiilor (inclusiv in timp real).
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Comutator (C) -2 Comutator (C) -2
O O—#O0 O O—#O0
Motor
Termometru Termometru
Nivelmetru M Nivelmetru M
(N) I Operator (N) Operator
Pompa E uman (Op) E uman (Op)
=(r)
Q Schimbator de Schimbator de
caldurd (SC) caldurd (SC)
Recipient R¢ Recipient R¢
tehnologic | = — 4{5 _q:<_ tehnologic -
(RT) / 0 (RT) / Q
> | Robinete ~t Robinete <t
Lichid = Lichid =
tehnologic tehnologic
(LM =-Q) (LT Q)

Fig. 1.2 Instalgie tehnologica mecanizata: Q1 — debitul
deLT rece (proaspat), debitul de LT cald (consumat),
Qt — debitul de agent termic

Fig. 1.3 Instalgie tehnologica automatizata (fig. 1.2 —
faza de mecanizare); TC — termometru de contact (fig.
1.4.a), EVt eectroventil (fig. 1.4.b)

magneti + piesd feromagnetica
ax filetat latermometru

gjustar bobina
prinrotire . -

» '?bOb'p?I ] ventil resort antagonist

contact mobil & rov<.an ' uu \\_ i
(cufilet interior) tub de sticla ‘\/&\* ol
mercur

conducta scaun

Fig.l.4.a. Schema unui termometru cu contact (TC) Fig. .4.b. Schema unui electroventil (EV+)

3. Ceesteun sistem automat?

Tn cazul exemplelor 2.1 si 2.2 (fig. 1.2 si 1.3) temperatura lichidului din RT variazi (este
perturbatd) deoarece existd un consum de lichid (debitul Q,) si un adaus de lichid proaspat

(debitul Q). Prin variatia adecvata a debitului Q al agentului termic, efectul perturbatiei,

respectiv abaterea dintre valoarea prescrisa a temperaturii si valoarea curenta a el poate fi
redusa pana la anulare. Conform celor doud exemple, realizarea practica a reducerii
abaterii este posibila pe doua cai:
1° Un operator uman prelucreaza informatiile prelevate din proces si actioneaza prin
organele de reglare (fig. 1.2) asupra desfasurdrii procesului si anume in sensul
anularii abaterii dintre valorile prescrisa si curenta ale nivelului /temperaturii.
2° Un aparat, respectiv un dispozitiv de automatizare, realizeaza prelevarea si
prelucrarea informatiilor despre proces si actiunea asupra desfasurarii procesului
(fig. 1.3) in conformitate cu principiul abaterii si anume in sensul anularii abaterii
dintre valorile prescrisa si curenta ale nivelului / temperaturii.
Tn ambele cazuri, indiferent de modul de realizare, evolutia intregului proces are loc Tn
sensul anularii abaterii dintre valoarea prescrisa si valoarea curenta ae nivelului /
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temperaturii, prin aceasta asiguréndu-se compensarea efectului actiunilor externe (in primul
rand al perturbatiei, dar si al marimii prescrise a cdrei valoare se poate modifica).

Functional cele doud solutii sunt izomorfe Tn sensul ca suportul abstract al ambelor
solutii este unic, conform structurii din fig. 1.1. Tn cel de a doilea caz este vorba de un
sistem automat deoarece evolutia procesului are loc fara participarea operatorului uman.
Acest lucru este posibil prin existenta caii de reactie, constituitd concret din elemente ae
dispozitivelor de automatizare. Tn cazul mecanizarii, calea de reactie este constituiti de
operatorul uman. Reactia este negativa deoarece ea determind evolutia procesului conform
principiului abaterii adica Tn sensul anularii abaterii respectiv al anularii diferentei dintre
valoarea prescrisa si valoarea curenta (ale temperaturii sau nivelului).

Un concept fundamental Tn automatica, care se referd la o forma speciald de
comunicatie Tn cadrul sistemelor automate, este cel de reactie (in limb engleza feedback =
retroactiune). Ea poate fi negativa (ca Tn cazul sistemelor automate) sau pozitivd (ca in
cazul sistemelor generatoare de oscilatii).

Ca fenomen natural, reactia este prezentd la toate nivelele si formele de organizare a
materiei, organismelor biologice si societdtilor. Tn acest cadru multi-, inter- si
metadisciplinar, reactia (negativa sau pozitiva) este obiectul de studiu a ciberneticii.

Exemplul 3.1 (reflexul pupilar fotomotor)

Un exemplu al prezentei reactiei negative
n cadrul unui sistem biologic este reflexul
pupilar fotomotor — fig.l.5. Dupa cum este
cunoscut, muschiul pupilar de inchidere este de
forma inelara n centrul céruia se afld pupila —
orificiul circular de diametru variabil prin care
lumina patrunde n globul ocular. Deschiderea
pupilei este realizatd de muschii radiali de
deschidere. Rolul pupilei este acela de aregla,
prin variatia diametrului ei, cantitatea de
lumind ce patrunde in globul ocular. Acest

informatie vizuala

retind

lob pupild reglaj are loc in mod reflex (automat) si anume
glo . . la variatia ilumindrii retinei. Prin intermediul
ocular muschi de muschi de . . . . .

deschidere  inchidere nervului optic (calea de reactie) si a centrului

optic, se transmit muschilor pupilari comenzi
de deschidere sau de inchidere, Tn concordanta
cu descresterea sau cresterea iluminarii retinei (cauzata de sursa de lumina externa). Tn acest
fel sistemul evolueaza conform principiului abaterii adicd Tn sensul anularii abaterii dintre
valoarea prescrisa a iluminarii (existenta n centrul optic cerebral) si valoarea curentd a
iluminarii retinei. Comportarea acestui sistem este similard cu aceea a oricédrui sistem
automat. De altfel, dupa cum este cunoscut, aparatele de fotografiat din ultima generatie
sunt echipate cu sisteme de reglare automatd a iluminarii peliculei fotosensibile a caror
structurd este similard, mutatis mutandis, cu aceea a «reflexului pupilar fotomotor». O

Tn tehnicé reactia negativa a Tnceput sa fie utilizatd, fard o conceptualizare pertinentd,
odatd cu realizarea primelor sisteme automate. Trebuie remarcat faptul cd notiunea de
reactie a aparut relativ tarziu in electronica (odatd cu inventarea triodei si a amplificatorului
electronic cu reactie) si universalitatea ei a fost descoperita catre sfarsitul anilor '30.

Fig. I.5. Schema «reflexului pupilar fotomotor»
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4. Catevarepereistorice

Primele automatizari au fost identificate (evident, in cadrul unei evaludri retrospective)
n reglarea automata a nivelului apei cu ajutorul flotorului (plutitorului) Tn ceasul cu apa
(Ktesibios, Grecia Anticd, sec. IV — I11 a.Chr.), fig.1.6. Tn acest caz mentinerea automat, de
catre flotor — obturator, a nivelului apei in recipientul mijlociu la o valoare constanta
asigura un debit constant al apei care se scurge n recipientul inferior. Ca urmare, nivelul
apei n acest recipient creste uniform n timp, fapt
care a putut fi utilizat pentru masurarea timpului.

in sec. |, Heron din Alexandria a scris o carte — — — _—]
intitulatd  ,,Pneumatica” Tn care a descris
numeroase mecanisme bazate pe reglarea
automatd a nivelului apei.

Tn Europa prima automatizare a fost realizata
de olandezul Cornelis Drebbel (1572 — 1633), :
care a inventat un regulator de temperaturd pentru — — —
incubatoare — fig. 1.7. Acesta este constituit dintr- e
un termometru cu mercur (la presiune debit ’/)V
atmosfericd) Tn care pluteste un flotor. Prin constant > —
intermediul unui mecanism cu pérghii, flotorul ) 3 —
actioneaza obturatorul de gaze arse al focaruluj ~ Mivel crescator
X . < uniform in timp
incubatorului. Este usor de constatat ca la cres-
terea/ scaderea temperaturii obturatorul deschide / Fig. 1.6. Ceas cu apa (Ktesibios)
inchide automat orificiul de evacuare a gazelor
arse, asigurand in acest fel mentinerea unei temperaturi (aproximativ) constante in incinta
incubatorului.

Prima automatizare care a avut o larga utilizare industriald si un impact In sensul
cristalizarii conceptelor a fost realizata de James Watt in 1769. Este vorba despre celebrul
regulator centrifugal utilizat pentru reglarea automata a turatiei masinii cu vapori (inventata
de acelasi James Watt; exemplul 1.5 de la pag. 93), fig.|.8.

obturator
%; flotor

ore

flotor — obturator

g a > # c
a
a - z ; GI
z incinta e |:_
e incubatorul ui ra ) -
a s masina abur viu
r termometru e cu vapori
S
e g
\\ A A abur uzat
- foc -
A | | A mercur Fig. I8 Sistem de reglgre automatd a turatiei masinii cu
aer vapori; 1 — mase centrifugale, 2 — resort antagonist, 3 -
mecanism patrulater, 4 — culisa, 5 — parghie, 6 — clapetd
Fig. 1.7. Incubator (Drebbel) (organ de reglare); a— miscare de rotatie, b — miscare

cauzatd de forta centrifugd, c — miscare de translatie
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Este usor de observat cad scaderea / cresterea valorii curente a turatiei masinii cu vapori
are caurmare deplasareain jos/ sus a culisei 4, respectiv in sus/ jos a clapetei 6; consecinta
este o crestere / scadere a debitului de abur viu, fapt ce imprima procesului o evolutie in
sensul anuldrii abaterii dintre valoarea prescrisa si valoarea curentd a turatiei. Valoarea
prescrisé a turatiei se poate modifica prin valoarea tensiunii initiale a resortului 2. Tn ceea ce
priveste variatia valorii curente a turatiei, aceasta se datoreaza perturbatiilor. Este vorba in
primul rand de cuplul rezistent al mecanismului actionat de masina cu vapori, a carui crestere /
scadere determind scdderea / cresterea turafiei, si de parametrii aburului viu (presiunea si
temperatura).

Un studiu ma amplu al perioadei care a urmat automatizarii masinii cu vapori conduce la
concluzia ca pana in 1869 dispozitivele de automatizare au fost concepute si realizate pe baze
empiric-intuitive. Au aparut totodatd numeroase probleme de functionare, imprevizibile n
faza de proiectare. Este vorba de fenomene oscilatorii slab amortizate si chiar de
instabilitate (oscilatii neamortizate).

Tn acest cadru a aparut necesitatea unei teorii a sistemelor automate. Tn 1869 J. C.
Maxwell a publicat primul studiu matematic privind stabilitatea unor sisteme automate.
Putin mai tarziu, un studiu matematic mai amplu afost intreprins de 1.A. VVyshnegradskii.

Tnainte de cel de al Il-lea rizboi mondial teoria si practica sistemelor automate s-au
dezvoltat in mod diferit in Occident si Tn fosta URSS. Tn SUA un impuls n acest sens s-a
datorat dezvoltarii spectaculoase a telecomunicatiilor bazate pe amplificatoarele electronice
cu reactie. Concret, este vorba de grupul format de Bode, Nyquist si Black de la Bell
Telephones Laboratories care au fundamentat si utilizat metoda frecventialda bazatd pe
transformarea Fourier. Tn acelasi timp, Tn fosta URSS s-au implicat in studiul sistemelor automate
mari matematicieni si mecanicieni care au dezvoltat metoda domeniului timpului bazata pe teoria
ecuatiilor diferentiale.

O dezvoltare remarcabild a teoriei si (mai ales @) practicii sistemelor automate s-a
produs pe parcursul celui de al Il-lea razboi mondial. A fost necesar, in ambele tabere
beligerante, sa se proiecteze si sa se construiasca piloti automati pentru avioane, sisteme de
pozitionare automata (pe tintd) a pieselor de artilerie, sisteme de urmdrire automatd cu
echipamente radar, ca si alte sisteme automate de uz militar sau civil. Tnainte de 1940
proiectarea sistemelor automate a fost mai degraba o artd bazata pe incercare— eroare.

Tn anii *40 au fost formulate metode riguroase astfel ¢ ingineriasistemelor automate a devenit o
disciplind stiintificd de sine statatoare. Metoda frecventiala, bazatd acum si pe transformarea
Laplace, impreuna cu metoda locului radacinilor au dominat Tn perioada anilor *50. Totodata a
fost revigorata metoda domeniului timpului (incepand cu anii "60), ceea ce a permis 0 abordare

Sub aspect tehnologic, astazi si in viitor, tehnica de calcul patrunde rapid in conducerea
si reglarea automata a proceselor complexe din industrie, ca si din domenii neindustriale.
Trebuie remarcat faptul ca Tnsasi complexitatea acestor procese reclama o abordare noua,
posibild tehnologic numai utilizand pe scara larga tehnica de calcul.

Exemplul 4.1 (conducerea blocului «cazan de abur — turbind — generator sincron»)

Un exemplu elocvent Tn acest sens este conducerea unui bloc «cazan de abur — turbina —
generator sincron» cu gjutorul calculatorului — fig. 1.9. Calculatorul de proces, pe baza
informatiilor prelevate din proces si pe baza ,,cunoasterii” de catre calculator a fenomenelor
(exprimate sub forma unor relatii matematice) care au loc Tn blocul «cazan de abur — turbina
— generator sincron», elaboreaza comenzi de conducere si reglare automata.
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Principalele marimi fizice care trebuie mentinute constante (asigurandu-se in acest fel
calitatea energiel electrice furnizate) sunt frecventa (turatia turbinei) si tensiunea (eficace)
la bornele generatorului sincron. Principalele perturbatii sunt puterile activa si reactiva
solicitate de consumatori, dar la acestea se mai adauga: cdldura specifica a combustibilului,
temperatura apei de alimentare, temperatura aerului de ardere si presiunea atmosferica.
Mdrimile (principale) de comanda ale blocului «cazan de abur — turbind — generator
sincron», prin care calculatorul de proces mentine constante frecventa (turatia turbinei) si
tensiunea (eficace) la bornele generatorului sincron sunt: debitul de combustibil, debitul de
aer de ardere si debitul de apa de alimentare. O

ap Fy Cazan gaze arse

—~ ¢ >
- >A< /‘\//\\“ abur viu * abur uzat
combustibil ey
- %< \ frecventa
aer \ turbind generator
- = focar tensiunea
r
traductoare
I vl
pA |[ pc|[paa || pav | ocal [ Tav|[eav || 17 || TG
L, bl il
elem ente / i y y
deexe|cu§|e calculator de proces

Fig. 1.9. Structura de conducere a blocului «cazan — turbind — generator sincron;
traductoare: DPF — depresiunea n focar, OGA — oxigen Tn gaze arse, TAV — temperatura aburului viu,
PAV — presiunea aburului viu, TT — turatia turbinei, TG — tensiunea la bornele generatorul ui;
elemente de executie (debite): DA — apd de aimentare, DC — combustibil, DAA — aer de ardere, DAV — abur viu

5. Automatica si cibernetica; sisteme si semnale

Automatica este stiinta care se ocupa cu cercetarea teoretica a sistemelor automate si cu
studiul, conceperea si realizarea mijloacelor tehnice pentru automatizarea aparatelor,
masinilor si instalatiilor tehnologice sau de altd naturd. Automatica, preludnd si utilizand legile
generale ale naturii si ca instrument de cercetare — limbajul si rezultatele matemeticii, a dobandit,
acumulat, elaborat si sistematizat pe parcursul dezvoltarii ei, atat sub aspect teoretic cat si
experimental, cunostinte si metode de studiu proprii.

S-a remarcat deja faptul ca sistemele prezentate cu ajutorul fig. 1.2 si 1.3 sunt izomorfe,
ele fiind formele concrete ale uneia si aceleiasi structuri si anume a aceleia din fig.l.1.

Izomorfismul ca expresie a unei trasdturi dominante si generale a fenomenelor naturii,
care probeaza unitatea n diversitate a acesteia, a fost remarcat inca din secolul al XVII-lea
de Blaise Pascal si de multi alti oameni de stiintd care i-au urmat.

Cibernetica, conform conceptiei Tntemeitorului ei, Norbert Wiener, este stiinta care se
ocupa cu ,,studiul analitic al izomorfismului ntre structura comunicatiilor in mecanisme, in
organisme si Tn societati”. Prin investigarea zonelor de interferentd ale diferitelor stiinte
(,,zone ale nimanui”) si pe baza acumularii unui imens volum de cunostinte, in special in
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matematicad, fiziologia sistemului nervos, automatica si electronica, s-au formulat principiile
fundamentale de existentd si de transformare a semnalelor in masini, Tn organisme si n
societdti. Aceste principii stau la baza ciberneticii.

Cibernetica (ca si automatica — stiintd care apartine ciberneticii) are Tn vedere caracte-
risticile sistemelor induse de comunicatiile existente Tn structura lor ca si de comunicatiile
cu mediul ambiant. Cu referire si la exemplele 2.1 si 2.2 (prezentate cu ajutorul fig. 1.2 si 1.3
si Tn subsidiar al fig. 1.1), aceste aspecte se concretizeaza dupa cum urmeaza :

1° Aparatele si operatorul uman (fig.l.2) sau dispozitivul de automatizare (fig.l.3) si
instalatia tehnologica formeaza, in fiecare caz in parte, o unitate relativ delimitatd de mediu
—adica un sistem.

2° Fiecare element component are o functie precisa si ocupd o anumitd pozitie in cadrul
sistemului. Sistemul are o structurd.

3° Tntre elementele sistemului, conform structurii, existd comunicatii prin care se
transmit informatii (concret — semnale) ntr-o singura directie si anume n sensul de la cauza
la efect. Marimea cauza se numeste marimea de intrare si marimea efect se numeste
marimea de iesire.

4° Conexiunea cauzala, conform principiului cauzalitatii, este legatura ntre doud
evenimente (marimi) u si y Tn care aparitia lui u genereaza, in anumite conditii, Tn mod
necesar aparitia lui y. Totodata absenta lui u este legatd Tn mod necesar de absenta lui .
Conexiunea cauzala dintre u si y poate fi reprezentata ca o relaie complexa:

U%3® y

incare ® simbolizeaza succesiunea temporald dela ula y si = simbolizeaza relatia de
generarealui y de catre u.

5° Conceptul de conexiune cauzald este de natura practica Tn sensul cd Tsi dobandeste
semnificatia specificd numai in conditiile interpretarii experientei ca interventie din afara in
mersul natural al evenimentelor. Considerdm pe u drept cauza a efectului y numai in
masura Tn care sesizam o posibilitate de a actiona asupra lui y prin intermediul lui u.
Aceastd idee actionald sta la baza conceptului de conexiune cauzald. Prin originea sa,
conceptul de conexiune cauzala este legat Tn primul rand de re-generarea ei efectiva si,
numai Tn a doilea rand, de explicatie, inferentd si alte asemenea concepte metateoretice. Tn
termeni generali, mecanismul deceldrii cauzelor (si efectelor corespunzatoare) poate fi
caracterizat astfel: cauza unui fenomen se alege intotdeauna din setul conditiilor lui necesare
si active. Aceste conditii se determina Tn mod obiectiv Tn cursul investigatiilor experimentale si
teoretice. Construind un model teoretic al unei conexiuni cauzale se introduc in mod implicit si
reprezentari cauzale care constituie premise ale descrierii teoretice.

6° Actiunea comund a elementelor componente asigura realizarea scopului. Tn cazul
sistemelor cu reactie negativa evolutia are loc Tn sensul anularii abaterii si respectiv al
compensarii efectului perturbatiilor. Sistemul Tn ansamblu are aceastd proprietate
remarcabila. Nedecelabila in elementele sistemului (luate separat), aceasta proprietate este
un rezultat a structurii Tn care sunt asamblate elementele componente si al comunicatiilor
dintre elemente.

n secolul al X1X-lea, In perioada de avant a tuturor stiintelor, sub influenta mecanicii
newtoniene si a spiritului laplacean, care explicau fenomenele naturale prin jocul unitatilor
elementare, guvernate de legile ,0arbe” ale naturii, si ca urmare a complexitatii
fenomenelor, cercetarea stiintificd a avut Tn mod natural un caracter analitic. Pe aceastd
cae sa obtinut in toate stiintele un volum considerabil de cunostinte. Cand aceste



|. Introducere 11

cunostinte au atins un anumit nivel, in cdteva domenii stiintifice, de exemplu in biologie,
s-a constatat cd oricat de abundente ar fi cunostintele asupra unor elemente disparate,
acestea nu permit Tntelegerea functiondrii ansamblului pe care respectivele elemente 1l
formeaza. Ansamblul sau sistemul poseda proprietati noi care nu puteau fi puse n evidenta
numai Tn elementele componente luate separat.

n acest context, cibernetica constituie un corpus de concepte si metode cu ajutorul
carora se studiaza proprietatile si legile generale ale transferului si prelucrarii informatiei
prin si in sisteme ca si sistemele insele. Este mai putin importantd natura concretd a
sistemelor. Ele pot fi Tn particular sisteme tehnice, biologice, economice, sociae etc.

Un sistem este un complex de elemente n interactiune. Proprietatile sale nu depind
numai de proprietdtile elementelor componente ci, mai ales, de interactiunile dintre
elementele sistemului. Ceea ce este relevant in acest context este faptul ca s-a gjuns la
aceleasi idei simultan si independent in diverse domenii stiintifice: biologie,
neurofiziologie, psihologie, sociologie, teoria circuitelor electrice, electronica si automatica.
Progresele realizate Tn aceste domenii particulare au marcat inceputul extinderii schemelor
noastre conceptuale pentru a se tine seama de sisteme, de legile care le guverneaza si de
izomorfismele dintre diverse sisteme concrete.

Un sistem este o unitate relativ delimitata fata de mediu, delimitarea fiind evidentiata de
structura sa interna.

Notiunea de sistem este relativa. Una si aceeasi realitate poate contine mai multe
sisteme. Tn cazul exemplelor prezentate in fig. 1.2 si 1.3 se disting doua sisteme: unul de
reglare (automatd) a nivelului (in care temperatura lichidului are o influenta neglijabild) si
unul de reglare (automatd) a temperaturii, care il include pe primul (variatia nivelului
influenteaza temperatura lichidului din recipient).

Sistemele reale sunt investigate in cadrul a doud modalitati de abordare si anume in:

stiintele sistemelor;
ingineria sistemelor.

Sistemele fizico-chimice, biologice, organismice, social-ecologice, socio-culturale si
organizationale sunt studiate n cadrul stiintelor sistemelor.

Sistemel e tehnice sunt studiate Tn cadrul diferitelor ramuri ale ingineriei sistemelor.

Sstemele abstracte, adicd modelele matematice ale sistemelor reale, constituie forma
cea mai eficientd de cunoastere profunda a sistemelor reale. Sistemele abstracte, grupate in
clase care le confera un anumit grad de generalitate, constituie obiectul de studiu al teoriei
matematice a sistemelor. Originile acestei discipline se situeaza Tn teoria circuitelor
electrice, electronica si, mai ales, In automatica. Se poate afirma ca automatica, prin
viziunea intrinsec sistemica, prin factura inter-, trans- si multidisciplinara si prin utilizarea
naturald a instrumentului si limbajului matematic, constituie matricea constituirii si evolutiei
teoriei matematice a sistemelor.

S-a vazut ca intre subsisteme (elemente, parti ale unui sistem) sau intre sisteme exista
anumite legdturi, respectiv se transmite informatie.

Sensul stiintific al notiunii de informatie a fost obtinut prin abstractizarea semnificatiilor
sale uzuale.

n limbajul curent, a se informa Tnseamna a lua cunostintd de anumite evenimente sau
date. Pentru a gasi un formalism genera Tn acest domeniu, a fost necesar un efort de
abstractizare, avand Tn vedere marea varietate de informatii ce se pot vehicula. Ceea ce este
comun tuturor informatiilor particulare este faptul ca ele nu sunt cunoscute aprioric,
respectiv realizarea unei informatii (adicd ea devine efectiv cunoscutd) duce la Tnldturarea
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unei incertitudini. Se are In vedere numai existenta acestei incertitudini si valoarea e,
aspectele concrete ale informatiei fiind semnificative numai din punct de vedere utilitar.
Transmiterea (transferul, prelucrarea) unei informatii are intotdeauna un suport material.
O marime fizico-tehnicd prin care se transmite o informatie se numeste semnal.
Caracteristica fizica a unui semnal care se modificd dependent de informatie se numeste
parametru informational.
Concomitent semnalele sunt functii de timp. Acesta este a doilea parametru a
semnalelor. Din punct de vedere matematic timpul este variabila independenta ce evolueaza
continuu Tn sens unic: de la trecut, prin prezent, spre viitor (un moment situat in trecut nu
mai poate fi atins niciodatd).
Semnalele se pot clasifica Tn conformitate cu foarte multe criterii. Céteva din posibilele
clasificari se prezintd n continuare:
1° Dupa natura fizicd a semnalului:
semnale mecanice (deplasare, fortd etc.);
semnale electrice (tensiune, curent etc.);
semnal e optice (intensitate, culoare etc.).

2° Dupa multimea de valori ale parametrului informational:
semnale discrete: parametrul informational este definit pe o multime finitd sau
numarabild (izomorfa cu multimea numerelor naturale); semnalele discrete pot fi
digitale, adica valoarea parametrului informational este multiplu al unei cuante;
daca parametrul informational ia numai doud valori, semnalul se numeste binar;
semnale analogice: parametrul informational este definit pe un interval al multimii
numerelor reale.

3° Dupa multimea de valori ale parametrului timp:

semnale continue (in timp): pentru fiecare valoare a timpului se defineste o valoare
a parametrului informational,

semnale esantionate (discrete in timp): parametrul informational este definit numai
pentru anumite valori ale timpului; daca valorile timpului sunt echidistante,
semnalul se numeste esantionat uniform.

4° Dupa previzibilitatea evolutiei Tn viitor:

semnale deterministe: evolutia in viitor este complet cunoscuta;
semnale stohastice (aleatoare): evolutia in viitor este previzibila cu o anumita
probabilitate.

Conceptual, notiunile de sistem si semnal sunt duale. Fenomenologic, acest fapt rezida
n coexistenta intrinseca a perechii sistem — semnal, inseparabile si ireductibile ntre ele,
deoarece, la limitd, existenta sistemelor / semnalelor este efectiv insesizabilda in lipsa
semnalelor / sistemelor.

Tntrucét sistemele proceseazd semnale, rezultd ca tipurile de semnale care se transmit
ntre elementele unui sistem 7i imprima acestuia caracterul respectivelor semnale. Se trage
Tn mod firesc concluzia ca se pot distinge: sisteme discrete sau analogice, sisteme continue
(in timp) sau cu esantionare si sisteme deterministe sau stohastice (aleatoare).

Scopul acestei carti este studiul sistemelor automate analogice, continue in timp si
deterministe. Factura introductiva are in vedere structura si principalele proprietati ale
sistemelor automate liniare monovariabile, metoda locul radacinilor, metoda frecventiala si
doud extensii ale metodei frecventiale in cazul sistemelor automate neliniare.
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SISTEMELOR DINAMICE LINIARE

1. Descrierea matematica a sistemelor dinamice

1.1. Ce sunt modelele matematice?

Cunoasterea stiintifica se bazeaza pe doua categorii de metode: metode experimentale si
metode de modelare. Metodele experimentale implica interactiunea directa cu obiectul de
studiu si au, Tn unele situatii, aplicabilitate limitatd. Sistemele reale asupra carora se pot
face observatii experimentale sunt, principial, modelabile. Experimentele care nu pot fi
realizate cu sistemele reale, pot fi facute pe modelele respectivelor sisteme.

Tn scopul intelegerii functionarii sistemelor dinamice (si Tn acest cadru si a sistemelor
automate), atat sub aspect fenomenologic cat si sub aspect relational-cantitativ, trebuie sa se
cunoasca modelele lor matematice. Tn consecinta este necesar sa se analizeze relatiile dintre
variabilele unui sistem dat si sa se scrie ecuatiile corespunzatoare. Deoarece sistemele care
vor fi avute in vedere evolueaza in timp, adicd sunt sisteme dinamice, relatiile dintre
variabile au forma unor ecuatii diferentiale si/sau integro-diferentiale. Adesea aceste
ecuatii sunt liniare (sau se liniarizeaza in scopul simplificarii tratérii). Tn aceastd situatie se
aplica transformarea Laplace (Anexele A.1, B.2.2) fie in scopul solutionarii ecuatiilor
diferentiale si / sau integro-diferentiale (liniare sau liniarizate), fie pentru analize mai
profunde ale sistemului, dupa cum se va vedea Tn cadrul acestei lucrari.

Setul de ecuatii diferentiale si / sau integro-diferentiale care descriu un sistem dinamic
real se numeste modelul matematic al respectivului sistem. Tntrucat modelul matematic are
el Tnsusi atributele unui sistem, se mai spune ca modelul matematic este un sistem abstract.
Fireste, la nivel conceptual notiunile de sistem real si sistem abstract (model matematic)
sunt distincte Tn sensul cd ele desemneaza entitdti distincte n contextul in care sistemul
abstract este o imagine (obtinutd de analistul de sisteme) a sistemului real. La nivel concret
aceasta imagine este mai mult sau mai putin simplificatd si / sau idealizata. Din acest motiv
orice sistem abstract (model matematic), o datd obtinut, trebuie validat prin comparatie cu
sistemul real. De reguld criteriul de validare este acela al erorii admisibile dintre evolutia
sistemului real si evolutia corespunzatoare obtinutd prin simulare numericd, Tn conditii
similare pe baza sistemului abstract (modelului matematic).

1.2. Ecuatiile sistemelor fizico-tehnice

Aceste ecuatii se obtin pe baza legilor generale ae naturii. Un sumar a variabilelor
caracteristice pentru sistemele fizico-tehnice uzuale se prezinta in tabelul 11.1. Pe baza
caracterului relatiilor dintre aceste variabile se ajunge la concluzia cd ele pot fi Tmpartite (in
mod natural) Tn doud mari clase:

variabile longitudinale

variabile transversale.

Aceastd dihotomie va fi mai usor inteligibila daca se are n vedere faptul ca din punct de
vedere energetic se disting urmatoarele clase de sisteme:
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sisteme disipative

sisteme cu acumulare inductiva
sisteme cu acumulare capacitiva.

Tabelul I1.1. Sumar al variabilelor fizico-tehnice

N VARIABILA VARIABILA

SISTEM: LONGITUDINALA TRANSVERSALA

ELECTRIC CURENTUL i | TENSIUNEA u

MECANIC FORTA f | VITEZADE TRANSLATIE v
CUPLUL ¢ | VITEZAUNGHIULARA  w

FLUIDIC DEBITUL q_| PRESIUNEA P

TERMIC FLUXUL TERMIC q | TEMPERATURA q

Pe aceastd baza se obtine tabelul 1.2 al ecuatiilor utilizabile in modelarea matematica.
Tabelul 11.2. Sumar al ecuatiilor sistemelor

SISTEM

NATURA

PARAMETRUL

DE TIP: FIZICA: FIZIC: ECUATIA
ELECTRIC | REZISTENTA =1,
ELECTRICA R R
MECANIC | COEFICIENTUL f =Ksv
DISIPATIV DE FRECARE K c=Krw
1
REZISTENTA -1
FLUIDIC ) p
FLUIDICA Ry Rt
REZISTENTA 1
ELECTRIC | INDUCTANTA u=1 9
ELECTRICA L dt
1 df
ACUMULATOR | MECANIC | COEFICIENTUL ~ K dt
INDUCTIV DE ELASTICITATE K _1ldc
K dt
FLuiDic | INERTANTA | p=1%
FLUIDICA dt
CAPACITATEA ~ du
ELECTRIC | £ EcTRICA c i=Co
MASA fomd
MECANIC | INERTA M ~ Y
ACUMULATOR MOMENTUL _3 dw
CAPACITIV DE INERTIE J =05
CAPACITATEA _~ dp
FLUIDIC | ¢ UipicA G a=%f 4
CAPACITATEA ~ dq
TERMIC | TERMICA c | 9%
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Exemplul 1.1 (sistemul «resort — amortizor — masa inerta»)

Pentru exemplificarea utilizarii ecuatiilor din tabelul 11.2 se considera sistemul mecanic
«resort — amortizor — masa inerta» din in fig.I1.1. Acest sistem este format din urmatoarele:
un element disipativ (amortizorul) descris de:
fa=Ksv (forta de frecare vascoasa),
un element acumulator inductiv (resortul) descris de:

fr =K dv(t)dt (forta elastica; legea lui Hooke),

un element acumulator capacitiv (masa inertd) descris de:

fi=M % (forta inertiald; legea lui Newton),
asupra cdruia actioneaza forta externa f.
Echilibrul dinamic a sistemului este exprimat de ecuatia de bilant de forte:

fi+fa+f =1
Din cele patru ecuatii de mai sus rezultd modelul matematic al sistemului:

dv t
M—+ksv+k@v(t)dt = f(t 11

oKy ekQu)de = 1) (L)
Acestei ecuatii i se asociaza conditiile initiale:

t
= = = 3 1 - = A

X(tg) = Xo, dx(t)/dt|t:to V(tg) =V, tg3 0, incare: x(t) Q)v(t Yot .

energie (si anume alungirea initiald a resortului si viteza initiald a masei inerte) prin care se
precizeaza energia initiala acumulata in resort si energia cinetica initiald a masei inerte. O
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Fig.11.1. Sistemul format din resort (1), amortizor (2) si masa Fig.ll.2.Sistemul «R,L,C» alimentat de la
inertd (3) sub actiunea fortei externe f sursa de curent SC

Exemplul 1.2 (sistemul «rezistentd — inductantd — capacitate»)

Pentru a evidentia analogiile fizice conform tabelelor 11.1 si 1.2 se considera Tn
continuare sistemul electric «rezistentd — inductantd — capacitate» reprezentat n fig.I1.2.
Acest sistem este format din urmatoarele:

un element disipativ (rezistenta) descris de:

i :%u (legealui Ohm),
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un element acumulator inductiv (inductanta) descris de:

L= % c‘iu(t )dt (consecintd a legii inductiei),
un element acumulator capacitiv (capacitatea) descris de:
ic =C % (consecintd a definitiei capacitatii electrice),

conectate Tn paralel, in care se injecteaza curentul i furnizat de sursade curent SC.
Ecuatia de bilant a curentilor (legea I a lui Kirchhoff) are forma:

iC +iR +i|_ =i.

Din cele patru ecuatii de mai sus rezultd modelul matematic al sistemului:
du 1 1.t .

C—+=u+=Qu(t)dt =i(t). 12
o TRUTT QU =i) (12)

doua elemente acumulatoare de energie (5i anume tensiunea initiala la bornele capacitatii si
curentul initial prin inductantd) prin care se precizeaza energia electrica initiald acumulata
n capacitate si energia electromagnetica initiald acumulata Tn inductantd. O

Comparand ecuatiile (1.1) si (1.2) rezultd cd, pe de o parte, viteza v si tensiunea u
(variabile transversale — tabelul 11.1) si, pe de alta parte, forta f si curentul i (variabile
longitudinale — acelasi tabel) sunt respectiv intr-o relatie de similitudine. Tn fond sistemele
insele (reprezentate in fig.I1.1 si 11.2) sunt similare sau izomorfe. La nivel abstract suportul
lor comun este de acelasi tip si anume modelul matematic:

2
a0 v A v a0y = u0), 13)

caruia i se asociaza conditiile initiale: y(tg) = o, dy(t)/dt|t:t0: Yo, tg2 0.
Formal, ecuatia (1.3) se obtine din (1.1) (inlocuind vb dy/dt, fp U_KYO’

M = ay) saudin (1.2) (inlocuind u P dy/dt, i P u-L-1y, L1=a, R-1=a;, C = ay).

Este evident ca sistemul reprezentat de ecuatia (1.1) poate fi modelat izomorfic-fizic de
sistemul reprezentat de ecuatia (1.2) si viceversa. Ambele sisteme sunt model ate matematic
de ecuatia (1.3), care in fond este modelul matematic al unei clase de sisteme izomorfe ntre
ele, fiecare sistem contindnd un element disipativ, un element acumulator inductiv si un
element acumulator capacitiv. Natura fizica a acestor elemente este subsidiara.

Ordinul modelului matematic (ordinul ecuatiei (1.3)) coincide cu numarul de elemente
acumulatoare de energie independente continute de sistem. Existenta si numarul acestor

K=a,, K¢=ay,

corespund de fapt starii initiale Tn care se afld elementele acumulatoare de energie continute
de sistem si care, impreund cu actiunea externd (forta f — fig.ll.1, respectiv curentul
i —fig.11.2), 7i determina evolutia ulterioara.

Aceste concluzii sunt deosebit de utile analistului de sisteme deoarece i oferd mijloace
de Tntelegere a unor clase foarte diverse de sisteme si de formalizare matematica a relatiilor
care le caracterizeaza.

Tn aceste circumstante analiza si sinteza sistemelor dinamice (bazate pe utilizarea
modelelor matematice) au condus la formarea conceptiei sistemice, respectiv la formularea
unor rezultate cu caracter general, valabile pentru clase de sisteme izomorfe si
particularizabile pentru o mare diversitate de sisteme concrete. Tn aceastd ultima situatie
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rezultatele generale trebuie interpretate conform naturii concrete a fenomenelor si
specificului tehnologic al proceselor, deoarece numai Tn aceasta ipostaza ele pot fi efectiv
operante n abordarea aplicatiilor.

Pe de alta parte, sub aspect profesional, se trage concluzia ca inginerul automatist, pe
langa o viziune sistemica asupra realitdtii, trebuie sa aiba cunostinte foarte variate la nivel
conceptual — fenomenologic — tehnologic, o deschidere spre multi-, inter- trans- si
metadisciplinaritate si, nu Tn ultimul rand, abilitdti de experimentator cu o bine exersatd
intelegere a relatiilor de cauzalitate si a dinamicitdtii fenomenelor.

1.3. Liniaritate si invarianta in timp

Marea majoritate a sistemelor reale au o comportare liniard Tn domenii de variatie ale
variabilelor bine precizate sau precizabile. De exemplu, sistemul «resort — amortizor — masa
inertd» — fig.Il.1 este liniar pentru micile variatii ale variabilei x n jurul pozitiei de
echilibru. Daca x ia valori mari, resortul nu se mai comporta liniar (apar abateri fata de
legea lui Hooke).

Pentru formalizarea proprietatii de liniaritate se are n vedere cd un sistem
materializeaza relatia dintre marimea de intrare (cauza) si marimea de iesire (efectul).
Simbolizarea grafica a transferului marimii de intrare u(t) in marimea de iesire y(t) este data
infig.ll.3.

Cele doud marimi sunt simbolizate prin segmente de dreapta orientate (sdgeti) prin care
se indica totodata sensul (unic) al transferului
intrare — iesire prin sistem. Tntr-o forma mai putin u(t) y(0)

« . . o —1 SISTEM |—»
nuantatd acest fapt se poate exprima prin (v. 1.5.4%):

U%%ue Y. (2.49)

Fig.11.3. Simbolizarea grafica a unui sistem
Fie u(t) =uq(t) si u(t) = uy(t) doud marimi de intrare oarecare care se transferd, prin

sistemul (1.4), in marimile de iesire y(t) = y;(t) si respectiv y(t) = y,(t) . Se scrie:
USW%k%e Y=y, USUy%wue Y=Y,

Definitia 1
Sistemul (1.4) - fig.11.3 este liniar daca pentru orice constante reale ¢, si ¢, mérimea de
intrare u(t) = cquq (t) + cou,(t) se transferd in y(t) =c;yq(t) + coy5(t), adica:

u(t) =cyuy (t) +coup(t) wwse  y(t) =cpy(t) +coyo(t). O

Aceasta definitie expliciteaza binecunoscutul principiu al suprapunerii efectelor. Orice
abatere de la acest principiu reprezintd o comportare neliniard, respectiv se referd la un
sistem neliniar.

Sistemul descris de ecuatia: y = u? este neliniar deoarece nu satisface principiul
suprapunerii efectelor.

Sistemul descris de ecuatia y = au+b, Tn care a si b sunt doua constante redle, este de
asemenea neliniar daca b® 0 (se mai numeste liniar afin). Se observa Tnsa ca acest sistem
este liniar in jurul unui punct de functionare. Fie (ug, Yo) un punct de functionare conform
relatiei yo=aug+by, si fie variatiile Du si Dy astfel incét u=ugy+Du, y=yq+Dy. Caurmare se
poate scrie y o+ Dy=a(uy+Du)+b, ceea ce conduce la Dy =aDu, care este 0 ecuatie liniara,
dar numai pentru variatiile Du si Dy Tn jurul punctului de functionare (ug, yg).
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Pentru sistemele electrice si mecanice liniaritatea este de reguld asigurata pe domenii
precizabile ale variabilelor. Pentru alte categorii de sisteme se constatd frecvent prezenta
neliniaritatilor Tn structura lor. Tn mod obisnuit se practica liniarizari ale acestora pentru
micile variatii ale variabilelor Tn jurul unor puncte de functionare.

Fie relatia intrare — iesire neliniard y = f(u), Tn care f este o functie cunoscuta, de
exemplu avand graficul din fig.I1.4.

Punctul normal de functionare este (U, Y) si este caracterizat de yg = f(up).

Tn virtutea continuitatii si derivabilitatii functiei y = f (u) Tn punctul (ug.yo) se poate face
uz deformulalui Taylor:
df (u)| u-ug

du |, I

n care Ry(u, up) este restul seriei Taylor corespunzatoare.

Pentru variatile Du=u-ug, Dy=y- yp,
suficient de mici, se Tnlocuieste neliniaritatea cu
aproximanta tangentiala:

y="fu)="f(u)+ +Ry(u,up),

[

y

Yo
Y- Yo =k(u- ug), k = df (u)/du|u0 =tga g,

asa cum se arata in fig. 11.4 (dreapta L), si care
reprezinta un sistem liniar afin. In fine, pentru micile

- variatii Du si Dy se obtine aproximanta liniard
0 Uo u Dy = kDu, valabild intr-o vecindtate (admisibild din
Fig. I.4. Aproximanta liniard a unei punctul de vedere a erorilor de aproximare) al

neliniaritaj punctului de functionare (U, Yo). Evident, schimbarea

punctului de functionare determina modificarea corespunzatoare a constantei k.
Eroarea pe care o introduce aproximanta liniara este datd de restul Ry(u, ug). Daca

valoarea absoluta a erorii nu depaseste o limita admisibila impusd, atunci pe baza restului
Ry(U, Ug) se pot determina max [Du| si max [Dy] pentru care aproximanta liniard este validd.

Exemplul 1.3 (‘ecuatia pendulului)

Se considerd pendulul reprezentat schematic Tn fig.11.5. Cele trei cupluri care actioneaza
asupra pendulului sunt:

Cy = Mgl sinq (cuplul fortei de gravitatie)
¢t = K¢ (:i—? (cuplul de frecare vascoasd)
I
dzq N
= J— (cuplul inertial).
M “ e
Ecuatia de bilant de cupluri are forma:
G +Cf +Cq =0,
ceea ce conduce lamodelul matematic:

Fig.11.5 Pendulul - sistem dinamic 2
neliniar J d—q + Ky d—q
dt? dt

Mg

+ Mgl sinq = 0.
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Evident, acesta este un model matematic neliniar. Neliniaritatea este: f (q) =sing.

Pentru punctul de functionare q = 0 (care n situatia q =0 reprezinti starea de echilibru
stabil a pendulului) si pentru micile variatii ale unghiului g Tn jurul acestui punct se poate
scrief(q) @) ceea ce conduce la modelul matematic liniarizat:

J@+Kf d_q+ Mglg =0.
dt dt

Se constatd cd modelul matematic liniarizat este acceptabil pentru |q|£ p/6. De
exemplu eroarea intre q =p /6 si f(p/6)=sin(p/6) este 0,523 — 0,5 = 0,023, ceea ce
reprezinta mai putin de 4,7%. O

Tn toate exemplele considerate pana aici modelele matematice obtinute sunt ecuatii
diferentiale ordinare liniare cu coeficienti constanti. Acest fapt nu este general valabil, dar
existenta lui este semnificativd. Aceasta categorie de modele matematice caracterizeaza o
clasa relativ larga de sisteme din realitatea fizico-tehnicd (in care se includ si sistemele
automate, care fac obiectul acestei carti).

Liniaritatea a fost formalizatd in cadrul definitiei 1. Pentru formalizarea celorlalte
atribute ale categoriei de sisteme (si modele matematice aferente) care va fi avuta in vedere
Tn prezenta carte se enunta urmatoarele doua definitii.

Definitia 2
Sistemul (1.4) - fig.11.3 se numeste neted si cu parametri concentrati daca el este
reprezentat de o ecuatie sau un set de ecuatii diferentiale ordinare. O
Specificarea «neted» desemneaza faptul ca sistemul respectiv proceseaza (transfera,
prelucreazad) semnale in conformitate cu operatia de derivare. Aceasta specificare Tmpreuna

cu a doua, Si anume «cu parametri concentrafi», se coreleaza cu ceea ce este 0 ecuatie sau
un set de ecuatii diferentiale ordinare.
Definitia 3

Sistemul (1.4) — fig.1.3 se numeste invariant Tn timp daca toti parametrii sdi sunt
invarianti in timp. O

Notiunea de «parametru» are aici sensul bine cunoscut din fizica (tabelul 1.1).

Calitatea esentiald a unui astfel de sistem este aceea ca, sub actiunea marimii de intrare
u(t), evolutia marimii de iesire y(t) este invariantd in raport cu orice translatie a momentului
initial al acestei evolutii, cu conditia ca starea initiala a sistemului sd fie de fiecare datd
aceeasi si marimea de intrare sa fie translatd corespunzator in timp. Aceasta proprietate este
ilustrata Tn fig.11.6, din care transpare si
deosebita ei importanta practica si anume
ca transferul

U% %%4® Y

Au,y

y

este repetabil oricare ar fi momentul
initierii lui, starea initiala a sistemului
fiind de fiecare datd aceeasi si marimea
de intrare fiind translata corespunzator n ty
timp.

Pe cale de consecintd, un sistem
neted, cu parametri concentrati $i invariant in timp este reprezentat de o ecuatie sau un set
de ecuatii diferentiale ordinare (liniare sau neliniare) cu coeficienti constanti in timp.

Fig.I1.6 llustrarea invariantei in timp
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1.4. Functia de transfer

Tn general un sistem dinamic neted, cu parametri concentrati, liniar si invariant In timp,
cu o singurd marime de intrare si o singurd marime de iesire (ambele functii scalare de
timp, motiv pentru care sistemul se mai numeste monovariabil) este descris de o ecuatie
diferentiald ordinara, liniard, cu coeficienti constanti, de forma:

n n-1 m m1
anu"'a-n—ld ¥+""+aoy:bmg+bm—ld :
dt" dt™ dt™

ol +.+bgu, tlI R, (1.5

ncaegl R, i=1n,a,’ 0 bl R, j=1m. Numerele naturale msi n sunt corelate cu
numarul de elemente acumulatoare de energie, independente intre ele, continute de sistem.

Pentru fixarea cadrului tratarii si Tn conformitate cu definitia transformarii Laplace
(Anexele A.1, B.2.2), care se utilizeaza Tn continuare, se admite cd pand la momentul initial
to = O sistemul descris de ecuatia (1.5) se afla in repaus, ceea ce analitic se exprima prin:

ut)° o, y(t)° o, t <0 (1.6)
Observatia 1.1

Tn conformitate cu principiul cauzalitatii conditia (1.6) poate fi cititd si Tn felul urmator:
cauza nuld produce efectul nul. Tntrucat in (1.6) se defineste starea de repaus in timp a
sistemului (pentru t < 0), principiul cauzalitatii se exprima aici si sub forma mai nuantata a
principiului non-anticiparii, conform caruia efectul nu anticipeaza cauza. O

Definitia 4

Un sistem care satisface (1.6) se numeste non-anticipativ. Tn cazul Tn care pentrut < 0,
u(t) © 0 implica y(t) * 0, sistemul se numeste anticipativ. O

Experienta acumulata pana in prezent a Tnvederat faptul cda in lumea (macroscopica
sublunard) reald sistemele (naturale sau fizico-tehnice) sunt non-anticipative.

O abordare riguroasa a problemelor care decurg din definitia 4 (si Tn general din

principiul cauzalitétii) se va face In subcap.V1.3.
Din (1.6) rezulta ca:

u®((-0=0, k=0m-1, (L7

y®(-00=0, k=0,n-1 (18

Aplicand ecuatiei (1.5) transformarea Laplace (Anexele A.l, B.2.2), cu conditiile
initiale (1.7), (1.8), se obtine:

(ans” +a,.1s" 1+ .+a0)Y(s) = (bmsm +byy 1s™ 1+ .+b0)U (9), (19)

incare U(s) =L {u(t)}, Y(s) =L {y()}.
Din (1.9) se obtine:
(9 = byS™ + by 1™ L + ...+ by

- — u(s), (1.10)
a,s" +a, s+ +a

care exprima transferul intrare — iesire Tn domeniul transformatelor Laplace (al functiilor
imagine).
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Definitia 5
Raportul dintre transformatele Laplace ale marimilor de iesire si de intrare ae
sistemului dinamic (modelului matematic) (1.5) se numeste functia de transfer. O
Se noteaza functia de transfer cu G(s) =Y(s)/U (s) si conform ecuatiei (1.9) rezulta:

m m-1
bns™ +by.1ST T +...+bg

G(s) = (1.11)

a,s" +a,.1s" 1+ +a
Caurmare transferul intrare — iesire, ecuatia (1.10), se exprima si sub forma:
Y(s) =G(s)U(s), (1.12)

cu (1.11), céreia i se asociaza schema bloc din fig.11.7, corespunzatoare aceleia din fig.11.3.

Se remarca faptul ca in (1.12) marimea de intrare (cauza) U(s) apare Tn membrul drept
(Impreund cu G(s)), si médrimea de iesire (efectul) apare in membrul stang. Tn acest fel se
evidentiaza Tn mod clar cd Y(s) este rezultatul actiunii lui U(s) prin intermediul lui G(s).

Functia de transfer (1.11) este o functie (fractie) rationald de variabila complexa s. Tn
virtutea liniaritatii sistemului pe care Tl reprezinta, functia de transfer nu depinde nici de
marimea de intrare U(S) si nici de marimea de iesire Y(s), ci numai de structura si parametrii
sistemului Tnsusi, asa cum rezulta de altfel si din (1.11).

Tntrucat G(s) este o fractie rationald (raportul a doua polinoame cu coeficienti reali), ea
mai poate fi scrisa sub forma factorizata:

~ U(s) Y(s)
bnO.(s- 7 I
(;(s):—'“”l](S ) (1.13) e
a0, (s- pj) Fig.11.7. Schemabloc asistemului (1.4)

- - . — . . . (reprezentat de functia de transfer (1.11))
incarez | C, i =1,m, sunt zerourile finite ale functiei

de transfer (sistemului) si p, T C, j=1n, sunt polii finiti ai functiei de transfer

(sistemului). Pentru cele ce urmeaza se admite ca cele doua polinoame din (1.13) sunt
relativ prime intre ele (nu au nici un divizor comun, iar dacé ei au existat, au fost deja
eliminati prin simplificare), astfel ca se scrie:

zt pji=1imj=1n. (1.14)
Denumirile adoptate pentru z si p; sunt justificate de:

G(z)=0,i=1m, (1.15)
G(pj)|=+¥, j=1n (1.16)

Definitia 6

Polinoamele monice (cu coeficientul termenului de grad maxim egal cu 1):

29 =07'(s- 7). (1.17)
(9 =O7(s- p)) (118)

se numesc respectiv polinomul zerourilor si polinomul polilor ale sistemului descris de
functia de transfer G(s). O
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Este usor de observat ca polinomul polilor functiei de transfer G(s) — relatia (1.11) -
este identic cu polinomul caracteristic al ecuatiei (1.5) (exceptand eventual o constantd
multiplicativd, aceeasi pentru toti coeficientii).

Daca

m>n,
la cei n poli finiti ai lui G(s) se adauga si punctul de la infinit (|s|=+¥) ca pol de
multiplicitate m — n, deoarece Tn acest caz pentru |s| = +¥ rezultd |G(s)| = +¥. Asadar G(9)
areintotal n+ (m - n) =mpoli (egal cu numarul de zerouri finite).

Daca

m<n,
la cele m zerouri finite ale lui G(s) se adauga si punctul de la infinit (|| = +¥) ca zero de
multiplicitate n — m, deoarece in acest caz pentru |s| = +¥ rezultd |G(s)| = 0. Asadar G(s)
areintotal m+ (n — m) = n zerouri (egal cu numarul de poli finiti).

Daca m = n, punctul de la infinit nu este nici pol si nici zero al functiei G(s).

Numarul r = max(m, n) se numeste ordinul sistemului si el este egal cu numarul minim
de elemente acumulatoare de energie (conservative), continute de sistem si independente
ntre ele, corespunzatoare ecuatiei (1.5), respectiv functiei de transfer (1.13), cu (1.14).

Cele doud polinoame al céror raport este functia de transfer (1.11) au roluri operatoriale
diferite in cadrul transferului temporal intrare — iesire. Acest fapt poate fi intuit pe baza
teoremelor derivatei originalului si integralei originalului (transformarea Laplace — Anexele
A1.1.b.2°3°5%si B.2.2.b.2°,3°).

Concret, pentru evidentierea caracterului operatorial diferit al polinoamelor (1.17) si (1.18)
se considera in continuare doud cazuri limitd semnificative (a caror simplitate faciliteaza
expunerea):

1° G(s) = s. Conform ecuatiei (1.12), transferul intrare — iesire are forma Y(s) = sU(s),
cdreia Tn domeniul timpului, Tn conditiile (1.6), Ti corespunde:

y(t) = u(t)

Rezulta ca sistemul considerat este un derivator.

Pentruw > 0, fixat, si u(t) = sinwt, t > 0, raspunsul sistemului este:
y(t) =wcoswt, t > 0.

Este usor de observat (indeosebi pe baza reprezentarilor grafice din fig.11.8) ca y(t) este
n avans de faza cu p/2 fatd de u(t), ceea ce conduce la concluzia ca Tn acest caz derivatorul
produce o marime de iesire care anticipeaza evolutia marimii de intrare.

2° G(s) = 1/s. Conform ecuatiei (1.12), transferul intrare — iesire are expresia

Y(s)=U(s)/s careia, in domeniul timpului, Ti corespunde:
Wt

y(t) = qu@)da.
Rezulta cd sistemul considerat este un integrator.

Pentru aceeasi marime de intrare (ca la cazul 1°) raspunsul sistemului este

y(t) = (1- coswt)/w, t>0
a carui componenta periodica (sinusoidald) este:

y«(t) =- (coswt)/w, t>0.
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Si n acest caz este usor de observat (fig.11.9) ca y(t) este in intarziere de faza cu p/2 fata de

u(t), ceea ce conduce la concluzia ca n acest caz integratorul produce o intarziere a marimii
de iesire fatd de marimea de intrare.

4 u(), y(t); w =1 rad/sec b u(®), ys(t); w=1 rad/sec
p/2 p/2
1, u(t) 1 u(t)

wt wt

ol p2\ P\ /Bp2/20  [rad] ol p/ p\3p/2\ /2p [/ [rad]

-1

y(® -1 N ys(t)

Fig.I1.8. llustrarea n_afectul ui de anticipare produs de Fig.11.9. llustrarea efectului de intarziere produs de
derivatorul G(s) =s integratorul G(s) = 1/s

Observatia 1.2

Fata de aceste doud cazuri limitd, foarte simple, se poate afirma, in general, c&:

Polinomul zerourilor z(s) — relatia (1.17), al functiei de transfer G(s) — relatia (1.13),
modeleazd, in esentd, operatii de amplificare si derivare (cu o anumitd complexitate,
conform expresiei polinomului z(s)); in cadrul transferului temporal intrare — iesire acesta
are un efect de amplificare — anticipare a marimii de iesire fatd de marimea de intrare.

Inversul polinomului polilor p(s) — relatia (1.18), al functiei de transfer G(s) — relatia
(1.13), modeleaza, in esentd, operatii bazate pe integrare (cu o anumitd complexitate,
conform expresiei polinomului p(s)); Tn cadrul transferului temporal intrare — iesire acesta
are un efect de intarziere a marimii de iesire fatd de marimea de intrare.

Alte consideratii privitoare la aceste doua concluzii se vor facela2.4.a(fig.11.26). O

Observatia 1.3

S-a ardtat la observatia 1.1 cd in lumea reald (macroscopicd sublunard) procesele se
desfasoara Tn timp cu respectarea principiului non-anticiparii: efectul nu anticipeaza cauza.
Din punct de vedere practic se poate afirma chiar mai mult si anume ca efectul devine
sesizabil cu o anumita Tntarziere fatd de cauza in sensul ca relatia de la cauza la efect nu
este nici anticipativa si nici instantanee, ea introducand de fapt o Tntarziere a efectului fata
de cauza. Ca urmare, in functia de transfer G(s), care respecta aceasta conditie, operatorul
bazat pe integrare (inversul polinomului polilor) trebuie sa fie dominant fata de operatorul
de amplificare — derivare (polinomul zerourilor). Aceasta are loc numai daca:

m<n. (1.19)

Tn aceastd situatie (de asemenea pentru m £ n) ordinul sistemului ester =n.
Consideratii riguroase privitoare la conditia (1.19) se vor face in subcap.VI.3. O

Definitia 7

O functie rationala care satisface inegalitatea (1.19) se numeste strict proprie. In caz
contrar ea se numeste proprie (pentru m= n) si respectiv improprie (pentru m> n). O
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Exemplul 1.4 (amplificatorul electronic de curent continuu)

Pot apdrea situatii in care G(s) nu satisface conditia (1.19) datoritd faptului ca pe
parcursul elaborarii modelului matematic (1.5) s-au facut idealizari si / sau simplificari care
au avut ca rezultat m 3 n. Tn acest sens un exemplu elocvent este cel a amplificatorului
electronic de curent continuu.

Tn mod obisnuit se adoptd (pentru zona de liniaritate a amplificatorului) modelul
matematic:

y(t) = Ku(t)
pentru care m = n = 0. Rezultd ca amplificatorul realizeaza o relatie de la cauza la efect
(intrare — iesire) instantanee.

Aceastd relatie nu este riguros conforma cu rezultatele experimentale. O analiza corecta
bazata pe aceste rezultate conduce la o functie de transfer de forma:

K

G =—5— '
ags” +aps” +ays+1

in care coeficientii polinomului polilor satisfac conditiile 0 <& <<1, i =13. Conform

acestel functii de transfer amplificatorul introduce o Tntarziere a marimii de iesire fata de
marimea de intrare, fapt evidentiat de rezultatele experimentale. Totodata trebuie remarcat
faptul ca pentru u(t) suficient de lent variabil in timp, Tntarzierea devine neglijabila.

Evident, considerand a; @0, i = ]?3 se obtine:

G(s) @K,
dar acest lucru este posibil pentru |s| suficient de mic (respectiv pentru t suficient de mare,

conform teoremei valorii finale; Anexa A.1.2.b.3%) si pentru u(t) suficient de lent variabil Tn
timp. O

Observatia 1.4

Exista si situatii Tn care, Tn mod deliberat, se lucreaza cu functii de transfer proprii sau
improprii (care nu satisfac (1.19)). Trebuie remarcat faptul ca se ajunge n astfel de ipostaze
n urma unor idealizari si / sau simplificari realizate (relativ frecvent) pe parcursul modelarii
matematice sau direct Tn modelul matematic. Rezultatele care se obtin Tn astfel de situatii
trebuie privite cu o anumitd doza de circumspectie deoarece ele incalca principiul non-
anticiparii (in forma din observatia 1.1 sau Tn forma mai nuantatd din observatia 1.3).
Evident, interpretarea rezultatelor obtinute cu astfel de modele matematice implica
interpretarea pertinentd a tuturor idealizérilor si / sau simplificarilor care au condus la
respectivele functii rationale proprii sau improprii. O

Observatia 1.5

Exemplul 1.4 si observatia 1.4 aratda cd este necesard si utild o distinctie Tntre
urmatoarele doua categorii de modele matematice: modele explicative si modele predictive.

Un model explicativ asigurd o cunoastere aprofundatd a unui sistem real. Implicit, un
astfel de model are, de reguld, o anumitd complexitate care i limiteazd sfera de
aplicabilitate. Tn acelasi timp, un model predictiv reflectd ntr-o forma simplificatd si ,
eventual idealizata, proprietatile esentiale ale unui sistem real, Tn conditiile unor erori
acceptabile intre evolutia sistemului real si evolutia similara furnizata de modelul predictiv.
Proiectarea sistemelor automate se bazeaza, de reguld, pe modele matematice predictive. O



2. Scheme bloc structurale

2.1. Preliminarii

S-a aratat la 1.4 ca prin aplicarea transformarii Laplace ecuatia diferentiald (modelul
matematic) (1.5) se transforma in ecuatia algebrica (1.10) care permite explicitarea (1.12)
cu (1.11), respectiv reprezentarea grafica din fig.11.7, corespunzatoare transferului intrare —
iesire (de la cauza la efect, conform sagetilor) realizat de sistem.

De regula modelul matematic este rezultatul unei proceduri care de la debut are caracter
analitic. Acest caracter deriva din aplicarea metodei analitice ca metoda (clasicd) de
investigare stiintifica. Ea este rezultatul structurii secventiale a procesului cunoasterii de
cdtre om a naturii (ca si a altor activitdti umane, conform dictonului ,,divide et impera”).

Aplicarea metodei analitice consta Tn Tmpartirea sistemului analizat in elementele sale
componente cele mai simple, urmata de studiul lor separat, cu descrierea matematicd a
fenomenelor conform legilor care le guverneaza si evidentierea marimilor cauze si
mérimilor efecte pentru fiecare element Tn parte. Tn cazul Tn care elementele sunt liniare se
poate aplica transformarea Laplace (Anexele A.1, B.2.2), astfel ca se poate asocia fiecarui
element, luat de sine statator, cate o schema bloc partiald. Prin reunirea adecvata a tuturor
schemelor bloc partiale, n cadrul unei operatii de sinteza, bazata pe conexiunile existente
ntre elemente, se obtine schema bloc structurald a sistemului analizat.

Exemplul 2.1 (motorul electric de curent continuu)

Se considera un motor electric de curent continuu, cu excitatie separatd, a carui schema
functional — tehnologica este reprezentata in fig.11.10. Pentru simplificarea analizei se au in
vedere numai fenomenele electrice, electromagnetice si electromecanice. Se face abstractie
de fenomenele termice si de neliniaritéile de tip feromagnetic. Tn aceste conditii sistemul
poate fi Tmpartit Tn urmatoarele cinci elemente (pentru care se scriu si ecuatiile
corespunzatoare):

(& Circuitul rotoric (CR):

u=Ri+ L%+ e (legeall Kirchhoff);
(b) CR-sediud t.cem:

e=kw (cf. e=Blv);

(c) Rotorul — miscarea de rotatie:

Fig. 11.10. Schema motorului electric de c.c. (exemplul
2.1); u - tensiunea de comanda, i — curentul rotoric,

J%:mm—mf -m (legealui Newton);

(d) Rotorul — cuplul electromagnetic: e t.c.em. (tensiunea contra-electromotoare),
_ i — Ril ) R, L - rezistenta si inductanta rotorice, w — viteza
Mm = k2I (cf. T =Bil); unghiulara, m- cuplul de sarcina (perturbator),
(e) Rotorul — cuplul de frecare: my,;— cuplul motor, m — cuplul de frecare, J— momentul

TR de inertie al rotorului, j = const. — fluxul de excitatie
ms = kaw (legea frecarii vascoase). " J .

Maérimile fizice si parametrii au semnificatiile din fig. 11.10 si ki1, k2 si k3 sunt coeficienti
(constructiv — functionali) constanti.
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Cea mai frecventd utilizare a motorului electric de c.c. este Tn cadrul actiondrilor
electrice cu turatie (viteza unghiulard) reglabild. Astfel, prin reglarea tensiunii de comanda
u (prin dispozitive adecvate, nereprezentate in fig. 11.10) se modifica viteza unghiulara w.
Prin schimbarea semnului tensiunii u se obtine inversarea sensului de rotatie a rotorului.

Tn acelasi timp cresterea / scaderea cuplului de sarcina (perturbator) provoaca scaderea /
cresterea vitezei unghiulare, ceea ce poate avea consecinte nedorite asupra procesului
tehnologic Tn care este implicata actionarea electricd. Din acest motiv actiondrile electrice
de acest tip se automatizeaza. Ele sunt incluse Tn cadrul unor sisteme automate de reglare a
turatiei (exemplul 2.1, pag. 96). Proiectarea unui astfel de sistem se bazeaza in primul rand
pe analiza proprietatilor de transfer ale motorului electric de c.c. cu ajutorul schemei bloc
structurale.

Pentru obtinerea schemelor bloc partiale ale celor cinci elemente si in final a schemei bloc
sructurale a motorului electric de c.c. se aplica transformarea Laplace (Anexa A.1) ecuatiilor
elementelor (cu conditii initiale nule). Explicitand fiecare rezultat in conformitate cu relatia de
cauzalitate materializata de fiecare element, luat de sine statator, se obtine:

1

9= RUO-ES] @ E®=kwe O,

Ls
WS == [Mm(9-M( (9 -M©S)] (©. Mm(9)=kol (8 (d), My (9)=kaW(8) (©).
Js

Schemele bloc partiale asociate acestor ecuatii sunt reprezentate in fig. I11.11 (a—€), In
care cerculetele simbolizeaza sumatoarele algebrice (semnele operanzilor sunt plasate langa
sagetile care simbolizeaza marimile).

Tn aceastd fazd se poate alcatui schema bloc structurald prin sinteza schemelor bloc
partiale din fig. 11.11, respectiv prin Tnldntuirea acestora pe baza marimilor comune (intrare
/ iesire). La aceastd operatie se tine seama
us) 1 I_(si Wi)_ K E® de utilizarea efectivda a sistemului Si

+_% Ls+R ! anume ca transferul principal este u(t) —

E(s)

a b w(t). Ca urmare, schema de Tnlantuire are

Mrr(s) 1 W(s) forma
+_ c Js a —» d—»C
iy =
19 M9 W9 M (9) e
—= ko = —=t k3 =
b
d e
Fig. 11.11. Schemele bloc partiale la exemplul 2.1 si rezultatul obtinut este reprezentat in fig.
(corespunzatoare ecuatiilor (a) — (€)). 11.12. Este vizibil faptul ca sistemul

contine, Tn mod natural, doud reactii negative.

Cu ajutorul acestei scheme se pot interpreta cantitativ si calitativ relatiile de cauzalitate
existente Tntre marimile sistemului (inclusiv privind rolul celor doua reactii negative). De
exemplu, la cresterea (prin salt, de la o valoare constantd la o altd valoare constantd) a
tensiunii u, prin (1) si (2) — fig. 11.12, urmeaza o crestere a curentului i (mai lentd, datoritd
elementului cu ntarziere (2)) si a cuplului motor m, (prin (3)) si apoi, prin (4), (5), (6), o

crestere a lui w (mai lentd ca a lui i, datoritd integratorului (6)). Aceasta crestere, prin
reactia negativa (7), (5), duce la scaderea cuplului rezultant m.,— m— my, ceea ce determina
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) ® ®
U(s) RUS) 1 W0
g R ke 3
ES (g @
w(s ks ]
kg

Fig. 11.12. Schema bloc structurald a motorului electric de c.c. (exemplul 2.1).

scaderea vitezei de crestere a lui w. Tn acelasi timp, prin reactia negativa (8), (1), scade
tensiunea rezultanta u — e, ceea ce duce la o reducere (cu intérziere, prin (2)) a curentului i,
acuplului motor my, (prin (3)) si in final, prin (6), la o reducere suplimentara a vitezei de

crestere a lui w. Procesul continud n acest fel pana la atingerea unei anumite turatii
constante. Evaluari similare se pot face privitor la efectele cuplului de sarcina (perturbator)
m asupra turatiei. O

Dupa cum rezulta si din exemplul precedent, schema bloc structurala a unui sistem este
imaginea grafica a relatiilor de cauzalitate existente Tntre marimile sistemului, exprimate
prin intermediul functiilor de transfer si pe baza conexiunilor blocurilor cu transfer
unidirectional asociate acestor functii de transfer.

2.2. Conexiuni elementare

Este cunoscut faptul cd multimea functiilor (fractiilor) rationale formeaza o structura
algebricd de corp comutativ (grup aditiv comutativ si grup multiplicativ comutativ). Tn
acest context rezultd c& orice combinatii de functii de transfer (conform operatiilor de
sumare si inmultire) constituie de asemenea functii de transfer.

Tn multimea combinatiilor posibile ale elementelor descrise de functii de transfer se
disting trei combinatii minimale tipice care reprezinta cele trei conexiuni elementare:
conexiunea «serie», conexiunea «paralel» si conexiunea «cu reactie».

1°Conexiunea «serie»
Conform denumirii, conexiunea are formadin fig. 11.13.

U(s) - Xi(s) G2 (9 Xo(s) X Mﬁ. Gn(9) l(sl

Fig. I1. 13. Conexiunea «serie»

Relatiile care o guverneaza sunt:

Xi(9)=Gi(9Xi1.i =1n, (21)
Xo(8) =U(s), Xn(5) =Y(9). (2.2
Eliminand X;(s), i = 1,n—1, intre ecuatiile (2.1) si tindnd seama de (2.2) se obtine:

Y(8) = G(9U(s), G(s) = [ ", Gi (9)- (2.3)

Pe baza rezultatului (2.3) se poate formula urmatoarea reguld: functia de transfer
echivalentd a conexiunii «serie» este egala cu produsul functiilor de transfer ale
elementelor componente.
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2° Conexiunea «par alel»
Aceasta conexiune, conform denumirii, are forma din fig. 11.14.
Relatiile care o guverneaza sunt:

Xi () =Gi(9)U(s), i=1n, (2.4)
Xqu(S

a0 CEOIRIC) 25)

uis) | &9 X2(9)P2\Y(9) Tnlocuind (2.4) in (2.5) se obtine:

o o 2

: ; Y(8) = G(IU(S), G(9) =D ,Gi(9) (26)

h Xn(S i=1
L Gn(s) Rezultatul (2.6) conduce la urmdtoarea regul:
functia de transfer echivalenta a conexiunii
Fig. I1.14. Conexiunea paralel» «paralel» este egala cu suma functiilor de transfer

ale elementel or componente

3° Conexiunea «cu reactie»
Structura cea mai simpld de acest tip este prezentata in fig. 11.15. Se disting: calea
directd - sumatorul si blocul reprezentat de G4(s), calea de reactie - blocul reprezentat de

Gy(9) si sumatorul; bucla deschisa Tn punctul P - blocurile Tnseriate reprezentate de
G1(9G,(9). Reactia poate fi: fie negativa (X,(s) intrd Tn sumator cu semnul [-]), fie pozitiva
(X5(s) intrd in sumator cu semnul [+]). Structura din fig. 11.15, in care reactia este negativa,

este tipicd pentru sistemele automate.
Conform fig. I1. 15 se pot scrie ecuatiile:

B caleadirecta X1(r)=U(s) F X5»(s) (2.7)
ME) Y(s) =G1(s)X1(s) (2.8)
Gi(9) =
— X2(8) = G2 (9)Y(9). (2.9)
X" | L ucla deschisa in P Eliminand Xy(s) si Xy(9) Tntre (2.7) - (29) s
P 4~ g— obtine:
Gofs) = [1+ G (G2 (9] (5) = Gy (9)U (9), (2.10)

<l calea de reactic . din care rezulta: ()
Gy(s
Y(s) = U (9), g)y=———"—— (211
(9) = Go(9U(9), Go(s) 12 G,(9G,(9 (211)
Din (2.11) se extrage urmatoarea regula:
functia de transfer echivalentd a conexiunii «cu reactie» este egala cu raportul dintre
functia de transfer a caii directe si 1+ functia de transfer a buclei deschise in punctul P
(semnul [+] pentru reactia negativa si semnul [-] pentru reactia pozitiva).

Fig. 11.15. Conexiunea cu «reactie; reactia
negativa: [-X5]; reactia pozitiva: [+X,]

Exemplul 2.2 (motorul electric de c.c.; continuare)

Pentru exemplificarea aplicarii celor trei reguli se considera schema bloc a motorului
electric de c.c. din fig. 11.12. Tn cadrul acestei scheme se disting: 0 conexiune «serie» —
blocurile (2), (3), si 0 conexiune «cu reactie» - blocurile (5) — (7). Aplicand regulile dela 1°
si 3° se ajunge la schema bloc echivalentd din fig. 11.16. Prelucrarea Tn continuare a acestei
scheme utilizand regula de la 3° nu mai este posibila deoarece pe calea directa exista un
sumator, situatie care va fi avuta in vedere la punctul 2.3.5°.00
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M(s)
(2,3) (56,7
Uy 2 ko |Mm(S), 1 (W
+ Ls+R Js+ k3
- (4)
E(9) (8)
ky

Fig. 11.16. Schema bloc structurald echivalenta a aceleia din fig. 11.12 (motorul electric de c.c.), obtinuta prin
aplicarearegulilor dela1° si 3° ((2), (3) si (5), (6), (7) din fig. 11.12 au devenit (2,3) si respectiv (5,6,7)).

2.3. Transfigurarea schemelor bloc structurale

tipuri de conexiuni elementare identificabile in schemele bloc structurale Tntélnite uzua n
aplicatii.

Pe de altd parte, necesitdtile de analizd si de sinteza ale sistemelor dinamice reclama
frecvent determinarea relatiilor care exista intre doua sau mai multe marimi ale schemei
bloc structurale. Acestea implica efectuarea unor operatii de transfigurare a unor parti din
schema bloc structurala sau a acesteia in Tntregime.

Evident, transfigurdrile, pentru a produce rezultate echivalente, nu trebuie sa altereze
relatiile cantitative existente Tn schema bloc structurald initiald. Pentru a se respecta aceasta
conditie, transfigurarile se executa Tn conformitate cu anumite identitati de transfigurare.
Dupa cum se va vedea in continuare, aceste identitati de transfigurare corespund unor
artificii si manipuldri matematice foarte simple aplicabile relatiilor intrare — iesire avute Tn
vedere. Se vor prezenta Tn continuare sapte astfel de identitdti de transfigurare care vor fi
numerotate cu 4° - 10° (ca o continuare aregulilor 1° - 3° dela2.2).

4° Deplasarea unui sumator de la intrarea la iesirea unui bloc
Structura initiala avutad in vedere este cea din fig. 11.17.4°.a. Relatia intrare — iesire
corespunzatoare are forma:

Y(8) = G(5)[U1(5)£U 5 (9)] (212)

Tn virtutea distributivitatii operatiei de inmultire fati de cea de adunare, relatia (2.12) se
poate scrie sub forma echivalenta:

Y(8)=G(s)U () £ G(s)U 5 (8), (2.13)
careia Ti corespunde schema din fig. 11.17.4°.b, la care se dorea sa se ajunga.

5° Deplasarea unui sumator de la iesirealaintrarea unui bloc
Relatia intrare — iesire corespunzatoare (fig. 11.17.5°. @) are forma:

Y(9) =G(9U1(8) £U 5 (9). (2.14)
Se scoate G(s) fortat in factor in (2.14) si se obtine expresia echivalenta:
Y (5)=G(s)[U41(s) G (YU »(9)], (2.15)

careia 7i corespunde schemadin fig. 11.17.5°.b.

6° Deplasarea unui punct de ramificare de la intrarea la iesirea unui bloc
Structura initiald este cea din fig. 11.17.6°.a. Relatiile intrare — iesire corespunzatoare
transferului prin G(s) si respectiv ramificatiei sunt:
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Y(s)=G(s)U(s), U(s)=U(s). (2.16)
Este evident ca cea de a doua relatie din (2.16) poate fi scrisa sub forma echivalenta:
U(s)=G(s)G(9U (9), (217

astfel ca in final se ajunge la schema din fig. 11.17.6°.b.

7° Deplasarea unui punct de ramificare de la iesirea la intrarea unui bloc
Initial structura avutd in vedere este cea din fig. 11.17.7°.a. Relatia intrare — iesire
corespunzatoare transferului prin G(s) si respectiv ramificatiei sunt:

Y(8)=G(s)U(s), Y(s)=Y(9). (2.18)
Casi la 6°, relatia a doua din (2.18) poate fi scrisd si sub forma echivalenta:
Y(s) = G(9U(s), (2.19)

astfel ca n final se ajunge la schema din fig. 11.17.7 .b.

8° Comutativitatea sumatoarelor
Se are Tn vedere schema initiala din fig.11.17.8°.a. Relatia corespunzatoare are forma:

Y(9) = [U1(5) +U(9)]+ U3(9). (2.20)

Tn virtutea comutativitatii si asociativitatii operatiei de sumare relatia (2.20) poate fi
scrisa si sub forma echivalenta:

Y(9) =[U1()£U3(9)]+U 5 (9), (2.20)
careia 7i corespunde schema din fig.11.17.8 .b.

9° Deplasarea unui sumator din interiorul unei conexiuni «cu reactie» la iesire
Conform schemei initiale din fig.18.9°.a pentru marimea de intrare U,(s)#0 (si

U4(s) = 0), conform regulii dela 2.2.3° (conexiunea «cu reactie»), se poate scrie:

Y(s)=+ Ux(S), (2.22)

1
1£Gy(s)G2(9)
care exprima efectul lui U,(s) asupra lui Y(s) atét pe calea directa (functia de transfer a cdii
directe de la U,(s) la Y(9) este 1) cét si prin calea de reactie. Tn aceste conditii schema la

care se ajunge in mod echivalent este prezentata n fig.11.18.9°.h.
10° Deplasarea unui sumator de la iesirea unei conexiuni «cu reactie» in interior
De aceastd datd schema initiald are forma din fig.11.18.10°.a. Tntrucdt acum se face
operatia inversa aceleia de la 9°, la obtinerea schemei finale din fig.11.18.10°.b se tine
seama cd, pentru U,(s) # 0 (si U4(s) = 0)) in situatia initiald functia de transfer dintre U5(s)
si Y(s) era +1, iar n situatia finala (conform regulii de la 2.2.3°) este:
1

Exemplul 2.3 (motorul electric de c.c.; continuare)

Utilizand identitatile de transfigurare de mai sus se poate prelucra schema bloc structurald
din fig.11.16 (a motorului electric de c.c.) pana la forma echivalenta cea mai simpla. Astfel se pot
utiliza

e identitatile 4° si 9° pentru deplasarea la iesirea sistemului a sumatorului Tn care se
aplicd M(s), dupa care se aplica regulile de la 2.2.1° si 3° (conexiunile «serie» si «cu reactie»);
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a. Schema initiala b. Schema finala
4 U,(s) Y(s) Uq(9) Y(S
SO o0 FO—"
* Ux(s) Ux(s)
Y=G(U1iU2) Y:GU]_i GU2
5° U(9) Y(s)
Uq(s Y(s 1
(Gl ©) O
* * —— U9
. + G (9fF—
Y=GU1£U; Uz(s) Y=G(U1£G*U,)
6° U(s) Y(s)
"9 e} o
L= Y=GU, G|
Y=GU u(s) U=G-Gu
” ue 1—=+1 YO U(s) Y(s)
G G(s
v, L9 YO oo H ©
Y=GU Y=GU
8° UZ(Si . Us(s) Ug,(s)i . Uz(s)
+ + _-I-> +
Ua(9) Y(9) Ua(s) Y(s)
Y(9)=U1(s)xU2(s)+U5(9) Y(9)=U1(9)£U3(5)+Ux(5)
Fig. Il. 17. Identitéti de transfigurare: deplasarea sumatorului la iesire (4°) si la intrare (5°); deplasarea punctul ui
de ramificare la iesire (6°) si la intrare (7°); comutativitatea sumatoarelor (8°).
a. Schema initiala b. Schema finala
90
10°

Fig.11.18. Deplasarea sumatorului din interiorul la iesirea (9°) si de la iesirea in interiorul (10°)
unei conexiuni «cu reactie».

e identitatile 5° si 8° pentru deplasarea aceluiasi sumator la intrarea sistemului, dupa
care se aplica regulile 2.2.1° si 3°.

Procedand conform celei de a doua variante, dupa aplicarea identitatilor 5° si 8° si a
regulii 2.2.1° rezultatul este cel dinfig.11.19.

Aplicand apoi regula de la 2.2.3° se obtine schema din fig.11.20 in care se pun in
evidenta separat efectele asupra vitezei unghiulare W(s) ale tensiunii de comanda U(s) si
respectiv cuplului de sarcina (perturbator) M(s). Cele doua functii de transfer:
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ke
Go(s) = (Ls+R)(Is+ks) _ ko
. kikz LJs? + (RJ + Lkg)s + Rkg + kiky
(Ls+ R)(JIs+k3)
ko
Ls+ R (Ls+ R)(Js+k3) Ls+R
GOm(S) = k k k =
2 4 1ko LIS + (RJ + Lkg) s+ Rkg + kiko

" (Ls+ R)(Js+ ka)

pun in evidentd modul concret Tn care tensiunea de comanda U(s) si cuplul perturbator M(s)
influenteaza viteza unghiulard W(s) a motorului electric de c.c, conform relatiei:

W(S) = Go(9U () ~Gom(IM (9). O

M(S) +
19| Lo+R (2,35,6,7) M(S)
ko W) —1 Gom(9)

u(s (Ls+R)(Js+ks) U@ L 1 W)

= i

1
Fig.11.19. Rezultatul transfigurarii schemei bloc structurale din Fig.11.20. Transferul intrare— iesire al
fig.11.16 (motorul electric de c.c., exemplele 2.1, 2.2) prin motorului electric de c.c. (exemplele 2.1 - 3)
identitatile 5°, 8° si a regulii 2.2.1°, laexemplul 2.3 obtinut cu 2.2.3° in schemadin fig. 11.19

Transfigurarile operabile intr-o schema bloc structurald datd au n vedere intotdeauna
scopul final care trebuie realizat. Pentru atingerea acestuia se parcurg urmatorii pasi:

a. Se reduc la elemente echivalente elementele conectate in serie (fard puncte de
ramificare intre elemente) prin aplicarearegulii dela2.2.1°.

b. Se reduc la elemente echivalente elementele conectate in paralel (fard puncte de
ramificare la iesirile elementelor) prin aplicarearegulii dela2.2.2°.

c. Sereduc la elemente echivaente elementele Tn conexiune «cu reactie» (fard puncte
de ramificare si / sau sumatoare n interiorul conexiunii «cu reactie») prin aplicarea regulii
dela2.2.3°.

d. Se deplaseaza convenabil punctele de ramificare si / sau sumatoarele prin aplicarea
identitatilor de transfigurare 4° - 10°,

e. Se repetd operatiile de la pasii a - d in functie de natura schemei si de scopul care
trebuie realizat.

Exemplul 2.4 (operatii de transfigurare)

Se considera sistemul cu schema bloc structurala din fig.11.21 si se cere determinarea
relatiei intrare — iesire (Y(s) Tn functie de U,(s) si U,(9)).

Rezolvarea pe baza ecuatiilor sistemului este relativ laborioasa. Evident, se pot scrie 10
ecuatii (pentru cele 6 blocuri si pentru cele 4 sumatoare) intre care urmeaza sa se elimine 9
marimi intermediare. Aceste calcule pot fi evitate daca se procedeaza la aplicarea regulilor
2.2.1°- 3° si a identitatilor 4° - 10°, Un analist de sisteme suficient de experimentat poate
ajunge astfel foarte repede la rezultatul cerut.

Procedura de transfigurare se prezenta in detaliu, pe baza unor scheme intermediare (in
mod normal nu se mai deseneaza) si a pasilor succesivi care conduc larezultatul cerut.



I1.2. Scheme bloc structurale

33

Ul(‘? Gu(9) —(t Gaf9) Gi9 |
Gs(9) Ga(9)
Ge(9)
Fig.11.21. Schema bloc structurali la exemplul 2.4,
— Pasul |

Cu referire la fig.11.22 se fac urmatoarele deplasari:
ed; sumatorul A se suprapune peste sumatorul B; dispare legatura CA (hasuratd) si

apare legatura CB prin Gl‘l(s) (conform cu 5°);

ed, sumatorul D trece la stanga sumatorului E (conform cu 8°);

ed; punctul de ramificare F trece in H; dispare legdtura IF (hasuratd) si apare legdtura
HI prin G3~Y(s) (conform cu 6°).

dy
Uy B AT A Y
: Gi(9) Go(s)

!

"._

[,

R NG o [5G "
Ge(9)

Fig.I.22. Deplasdrile dy, dy si d3 ale sumatoarelor A, D si a punctului de ramificare F, operabile in fig.11.21

Se obtine Tn acest fel schemadin fig.I1.23.
—Pasul 11
In schema din fig.11.23 se pot opera urmatoarele:

e echivalarea conexiunilor «serie» formate de G4(S) si Gy(S) si respectiv G3‘1(s), G5(9)
si G;~(s) (conform cu 2.2.1°);
e echivalarea conexiunii «cu reactie» formate de G;(s) si G4(s) (conform cu 2.2.3°).

O 69 6ol 8
Ga(s)
G (s Gs(9)
Ge(9)

Fig. 11.23. Rezultatul transfigurarilor operate in schema din fig.11.21, conform cu fig.1.22

(dupa aplicarea operatiilor de lapasul 1)
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Se obtine pe aceastd cale schema din fig.11.24 in care:

G7(3) = G(9)Gy(5), Gg(s) = G3(s)

_c1 1
15 Gy(9Gs (g 2 ~C1 (965 (9G5(9)-

—Pasul 11
In fine, in schemadin fig.l1.24 se pot opera:

e echivalarea conexiunii «paralel» formate de Gg(s) si Gy(S) (conform cu 2.2.2°);
e d, - deplasarea sumatorului de la iesirea lui G4(9) la intrarea sa (conform cu 5°) si

comutarea cu celalalt sumator (conform cu 8°);
e echivalarea conexiunii «serie» formate din G4(s) si Gg(s) (conform cu 2.2.1°).

dy

Uz(s)
S — N Ua(9)[~
Us(s) P Y(s) =3G9
— G7(9) — Gs(s) [T~
+_ R _ + Ui(s) + Y(s)
G1o(9)
Go(s)
Gs(9) Gu(s)
Fig.11.24. Rezultatul echivalarilor operate in fig.11.23 Fig.11.25. Rezultatul echivalarilor operate Tn
(exemplul 2.4, dupd aplicarea pasului I1) fig.11.24 (exemplul 2.4, dupa aplicarea pasului 111)

Se gjunge in acest fel laschemadin fig.11.25Tn care:

Aplicand acum regula de la 2.2.3° (pentru conexiunea «cu reactie») se scrie relatia
intrare — iesire:

Y(8) =Gy (s)U1(8) + Gz (S)U 2 (9),
cu functiile de transfer:

Gon(g) = ——200 ___ GrGy _
1+Gyo(9)Cra(S)  1+G;Gg(Gg + G; G 'Gs)

| 61563 |
=: 1+G3Gy :z G.I.GZGS
|, G162C3 s | 14 GyGg+ GGy + GyGGiGg |
| T T1vGg0, 07 G103 |
G H(9Gp(s) Gg ~
Goa(9) = = —————=
1+Gyo(9)Gia(S) 1+ G;Gg(Gg + G; 'G5 'Gs)
e .

[ !
i !
i 1+ G3G4 : 63
| . G1G2 63 Gas G5 ) : 1+ 62(35 + GgG4 + QI.GZG3GG '
| .
3

n care s-a renuntat, pentru simplificare, la scrierea explicita a variabilei s.
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Tn concluzie, se poate aprecia c& un analist de sisteme (suficient de experimentat) poate
scrie direct expresiile functiilor de transfer Gy;(S) si Ggy(s) (incadrate Tn dreptunghiurile

trasate cu linie-punct), aplicand direct regulile dela2.2.1° - 3° si identitatile 4° - 10°. O

2.4. Scheme bloc operationale asociate unei functii de transfer

a. Schema bazata pe derivatoare si integratoare

Pentru Tnceput se are in vedere o ilustrare a observatiei 1.2 si anume evidentierea
faptului ca in functia de transfer (1.11) polinomul zerourilor (1.17) corespunde unui
operator de amplificare si derivare si inversul polinomului polilor (1.18) corespunde unui
operator bazat pe integrare.

Mai Tntéi se observa ca in conformitate cu (1.12) si (1.11) se pot scrie ecuatiile:

X(5) = (b s™ + by 1™ + ...+ b )U () (2.24)

1

a,s" +a, ¢s" T+ ...+ ag

Ecuatiei (2.24) i se poate asocia schema bloc operationald din fig.11.26.a, ceea ce
invedereaza faptul cd polinomul zerourilor lui G(s) corespunde unui operator de amplificare
— derivare (cu efect de amplificare - anticipare).

Pentru a asocia si ecuatiei (2.25) o schema bloc operationald adecvatd, se are in vedere
ca functia de transfer din (2.25) se poate obtine din urmatoarele relatii de recurenta:

Y(s) = X(9). (2.25)

; Lo
73 1 —L1 S 1
G!L(S): an - , GZ(S): S _ ~ |
S 1 ST 1 1+ -Gy(9a,, @S taaS+an2
ans R
1
~Gya(s) 1
Gy(s) = -— 1 ,
1+ -G 1(9a,_k S TS HFank
s
=Gha(9)
Gy(s) = —S— 1

1+1Gy y(Jap O Hansd gy

Se observa usor cd G; (s),i = ﬁ corespund unor conexiuni «cu reactie», fig. 26.b.

b. Schema bazata numai pe integratoare

Tn situatia Tn care se doreste simularea (analogica sau numerica a) sistemului descris de
ecuatia diferentiald (1.5), cu (1.7) si (1.8), respectiv de (1.12), cu (1.11), schema
operationala din fig.11.26 este inadecvata datoritd dificultatilor implicate de realizarea
derivatoarelor. Practic, derivatoarele (analogice sau numerice) introduc erori (adesea
inacceptabile) fatd de derivarea in sens matematic, fapt explicabil conform observatiei 1.3.
Tn contrast, realizarea integratoarelor (analogice sau numerice) este mai simpla si erorile
fatd de integrarea in sens matematic sunt de reguld acceptabile. Tn acest context ar fi foarte
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utila o schema bloc operationald bazata numai pe integratoare si conexiuni «cu reactie», asa
cum s-a obtinut in fig.11.26.b, dar care sa se refere tot la functia de transfer (1.11).

a
X(s)
|_,O_, 1T . 1] Yo

+ ) +\ 5] +\ +N ans

an-1 [«

ay
a
ao
b

Fig.11.26. Schema bloc operationala pentru ilustrarea observatiei 1.2: a — polinomul zerourilor (structura cu
derivatoare; b — inversul polinomului polilor (structurd cu integratoare si conexiuni «cu reactie»

n ipoteza m < n (fard a reduce generalitatea se considerd m = n urmand ca valoarea
efectiva a lui m s fie datd de indicele primului coeficient nenul din sirul: b,,b,_1,bn_2,...

....by,bp), ecuatia (1.12), cu (1.11), dupa impartirea la a,s", poate fi scrisa sub forma:

a1l a,» 1 a 1 a9 1
(1+"—1—+”—2—2+...+—1—1+—0—JY(S)=
8 S an s ap s ap §"

= b_n+£1+bn__2i++ii+b_oi U(S)
a a S a, s? an s"toap "

Din aceasta rezulta:

n n n n n

+1[...+1{ﬂU(s)-ﬁv(s)Jrl[b—OU(s)-ﬁY(s)J ..... ]
sl a a sl a a -

S n n n n n

Y(s) = Z—”u (9)+ %[%u (9)- %Y(s) + %[2——% (9)- a;__zY(s) +

careia i corespunde schema bloc operationala din fig.11.27. Aceasta se bazeaza exclusiv pe
integratoare incluse in structuri adecvate («seriex», «paralel» si «cu reactie»), fiind in acelasi
timp structura cu numarul minim de elemente conservative (acumulatoare de energie),
independente intre ele, corespunzatoare ecuatiei (1.5), pentru m < n. Ea poate fi utilizatd
pentru simularea (analogica sau numerica a) sistemelor dinamice descrise de ecuatii
diferentiale ordinare cu coeficienti constanti, cu conditii initiale nule. Extinderea la cazul
conditiilor initiale nenule constd in introducerea la iesirea fiecdrui integrator a cate unui
sumator in care se aplica adecvat conditiile initiale (starile initiale ale integratoarelor).
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v —7—"—"7"—71—"— 7"

! ! ' I '

bo b b by by

an an an an an

A [Tl Tl 1,5(57\(_(33

S S S

S & & &1

an an an an

i 1 t t

Fig.11.27. Schema bloc pentru simularea sistemului descris de ecuatia diferentiala (1.4), cu (1.6) (1.7),
respectiv de (1.12), cu (1.11), pentrum< n

2.5. Grafuri de fluenta

Este usor de constatat ca transformarea echivalenta a schemelor bloc structurale pe baza
regulilor 2.2.1° — 3°, a identitatilor de transfigurare 2.3.4° — 10° si a secventelor 2.3.a — e
face apel la experienta si intuitia analistului. Fireste, acestea sunt doua calitati esentiale ale
unui analist de sisteme si ca urmare ele trebuie exersate pe exemple cat mai variate de
scheme bloc structurale, mai ales in faza de instruire a analistul ui.

Pe de altéd parte, Tn situatia formularii unor scopuri clare, prelucrarea unei scheme bloc
structurale trebuie sa fie expeditiva. Acest lucru se poate realiza utilizdnd conceptul de graf
de fluentd de tip Mason.

Un graf de fluenta de tip Mason este o retea formatd din noduri legate prin arce
orientate. Nodurile initial si final ale unui arc au semnificatia de mérime deintrare si marime
de iesire. Tn aceste conditii arcul orientat este caracterizat de functia de transfer (in general —
transmitanta), conform reprezentérii din fig.11.28, asociata aceleia din fig.I1.7.

Pentru exemplificare se dau n fig.ll.29.a — ¢
grafurile de fluentd corespunzdtoare conexiunilor

«serie» (fig.11.13), «parael» (fig.11.14) si «cu reactie» G(s)
(fig.11.15). u(s) Y(s)

De fapt, la origine, un graf de fluentd afost utilizat Fig.I1.28. Graful de fluents asociat schemei
pentru evidentierea grafica a dependentelor dintre = " bloc din fig.I1.7
variabilele unui sistem de ecuatii algebrice liniare.

Gi(9) Ga(9) Gn(9)
O/-‘F\O/—D-\O/r" """ &_O/—-"—\o
a us  xus Xo(9) Xpa(s) Y
G1(9)
b Gn(9 ¢

Fig.11.29. Grafurile de fluenta asociate conexiunilor elementare: a — «serie» (fig.11.13),
b — «paralel» (fig.11.14), c — «cu reactie» (fig.11.15)
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Exemplul 2.5 (graf asociat unui sistem algebric)
Fie sistemul algebric:
{311 yi+apys+bup =y
az Yy +axpYyz +bouy = Yo,
(obtinut ca atare in cazul unei aplicatii), in care uy, u, sunt cunoscute (intrari), yy, y, sunt

necunoscute (iesiri) si aj1,..., a8y, sunt coeficienti cunoscuti. Graful de fluenté corespunzator
este reprezentat in fig.11.30. Evident, sistemul poate fi scris sub forma:

{(1— a1)Y1 —apY2 =bjug

agl )
—ap1y1 — (1-ax)y2 =boup
Acesta poate fi rezolvat prin utilizarea
a2 regulii lui Cramer:
1-ay G
Y11= bjuy +—=bou;
a D A
22 ,

1-a
Y2 = -

bt + 2 by
Fig.11.30. Graful de fluentd de la exemplul 2.5 A
cu D=(1-ay;)d-az) —appay =1-ay; —ay —apay +ayd» # 0
Se remarcd faptul ca numitorul D este egal cu 1 minus suma coeficientilor tuturor
buclelor (a11, az2 si a1zaz1) plus produsul coeficientilor buclelor care nu au noduri comune
(a11a22).
Numardtorii pentru yi:

e asociat lui uy apare (1-ay,)b; care se obtine din D prin pastrarea numai a
coeficientilor arcelor care nu au noduri comune cu arcul de la uy la yi, adica
(1-ayy) care se inmulteste cu coeficientul b1 a arcului dintre uz si y1;

e asociat lui up apare a12b2-1; a12bo este coeficientul arcelor de la uz lay1 (in sensul
fluentei) si 1 este valoarea lui D din care s-au eliminat coeficientii tuturor buclelor
care au noduri comune cu nodurile situate pe caleadelau2 lays.

Numardatorii lui y2 au aceeasi semnificatie (mutatis mutandis) ca si cei ai lui y1. O

In general, valoarea transmitantei Tij dintre nodurile i si j, respectiv dintre marimile x;

Si X, se obtine cu formula lui Mason:

Tjj :%zk(cij)k(Du)k , (2.26)

in care:
e Suma dupd k se face pentru numarul maxim de cai Tntre nodurile i si j (toate arcele
fiind parcurse n sensul fluentei).
. (Cij)k este transmitanta cdii directe (nu se trece de doua ori prin acelasi nod), de indice
k, Tntre nodurilei si j.
e D este determinantul grafului, care se calculeaza cu formula:
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N M,
p=1-Y" B, +Zmyq(ileBq ~3 B, BgBy +... (2.27)

unde Bq, q:l,_N, sunt transmitantele buclelor existente in graf. Regula de
determinare alui D este:

D =1 - (suma transmitantelor tuturor buclelor) + (suma produselor transmitantelor
tuturor combinatiilor de cate doud bucle care nu au noduri comune) — (suma
produselor transmitantelor tuturor combinatiilor de céte trei bucle care nu au noduri

comune) +... .

. (D,j)l< este cofactorul (relativ la D) al cdii k. Aceasta se determind din D eliminand

buclele care au noduri comune cu calea k.
Exemplul 2.6 (aplicareaformulei lui Mason la exemplul 2.4)

Se considera graful de fluenta
corespunzator schemei bloc structurale de la

exemplul 2.4 (figl1.21), avand forma din Y1 1 G G2 ; Gy Y

fig.l1.31. 4
Numarul de bucle este N = 3, avand

transmitantele: Bl = —Gst, Bz :_GgG4,
B; =-G;G,G3G4 Determinantul  grafului

este: D=1 + G.G. + G.G, + G.G-G.G Fig.11.31. Graful de fluenta (la exemplul 2.6)
25 374 1-2-3%e corespunzator schemei din fig.11.21 (exemplul 2.4)

deoarece toate buclele au noduri comune.
Cdile directe sunt:
- delaUqlaY: (Cp); = G;G,Ggy; rezultd (D),=1;
- delaU,laY:(Cy)q = Gj; rezultd (D,), = 1.
Cele doua functii de transfer (transmitante), conform formulei (2.26) au expresiile:
Y:GleGge Y:%-D

G = — Gy = —
TH D 25, "D

Exemplul 2.7 (aplicareaformulei lui Mason)

Se considera schema bloc structurala din fig.11.32. Secere Gy =Y/ U.
Avand in vedere modul Tn care s-a procedat la exemplul 2.6, se constatd ca nu

este

necesar sa se deseneze graful corespunzator schemei din fig.11.32. Pentru aplicarea formulei

lui Mason se numeroteaza toate marimile sistemului, asa cum s-a facut deja in fig.11.32.

Ge

t Go G3 > Gy

y <

11 10 Gs

Fig.11.32. Schema bloc structurala de la exemplul 2.7
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Numarul de bucle este N = 3. Buclele, ca succesiune de marimi (noduri) si
transmitantele lor sunt:

4-5-6-7-9-4, B; = -G,G3Gg,

6-7-8-10-6, B, = G3G,Gs,
2-3-4-5-6-7-8-11-2, B3 = -G;1G,G3G,G5.

Determinantul grafului este: D=1+ G,G3Gg — G3G4G5 + G1G2G3G4G7,

deoarece toate buclele au noduri comune
Caleadirectade laU laY este:

1-2-3-4-5-6-7-8, (C1)1=G1G,G3G,; rezulta Dy = 1.
Functia de transfer (transmitanta) dintre U si Y are expresia:

G1G,G3G
Go 15203064

= .Od
1+ GZG3GG - GSG4G5 + 61626467
Grafurile de fluentd de la exemplele 2.6 si 2.7 fac parte dintr-o clasa caracterizatd prin:
¢ Toate buclele au noduri comune. Ca urmare:
D = 1~ (suma transmitantelor tuturor buclelor).
e Toate cdile directe au noduri comune cu toate buclele. Ca urmare:

Dy=1 k=1N.

Schemele bloc structurale ale sistemelor automate fac parte, de regula, din aceasta clasa
de grafuri de fluenta. Pentru aplicarea formulei lui Mason in astfel de cazuri se utilizeaza
urmatoarea regula.

Regulalui Mason (pentru sisteme automate)

Functia de transfer echivalenta Tntre marimea de intrare si marimea de iesire este egala
cu raportul dintre suma functiilor de transfer ale cailor directe intre cele doua marimi si 1
minus suma algebricd a functiilor de transfer ale buclelor (care au, dupa caz, semnul [-]
pentru reactia negativa si semnul [+] pentru reactia pozitiva). O



3. Raspunsul la impulsul Dirac

3.1. Definitie

Se considera un sistem dinamic liniar descris de functie de transfer G(s) (fig.11.7). Se
aplicd la intrare impulsul Dirac (Anexa B.1):

0, tz0 *? u(t) =d(t)
ut) =d(t) = {+ o 10 Ld (tdt=1. (3.1) )
Tntrucat: repaus ¢
U(s) = Z{d®)} =1, (32 0
din ecuatia intrare — iesire (1.12), cu (1.11), rezulta: y(t) = g(t)

Y(s) = G(9). (33 /-\ regimul
o . . . -~ tranzitoriu
Se noteaza cu g(t) originaul lui G(s) si se scrie: repas &t

G(s) = L{g1)}.9(t) =& {G()} (34) 0 repavs
Rezulta ca in domeniul timpului, raspunsul (3.3) Fig.11.33. Raspunsul la impulsul Dirac;
a sistemului (la aplicarea impulsului Dirac (3.1)) ilustrarea proprietatilor (3.6) si (3.15)
este:
y(®) = g(t) . (3.5)
Definitia 1

Réspunsul (3.5) al sistemului (1.12) (la aplicarea la intrare a impulsului Dirac (3.1)) se
numeste raspunsul la impulsul Dirac. O

3.2. Proprietati

a. Conform principiului cauzalitatii (non-anticiparii, observatia 1.1) raspunsul la
impulsul Dirac are proprietatea:

g(t)=0,t <0, (3.6)

pentru care se da o ilustrare n fig.11.33.
b. Raspunsul la impulsul Dirac este solutia ecuatiei diferentiale:

a,D"g(t) + an 1D g() +...+ ayDY(t) + apg(t) =

m m-1 3.7)
bpD 7 (t) + by, 1D (L) +...+ b DA(t) + bpd (t),t € R,
in care D simbolizeaza derivata generalizata sau Tn sens distributii (AnexaB.1).
Intr-adevar, aplicand transformarea Laplace ecuatiei (3.7) se obtine:
(anS" + 8y 45"t + .+ a5+ 89)G(S) = (ByS™ + by gS™ L + ...+ bys+ b)) L. (38)

Tnlocuind (1.11) Tn (3.8) rezulta cd aceasta este satisfacuta.

Conform ecuatiei (3.7) rezultd ca in general raspunsul la impulsul Dirac, g(t), este o
functie generalizata sau o distributie (AnexaB.1).

c. Pentru t > 0 raspunsul la impulsul Dirac, g(t), este o functie continua, solutie a
ecuatiei diferentiale omogene:
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a0 (0 +an 10"V O +...+ 29 (1) + a9 =0, t>0, 39

Tntr-adevér, pentru t > 0 rezultd d(t) = 0; din (3.7), in care operatia de derivare
generalizatd se Tnlocuieste cu cea de derivare obisnuitd, se obtine (3.9).

d. Tncazul m< n— 1 raspunsul la impulsul Dirac, g(t), are cd mult o discontinuitate de
speta | la stinga punctului t = 0 si este o functie continud n rest.

Tntr-adevar, pentru t = 0, de la a si ¢ rezultd ca g(t) este o functie continud. Tn plus,
pentru m< n — 1, G(s) este o functie strict proprie, ceea ce inseamna ca prin impartirea
polinomului de la numarator la polinomul de la numitor catul este 0. Urmeaza cd g(t) nu
contine impulsul Dirac si nici derivatele sale (a se vedea punctul f).

Valorile lui g(t) si ale derivatelor sale pentru t = + 0 se obtin cu ajutorul teoremei valorii
initiale (Anexa A.1.2.b.2°).

Pentru m = n - 1 (urmand ca valoarea efectiva a lui m sa fie datd de indicele primului
coeficient nenul din sirul b,_1,0,-2,...,by,kp) rezulta:

n-1
9(0) = g(+0) = limg(t) = lim sG(s) = lim sP=2S__*= ¥ _ Bng
tL0 s oo aps” +..+a an

g'(+0) =limg'(t) = lim s[sG(s) - g(+0)]=
t40 S

anby 4" +anby, 5"t 4. —aby 18" — an4bngs" Tt - ...

= lim s =
S+ an(ans" +...+ag)
bn—l -1
_ anbn_o —an_4bng | @n
B a2 Clbn2 _@nal’
an an

g"(+0)=limg"(t) = lim sszG(s) - g(+0)s— g'(+0)]:
t40 S0

n-1
{32 bpgS" " +..+by by s— anbp » — an—lbn—ljl _

= lim >
S0 aps" +..+ag an aj
by,
n-1 -1 0
an
b an_.
_[En=2 n-1 -1 |
an an
bn—3 _ an-2 an1
an an an

9"V 0) = lim g™ D) = lim ss"G(s) - g(+0)s" 2~ g' (+0)s" 2 - ... g™ (10) |=
t S0
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bra 4 0 0
an
bn—2 an-1 1 0
an an
bn—3 _ an-2 _ an-1 0
| @n an an
&2 &
an an an
bo A 3 2
an an an an

Se remarca faptul cd minorii principali diagonali ai acestui determinant coincid
respectiv cu g(+0), g'(+0),........,g(m™3(+0), g(-1(+0).

Pentru b, ;#0 rezultd g(-0)=g(0)=g(+0), ceea ce Tnseamnd cd g(t) are o
discontinuitate de speta | la stdnga punctului t = 0. Tn schimb pentru b, ;=0 rezulta
9(-0)=g(0)=g(+0), adica g(t) este o functie continua pe R.

Este desigur evident ci valorile g(+0), g'(+0),..., g(™1(+0) reprezinta conditiile initiale
asociate ecuatiei diferentiale (3.9).

Exemplul 3.1 (aplicatie la c si d)

Se considerd functia de transfer: G(s)=(s+3)/(s2+3s+2) si se cere sa se determine
raspunsul la impulsul Dirac utilizand ecuatia (3.9) si conditiile initiale obtinute cu ajutorul

teoremei valorii initiale.
Ecuatia diferentiald corespunzdtoare functiei de transfer date este:

g"(H)+3g'(t)+2g(t) =0, t > 0.

Solutia generala a ecuatiei diferentiale are expresia:

g(t) = C,e2t4+Cyet, t 2 0.
1 -1
Pentru determinarea constantelor C, si C, se utilizeazd: g'(+0) = ‘3 3‘ =0 din care

rezultd si g(0)=g(+0)=1. Tnlocuind t = +0Tn g(t) si g'(t) se obtine:
{Cl +Cy=1
-2C;-C, =0,
din care rezultd C; = -1, C, = 2.
Asadar raspunsul laimpulsul Dirac are expresia:
g(t) = (~e 2 +2eY)s(t). O

e. Tncazul m< n—1raspunsul la impulsul Dirac se poate calcula si cu ajutorul teoremei
dezvoltarii (Anexa A.1.2.b.1°).
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Fiep, i= 1,r, polii distincti, fiecare de multiplicitate ¢ > 1, ai functiei de transfer G(s),
cu

z;qi =n.

Functia g(t) are expr&sia_'

g(t)= ZZ(q - ])ltq' leP's (v), (3.10)
_J_J_]_ |
in care:
j-1 _ _
Kij = G 11)I{:]—l [( —pi)in(S)]} ; i=1r, j=1q. (311)
s=p

Exemplul 3.2 (aplicatie la e)

Se considera functia de transfer: G(s)=(s+1)/(s+2)2 si se cere sa se determine
raspunsul la impulsul Dirac cu ajutorul formulelor (3.10) si (3.11).
Palii sistemului sunt p;= -2, ¢;= 2. Conform formulei (3.11) se scrie:

_ 2 s+1 _ _ i 2 S+1
Kll—{(5+2) }5_2— 1-K12—{ds[(5+2) (S+2)2H

(s+ 2)2
Cu acesti coeficienti si utilizdnd formula (3.10) se obtine:

g(t)=(1-t)e~2ts(t). O

s=-2

f. Tncazul m> n, raspunsul la impulsul Dirac este o functie generalizatd (distributie;
Anexa B.1) datorita faptului ca ea contine impulsul Dirac si derivatele sale pana la ordinul
m — ninclusiv.

Tntr-adevar, efectuand Tmpértirea dintre polinoamele de la numératorul si numitorul
functiei de transfer G(s) (relatia (1.11)) rezulta:

m 1 n-1 1
s +...+Db br 1S~ +..+b

G = 2mS TotPo o gmn gy IS et (312)
aps" +..+ag ans +..+3g

Tncare ¢ _ns™ " +...+ ¢ este catul si bt ;s" 1+ ..+ b} esterestul.
Trecand la domeniul timpului, din (3.12) se obtine:

9(t) = Gy D™ (1) + ...+ Cod (1) + g (D), (3.13)
n care:

o) =% ei(9) Gi9-

_1s 1+...+b%

(3.14)
aps” +...+ag

Se remarca faptul cd Gl(s) satisface conditiile de la d si e si ca urmare gl(t) poate fi
determinat cu ajutorul ecuatiei (3.9) cu conditiile initiale de la d sau cu gjutorul formulelor
(3.10), (3.11).
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Exemplul 3.3 (aplicatie la f)

Se considera functia de transfer: G(s)=(s3+4s2+6s+5)/(s2+3s+2) si se cere si se
determine raspunsul la impulsul Dirac.

Mai Tntéi se scrie G(s) dupd cum urmeazd: G(s)=s+1+(s+3)/(s2+3s+2). Tinand
seama de rezultatul de la exemplul 3.1, din aceasta forma a lui G(s) se obtine:

g(t)=Dd(t) +d(t) + (e 2 +2¢ s (t). O

g. Raspunsul la impulsul Dirac are proprietatea:

lime_,.0, 9(t) =0 (3.19)
dacd si numai daca functia de transfer G(s) are toti polii situati in {Re s < 0} (a se vedea si
fig.11.33).

Tntr-adevar, relatia (3.15) are loc daca si numai dacd in (3.10) Re p; < 0,i = ir.

Limita nuld din (3.15) denotd faptul ca sistemul revine asimptotic la starea de repaus.
Aceasta poate fi efectiv atinsa pentru t = +co dacd si numai daca Re p; <0, i =1,r. Trecerea

de la o stare de repaus (pentru t < 0 ) la cealalta (pentru t = +o0) se face prin intermediul
regimului tranzitoriu (fig. 11.33).
Tn situatia n care exista cel putin un P j =1r, pentru care Re p; > 0, atunci (3.15) nu
are loc. Concret, sunt posibile urmatoarele cazuri:
. pj:O, qul, pentru un singur j:]?, Si Repi<0,i:17, i#j; bg#=0; n acest
caz: lim,_, . g(t) = constant = 0,
* Rep=Rep=0,Imp=-Imp,#0,0=0=1 jkelc{1,...,r}, 1 #F;
P =0, g =1 pentru cel mult un | =J?, si Rep; <0,i e{L,....,r}\ (1 U{l}); Tn acest
caz g(t) nu are limita pentru t —>+oo;
e Rep=0,0>1 sauRep >0, g >1pentru cel putinun j = 1,r; I acest caz:

1My 10 [9(O] = +o0.

3.3. Produsul de convolutie

Proprietatile prezentate Tn paragraful precedent permit determinarea efectivd a
raspunsului la impulsul Dirac. Totodata ele evidentiazd importanta acestuia si a functiei de
transfer ca entitdti matematice utilizate Tn descrierea transferului intrare — iesire al
sistemelor dinamice liniare. Tn acest context ecuatia transferului intrare — iesire (1.12), pe
baza teoremei lui Borel (Anexa A.1.1.b.11°), se exprima in domeniul timpului prin
produsul de convolutie:

y(t) = (g*u)®s () = [ at-a)u@)das () = [ |g@)u(t-a)das (). (3.16)

n afard de utilizarea ecuatiei (3.16) pentru calculul efectiv al lui y(t) atunci cand se
cunosc g(t) si u(t), aceasta are Tn sine o importantd teoreticd similard cu cea a ecuatiei
(1.12). Motivul este ca ecuatia (3.16) exprima o relatie functionala in domeniul timpului: de la
cauza u(t) la efectul y(t), suportul acestui transfer fiind sistemul caracterizat prin raspunsul la
impulsul Dirac g(t).
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O analiza detaliata a ecuatiei (3.16) conduce la evidentierea caracterului dinamic al
transferului de la u(t) lay(t). Intr-adevar, ,,citind” produsul de convolutie (3.16) rezultd cd y
in momentul t nu depinde numai de produsul g(t-q)u(q) n acelagi moment t, ci si de

u(Qq), o(t-q) gt-q) 4
u(g)
t_
T @)
1 g(t-q)
22,
0 t-q q=t d

Fig.11.34. llustrarea caracterului dinamic @ transferului
intrare — iesire descris de ecuatia (3.16)

valorile acestui produs n toate momentele
g [0,t] (intervalul [0,t] este parcurs de
variabila de integrare g), insumate conform
operatiei de integrare. Se poate deci afirma
ca y(t) cumuleaza toate efectele cauzate de
u(t), g € [0,1] (adica produse pe parcursul
sistoriei” procesului Tn intervalul [O,1]).
Aceste efecte sunt actualizate (in momentul t)
in mod selectiv, respectiv sunt ponderate de
celalalt factor al produsului de convolutie:
g(t-q), qe[0,t]. O ilustrare adecvata a
acestor detalii se da in fig. 11.34. Se mai
spune ca sistemul dinamic are o ,,memorie” a

actiunilor intrarii u(q), q € [0, t] asupra sa pe parcursul ,,istoriei” transferului temporal intrare
— iesire. Aceastd ,,memori€” actualizeaza la iesire (in momentul t) Tn mod selectiv (ponderat),
prin g(t—q), efectele acestor actiuni, motiv pentru care raspunsul la impulsul Dirac se mai

numeste si functia (generalizata) pondere.

Exemplul 3.4 (aplicatie la produsul de convolutie)

Se considera raspunsul la impulsul Dirac de la exemplul 3.3 si se cere sa se calculeze
mérimea de iesire cu ajutorul relatiei (3.16) pentru: u(t) =€ !s(t), in care | eR este un

parametrul.
Conform ecuatiei (3.16) se poate scrie:

YO =(g*W)(Vs (O =(Dd *W©s O+ @ *WOs O+ (] e 2 Ve Ydq +

+2f ée_(t‘Q)e' ddq)s (t) = Du(t) + u(t) +[

1 g2 2 o s (t) +
I +2 I +1

:d(t)+(

13+412+6l +5 It
——— ¢

Jlrz(e“ —e_2[)+$(eIt —e‘t)}s )=

1213 42 s(O-0
+3 +



4. Raspunsul indicial

4.1. Definitie

Se considera un sistem dinamic liniar descris de functia de transfer G(s) (fig.11.7). Se
aplicd la intrare functia Heaviside (functia treapta unitara):

t 0,t<0
t)=s(t) = d(@)dq = " Ju)=s (1)
u)=s () =[__d(@)da {ltzo‘ b
Tntrucat : repaus t
0
U(s)=#{s ()} =1/5, y(®) =h(t)
din ecuatia intrare — iesire (1.12), cu (1.11), h
rezulta : _
repaus
Y(s) = H(s) = 1G(s). epo
S
Se noteazd cu h(t) originalul lui H(s) si se Fig.11.35. Réaspunsul indicial; ilustrarea
scrie:; proprietatilor (4.7) si (4.22)
H(s)=S{h®M}, ht)=% "YH(s). (4.9)

Rezultd cd, Tn domeniul timpului, raspunsul (4.3) al sistemului la aplicarea functiei
Heaviside este:

v =) = [ a@aa f . (45

Din (4.5) se obtine:

g(t) = Dh(t). (4.6)
Definitia 1

Raspunsul (4.5) al sistemului (1.12) (la aplicarea la intrare a functiei Heaviside (functia
treapta unitarad (4.1)) se numeste raspunsul indicial sau raspunsul la treapta unitara. O

4.2. Proprietati

Tn virtutea relatiei dintre h(t) si g(t), conform relatiilor (4.5) si (4.6), este de asteptat ca
h(t) sa aiba proprietati similare cu cele ale lui g(t).

a. Conform principiului cauzalitatii (non-anticiparii, observatia 1.1) raspunsul indicial
are proprietatea:

h(t)=0,t <0, (4.7)

pentru care se da o ilustrare n fig.11.35.
b. Réspunsul indicial este solutia ecuatiei diferentiale:

anD"N(t) +an 4D IN(t) + ...+ ;D) + agh(t) =
=byD™S (t) + By s D™ S (t) + ...+ by Ds (t) + bgs (t),t eR

Tntr-adevar, aplicand transformarea Laplace ecuatiei (4.8) se obtine:

(4.8)
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(ans” +an s+ st aO)H (9= (bmsm +bygs™ L+ s+ bo)/s. (4.9)

Tnlocuind (4.3), cu (1.11), n (4.9) rezulta ci aceasta este satisfcuta.

Conform ecuatiei (4.8) rezultd cd Tn general rdspunsul indicial h(t) este o functie
generalizatad sau o distributie (AnexaB.1).

c. Pentru t > 0 raspunsul indicial h(t) este o functie continud, solutie a ecuatiei
diferentiale neomogene:

aph™ () + a, 1 h"D (t) + ...+ agh' (t) + agh(t) = b, t > 0. (4.10)

Intr-adevar, pentru t > O rezulta:

s(t)=1,D%s (t)=s K (t)=0,k =1, m. (4.11)
“ 1%{)Jbstituind (4.11) in (4.8) si Tnlocuind derivata generalizata cu cea obisnuita, se obtine

d. Tn cazul m < n raspunsul indicial h(t) are cel mult o discontinuitate de speta | la
stdnga punctului t = 0 si este o functie continua in rest.

Tntr-adevar, pentru t = 0, delaa si ¢ rezult c& h(t) este continud. Tn plus, pentru m< n,
H(s) este o functie rationala strict proprie, ceea ce Tnseamna ca prin impartirea polinomului
de la numarator la polinomul de la numitor se obtine catul 0. Urmeaza ca h(t) nu contine
impulsul Dirac si nici derivatele sale (a se vedea si punctul f).

Valorilelui h(t) si ale derivatelor sale pentru t = +0 se obtin cu ajutorul teoremei val orii
initiale (Anexa A.1.2.b.2°).

Pentru m = n (urménd ca valoarea efectiva a lui m sa fie datd de indicele primului
coeficient nenul din sirul: by, by,_1...., by, by) rezulta:

n
h(0) = h(+0) = limh(t) = lim sH(s) = lim G(s) = lim DS +tbo _bn
t0 S0 S0 S—0 ansn +...+ag ap

h'(+0) = Itiirgh'(t) = lim gsH(s) - h(+0)] =

by
R
i 2nbns” +anbn 18"+~ apbys” ~an atns™ . agbyg -anaby | &
S0 an(ans”+...+a0) a? Bha g
I
b o
an
h'(+0) = limh'(t) = lim s[szH(s)—h(+0)s—h'(+O) CfPa B ,
tl0 S0 an an
bn—2 an-2 an-1
an an an




11.4. Raspunsul indicial 49

h(D (+0) = limh(D (t) = lim sjs"H (s) - h(+0)s"* —...- h("2 (10) |-
t40 S0

b
i -1 0 0
an
b, an_
n—-1 _-n 1 _1 O
an an
bn—2 _ an-2 an-1 0
Tl ag an an
b a a
2 2 =B -1
an an an
b a3 ang
an an an an

Se remarca faptul cd minorii principali diagonali ai acestui determinant coincid
respectiv cu h(+0),h'(+0),...,h("=1)(+0).

Pentru b,#0 rezultd h(-0)=h(0)=h(+0), ceea ce inseamna cd h(t) are o
discontinuitate de speta | la stanga punctului t=0. Tn schimb, pentru b, =0 rezulti
h(-0)=h(0)=h(+0)=0, adica h(t) este o functie continua pe R.

Este evident cd valorile h(+0),h'(+0),....n("=1)(+0) reprezintd conditiile initiale
asociate ecuatiei diferentiale (4.10).

Exemplul 4.1 (aplicatie la ¢ si d)

Se considerd functia de transfer de la exemplul 3.1 si se cere sa se determine raspunsul
indicial utilizand ecuatia (4.10) si conditiile initiale obtinute cu ajutorul teoremei valorii
initiale.

Ecuatia diferentiala corespunzatoare este: h"(t)+3h'(t)+2h(t)=3, t > 0. Radacinile
ecuatiei caracteristice, determinate la exemplul 3.1, sunt: p;=-2, p,=-1. Solutia generala

a ecuatiei diferentiale are expresia: h(t)=C,e~2!+C,e~1+3/2, t > 0. Pentru determinarea

constantelor C1 si C2 se calculeaza conditia initiald: h'(+0) = ‘1 j:l din care rezulta

si h(0) = h(+0) = 0.Tn locuind t = +0Tn h(t) si h'(t) se obtine:
3
C,+Cr+—==0
1+t 5
-2, -Cy =1,

din care rezultd: C1=1/2 si C,=-2.

Asadar raspunsul indicial are expresia : h(t)=(e=2t/2-2e-1+3/2)s(t).
Avand Tn vedere expresia lui g(t) obtinuta la exemplul 3.1, se pot aplica acum si relatiile
(4.5) si (4.6):

h(t) = U; 9(@)dg )s (t) = U;(— e 4 267 Jdg js (t) = (%e_m —2et s %)s (t);
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g(t):Dh(t):D[; e 2ty js(t) ( +2et)s(t)+( e 2t 4 jd(t)—

- (— e+ 2e’t)s (t) + (E -2+ E)d (t) = (— e+ Ze’t)s t). O

e. Tncazul m < n raspunsul indicial se poate calcula si cu ajutorul teoremei dezvoltarii
(AnexaA.1.2.b.1°).

Fiep, i= 1r, polii distincti, fiecare de multiplicitate g; >1, ai functiei de transfer
G(s). Tntrucat H(s) (relatia (4.3)) are deja un pol in origine, pentru generalitate se considera
ca G(s) are si un pol in origine py = 0, de multiplicitate qo > 0. Evident, p;# 0, i = 1r, Si

Zirzlqi + Qg = n. Tn acest caz functia h(t) are expresia

Qo+1 Qo—j+1 r a _Miiq-jgpt
h(t) = [Z 4 (o j+l)'t +> g )t e Js ), (4.12)
n care:
1 git . o
Moj =m{dsu 3 G(s)]} i =Lao +1, (413)

i=1r, j=1q. (4.14)
S=p

1 d a1
T —1)!{0151‘—1 &-p) EG(S)}}

Tn situatia Tn care G(s) nu are nici un pol Tn origine, respectiv pentru qo= 0, din (4.3), cu
(1.11), se obtine:

MOJ_:G(O):bolao, =h) = 0. (415)
Cu qo = 0si (4.15) expresia (4.12) a raspunsului indicial are forma:
Po r G Mij g pit
ht)=| —=+>. > ——t7iel s (t). (4.16)
(ao Z|_1 j=1 (g — )

Exemplul 4.2 (aplicatie la e)

Se considera functia de transfer: G(s)=(s+3)/(s3+3s2+25) si se cere si se determine
raspunsul indicial cu ajutorul formulelor (4.12) — (4.14).

Polii sistemului sunt po=0, cu multiplicitateaqo = 1, si py=-2, p,=-1,cuq;=0g,=1.
Conform formulelor (4.13), (4.14) se scrie:

Mo1 ={SG(9} o = Moz = {%[se(s)l} U

s=0

Mll:{(s+2)1G(s)} =—1,M21={(s+2)lG(s)} =2.
S s=-2 4 S s=-1

Cu acestea si cu formula (4.12) rezulta: h(t)=(—7/4+3t/2—e~21/4+2e s (t). O

f. Tncazul m> n+ 1 raspunsul indicial este o functie generalizata (distributie) datorit
faptului ca ea contine impulsul Dirac si derivatele sale pana la ordinul m—n— 1 inclusiv.
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Tntr-adevar, efectuand Tmpartirea dintre polinoamele de la numaratorul si numitorul
functiei H(s) (relatiile (4.3) si (1.11)) rezulta :
brs™ + ... bis" + ...+ b}
H(S,):}G(S.)zl_msn +otby :dnknflswn’1+_._+d0 4onS Fot0 n+ + b , (417
S Sas +..+ap s(a,s" +...+ag)
incare dy_pgS™ "+ ...+ dg este catul si bs" + ...+ b esterestul.
Trecand la domeniul timpului din (4.17) se obtine :

h(t) = dpypn D™ "2 (t) + ... + dod (t) + h(t), (4.18)
n care:

1.n 1
hit)= Y HY(), Hi(g)=_LnS *tbo (4.19)
s(@a,s" +....+ap)

Se remarca faptul ca Hl(s) satisface conditiile de la d si e si Tn consecinta hl(t) poate fi
determinat cu gjutorul ecuatiei (4.10) cu conditiile initiale de la d sau cu gjutorul formulelor
(4.12) - (4.14).

Utilizand (4.5) si (3.13) se obtine:

() = L9 5 0 =G aD™ (0 4. o) 5 0+ [ @) das (0. (420
Comparand acest rezultat cu (4.18) rezulta:

d =G k=0,m—n—1 hi(t)= (co + I;gl(q)dqjs ®). (4.21)

Exemplul 4.3 (aplicatie la f)

Se considera functia de transfer de la exemplul 3.3 si se cere sa se determine raspunsul
indicial.

In conformitate cu (4.17) se scrie:

153 +4s% +65+5 s% +4s+5 5 1 2

H(s) == > =1+ > =l+—+——.

S s°+3s+2 s(s® +3s+2) 2s 2s+2) s+l

Trecand la domeniul timpului se obtine: h(t)=d(t)+5s (t)/2+(e~2t/2-2e"t)s (t).
Pentru verificare se aplica (4.6):

g(t) = Dh(t) = Dd (t) + 5d () / 2+ (1/ 2— 2)d (t) + (~e™ 2 + 267 V)5 (t) =

=Dd(t) +d(t) + (e + 2e7)s (t).

Acest rezultat coincide cu cel obtinut la exemplul 3.3. O

g. Réspunsul indicial are proprietatea:

h= lim h(t)=by/ag (4.22)

t—>+o0

dacd si numai daca functia de transfer G(s) are toti polii situati Tn {Res< 0} (a se vedea si
fig.11.35).

Tntr-adevér, avand Tn vedere (4.16), relatia (4.22) are loc dacd si numai dacd o = 0 si

Repi<0,i:]7.
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Valoarea h care se obtine conform relatiei (4.22) se numeste valoarea de regim
stationar a raspunsului indicial. Regimul stationar poate fi efectiv atins pentru t = +oo daca
si numai dacd qo =0si Rep, <0, i= 1,r. Trecerea de la starea de repaus (pentrut < 0) la
regimul stationar se face prin intermediul regimului tranztoriu (fig.11.35).

Tn situatia in care qo > 1 sau existi un j, j =1,r, pentru care Re pj > 0,aunci (4.22) nu
are loc. Concret sunt posibile urmatoarele cazuri:

e go=0, Repj = Repy = 0, Impj =—Imp, =0, quqkzl,j,kelg{l,...,r}, l=F ,

si Rep;<0,ie{1,...,r}\I; in acest caz h(t) nu are limita pentru t—+co;

* qo=1sau Rep; =0, q;>1, sauRep,; >0, g =1, pentru cel putin un j =1,r; in acest

caz: lim_,,, | h(t) |= +oo.
4.3. Integrala Duhamel

n conformitate cu (4.6) se poate scrie:

g(t) = Dh(t) = (h= Dd)(®)s (t). (4.23)
Tnlocuind (4.23) 1n (3.16) se obtine:
y(t) = ((h* Dd) * u)(t)s (t). (4.24)

Tinand seama ca produsul de convolutie este asociativ si comutativ, din (4.24) rezulta:
Y0 = Di(h=u)()s 0] =D [t ~a)u@das @) | = D [sh@uct-aydas 0} 425)

Transferul tempora intrare — iesire (4.25) este exprimat prin derivata (generalizatd) a
produsului de convolutie in care rolul de ponderare este jucat de raspunsul indicial. Pentru
t > 0 functia h(t) fiind continua si derivabila se poate scrie:

y(t)=% h(t —q)u()dg = h(+0)u(t) + jdh(t q)

care este cunoscutd sub numele de integrala Duhamel. Tn aceste circumstante (4.25) este o
generalizare a ecuatiei (4.26).

u@)dq, t>0, (4.26)

Exemplul 4.4 (aplicatie la integrala Duhamel)

Se considera raspunsul indicial de la exemplul 4.3 si se cere sa se calculeze marimea de

iesire cu ajutorul ecuatiei (4.25) pentru: u(t)=e' ts(t), incarel € R este un parametru.
Conform ecuatiei (4.25) se poate scrie:

y(t) = D(eIt +§I;e' 9dq +%e‘2tj':)e(' *2 dq — Ze‘tJ'ct)e(' 14 gq js t) =

- D{eIt + %(e't —1)+ ETR) 1+ 3 (e' to e’Zt)—%(e' to et)}s (t) =

3 2
e~ 2t _Le‘t]s (t)+I +24| +6l +5 g (t). O
I +1 | “+3 +2

| +2



5. Polii si zerourile functiei de transfer

5.1. Raspunsul la semnalul exponential

Din cele prezentate Tn subcapitolele 3 si 4 rezultd ca polii finiti ai functiei de transfer
G(s) au un rol determinant in ceea ce priveste evolutia marimii de iesire pe durata, teoretic
infinitd, a regimului tranzitoriu (a se vedea expresiile raspunsului la impulsul Dirac — (3.10)
si raspunsul indicial — (4.12), (4.16) si respectiv 3.2.9 si 4.2.9).

Tn cazul unei marimi de intrare U(s) oarecare, marimea de iesire, Y(s), depinde in plus si
de polii finiti ai lui U(s).

Pentru a sustine aceastd afirmatie se va utiliza teorema dezvoltdrii (Anexa A.1.2.b.1°) in
cazul ecuatiei (1.12), cu (1.13) si m< n. Pentru simplificarea expunerii, se considera ca polii P,

i =1, n, sunt simpli. Tn mod obisnuit u(t), ca marime generata de un alt sistem dinamic, liniar

.. . . T .. a | . .
si invariant in timp, este o combinatie liniara de functii de forma t“e t . Din acest motiv,
pentru concizia analizei care urmeaza se considera:

u(t) = uoeI ts (t). (5.0
Din (5.1) rezulta:
U(s)=ug/(s-1), (5.2)

in care | (polul) si uy (amplitudinea) sunt doi parametri ale caror valori (reale sau
complexe) se vor alege conform necesitdtilor analizei.

Inlocuind (5.2) si (1.13) In (1.12) si aplicand teorema dezvoltarii (membrul drept Tn
(1.12) este o functie strict proprie) rezulta:

y(t) = {i crePd ]s ) +de''s 1), (5.3)
k=L AG)
yr (1)

bmHiril(pk -Z) u, —

Ck = lim (s— pk)G(s)U (s) = p , k=1n, (5.9)
S anHJ‘:l(pk_pj) P~
j=k
b [T, ( -2
d=Ilim(s-1)G(sU (s)=Muo. (5.5)
! an [T, -py)

Se remarca faptul ca n (5.3) exista doua categorii de termeni:

e yr(t), grupati in prima suma, reprezintd componenta de regim tranztoriu, in care
evolutia temporal3 este determinatd de exponentialele ePki, k= 1,n, corespunzitoare
polilor finiti ai lui G(s), si de coeficientii c,, k= 1,n, dependenti de zerourile si de
polii (exclusiv p,) Iui G(s) si de polul lui U(s), conform relatiei (5.4).

e yp(t) — ultimul termen din (5.3) — reprezintd componenta de regim permanent, in

care evolutia temporald este determinata de exponentiala eI t (existentd si n u(t)!) si
de coeficientul d, dependent de zerourile si de polii lui G(s), conform relatiei (5.5).
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ntre componentele y1{t) si yp(t) existd deosebiri remarcabile. Astfel, componenta de
regim tranzitoriu, y(t), este o manifestare a modificarii echilibrului (energetic) intern al

sistemului ca urmare a excitarii externe (prin u(t)). Tn acelasi timp, componenta de regim
permanent, yp(t), este expresia dinamicd la iesire a marimii de intrare, conform structurii i

parametrilor sistemului, Tn sensul ca yp(t) are o forma similara cu u(t) (in general daca u(t)
este 0 combinatie liniara de functii de forma tae| L, atunci yp(t) este de asemenea o combinatie
liniara de acelasi tip).

In cazul marimii de intrare (5.1), comparand (5.5) cu (1.13), pentru componenta de
regim permanent din (5.3) se poate scrie:

yp (t) =G(I )u(t), (5.6)
n care:
G(l )=—bmni:1(I ~4) (5.7)

an [T}, -p))
Relatia (5.6) confirma faptul ca yp (t) are o forma similaré cu u(t).
Observatia 5.1

Teorema dezvoltirii (Anexa A.1.2.b.1°) permite determinarea separatid a componentei
de regim tranzitoriu si a componentei de regim permanent; y;(t) rezulta pe baza cunoasterii

polilor lui G(s) si yp(t) rezultd pe baza cunoasterii polilor lui U(s). O

Observatia 5.2

Componenta de regim tranzitoriu este de regula indezirabild, dar datorita caracterului ei
inerent, este Tn acelasi timp inevitabild. Tn opozitie cu aceastd situatie, de regul3,
componenta de regim permanent constituie ratiunea de a fi a sistemului, menirea acestuia
fiind aceea de a furniza la iesire 0 marime dinamic similard cu marimea de intrare. Ca si in
cazul raspunsului la impulsul Dirac si al raspunsului indicial (a se vedea 3.2.9g si respectiv
4.2.9), se poate afirma cd y(t) > yp(t), respectiv yr(t) —> 0, pentru t — +oo dacd si
numai daca toti polii lui G(s) sunt situati n {Res< C}. O

Exemplul 5.1 (intrare exponentiald) b u), y(t)

Se considerds functia de transfer: u® = €*%(t)  ye(t) = 0,86*%o(t)
G(8)=3/[(s+1)(s+2)]. Se cere si se |
determine raspunsul sistemului la madrimea de

y(t)

intrare: u(t)=e%:5ts (1), U(s)=1/(s+0,5). 2.
Conform formulelor (5.4) si (5.5) rezulta: - 1~ ot
3 1 == 1,2ea(t)

¢ = lim (s+2) . =12, i B

§>-2 (s+1(s+2) s-05 O,.—\-\—':Z.L’T;."_‘.A—A— ---------- t (s
Co= lim(s+) ot | N \ oot

so-1 (s+1)(s+2) s-05 =2r" () —2e o(t)

. 3 1 Fig.11.36 Transferul temporal intrare — iesire la
d= lim (s-0,5 . =0,8.

ol )(s+1)(s+2) s—05 exemplul 5.1
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Raspunsul sistemului are expresia:
y(t) = (1,267 - 2e7)s (1) + 0,8¢%%'s (1).
yr () yp(t)

Graficul corespunzdtor este reprezentat in fig.11.36. Se remarcd faptul cd t — +o
implicd y(t)—0 si y(t)—>yp(t), deoarece polii sistemului sunt negativi. Tn consecintd,
pentru t> 3 sec. areloc y(t) = yp(t), yp(t) avand o evolutie similara cu a lui u(t). O

Din cele expuse pana aici, avand ca suport expresia (5.3), cu (5.4), (5.5), a raspunsului
sistemului, rezultd ca polii, pe de o parte, si zerourile, pe de alta parte, au roluri diferite Tn
determinarea caracteristicilor cantitative si calitative ale transferului temporal intrare —
iesire. Tn timp ce polii determind Th mod exclusiv evolutia Tn timp a exponentialelor din
(5.3), coeficientii acestora depind atdt de polii (exclusiv polii care apar Tn propriile
exponentiale) cat si de zerourile lui G(s). Acest fapt se coreleazad intr-un anume sens si cu
rolul operatorial diferit al polinomului zerourilor si al inversului polinomului polilor, asa cum
s-a ardtat la observatia 1.2.

5.2. Transferul ,,rezonant”

Este ugor de observat ca pentru fiecare| = p,, r = 1,n,in (5.1), din (5.7) se obtine:

|G(p; ) E+o, © =1n. (5.9)

Fenomenul ilustrat de (5.8) este de tipul rezonantei si anume pe ,,frecventa proprie” (a
sistemului) p, atunci cand p, existd si in marimea de intrare u(t).

La aceasta calificare se ajunge prin extensie de la cazul particular | = p, =jw, cand in
sistemul reprezentat de G(s) are loc rezonanta propriu-zisa. Tn acest caz, elWrt, existent in
u(t), este o componentd elementara a unei oscilatii sinusoidale reale de forma
cosw, t = (elwrtyegdwrty/2, jar w, este in acelagi timp una din pulsatiile naturale ale
sistemului. Raspunsul unui sistem la semnalul sinusoidal va face obiectul cap. VI.

Analizénd componenta y+(t) din (5.3) pentru | —p, , din (5.4) se constata cd |c, |—>+c.
Rezulta deci ca pentru | —p, areloc |y (t)|]—>+oc. Se trage concluzia ca n (5.3) se produce
de fapt o nedeterminare pentru | —p; . Tntr-adevar, izoland termenul de indice r din y(t)
Tmpreuna cu yp(t), se poate scrie:

|im[cr Pt +de“js(t)=bml_];'n;l(pr )

Ugs () lim etet o 17 —2)
P [ 10y (o —py) o =P A T (b —py)

J#r J7r
Rezultd ca in (5.6), pentru | = p, , G(I ) are forma:

bmHinll(pr -7) ¢
an [T}y (P - P))

J#£r

tu(t).

G(pr )= (5.9)

Este evident ca din (5.9), pentru t—+oo, rezultd |G(pr)| —+oo, ceea ce, in at mod, este
confirmat de (5.8).
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Tn ceea ce priveste rezonanta propriu-zisa, adicd pentru | = P =jw, in (5.9), se
constatd cd pentru orice Ug, cu Jug|< +oo, respectiv pentru:

lu(t)| <+, teR,, (5.10)
din (5.6) cu (5.9) rezulta:

|yp ()] =+ pentru t —+o, (5.12)

fapt care constituie nota distinctd a rezonantei propriu-zise.
Tn cazul Re p; <0 din (5.6), cu (5.9) si (5.10), rezulta:

lyp(®)| <+, teR,, (5.12)

deoarece tePrt—0 pentru t—>+o. Tn schimb, n cazul Re p, > 0, are loc (5.11) datoritd
faptului cé |u(t) |-+ si |G(p, )| >+ pentru t — +oo (in (5.1) si respectiv (5.9)).

Din cele de mai sus rezulta ca transferul ,,rezonant” (5.6), cu (5.9), se coreleaza cu
(5.8), respectiv ca numitorul functiei de transfer G(s) se anuleazad pentru s=p,, r = 1,n.

Din acest motiv ,,frecventele proprii” (inoculabile prin mdrimea de intrare u(t)) se numesc
polii functiei de transfer G(s), respectiv ai sistemului reprezentat de G(s) (a se vedea 1.4).

5.3. Transferul blocat
Pentru fiecare | = z,,, m=1,m,n (5.1), din (5.7) rezulta:
G(z,)=0, m=1m (5.13)

Tn aceste conditii, pentru | =z, si Uy # 0, adica pentru:

u(t)=0, teR,, (5.149)
din (5.6), cu (5.13), se obtine:
yp(t)=0, teR,. (5.15)

Fenomenul evidentiat de (5.14), (5.15) se numeste transferul blocat intrare — iesire. Tn
contrast cu transferul ,rezonant” se poate vorbi in acest caz de o antirezonanta pe
~frecventele” | =2z,,, m=1,m, (inoculabile prin mdrimea de intrare u(t)), care din acest
motiv se numesc zerourile de transmisie ale functiei de transfer G(s), respectiv ale
sistemului (ase vedea 1.4).



6. Stabilitatea intrare— iesire

6.1. Definitia BIBO-stabilitatii

Un sistem dinamic este suportul unui transfer intrare — iesire. S-a aratat la observatia 5.2
ca n (5.3) componenta de regim permanent, yp(t), este ratiunea de a fi a sistemului (1.12)
si cd yg(t) — componenta de regim tranzitoriu, desi indezirabild, este inerenta si ca atare
inevitabila. Tntrucat y,(t) si yp(t) coexistd cronologic, este in mod firesc de dorit ca:

u)| <K <+, teR,, (6.1)
cuK >0, sa implice:

lyp(t)| <+, teR,, (6.2
simultan cu:

limy_, o y7 (1) =0, (6.3)
astfel Tncét Tncepand cu un anumit moment tg > O, finit si nu excesiv de mare, sa aiba loc:

yr(t)=0, t>ts>0, (6.4)
respectiv:

y(t) =z yp(t), t>ts>0. (6.5)

Momentul tg— numit si durata componentei de regim tranzitoriu — se defineste in mod
conventional pe baza inegalitatii:

lyr(t)|<e t=ts>0, (6.6)
n care e > 0 are semnificatia de eroare prin care se justifica aproximatia (6.5).

Din cele expuse pand aici este clar ca problematica abordata este aceea a calitatii
transferului intrare — iesire. Th mod specific (avand Tn vedere premisa (6.1) si conditiile
(6.2) si (6.3)) este vorba de BIBO-stabilitate (BIBO = bounded input — bounded output =
intrare marginitd — iesire marginitd). Tn conformitate cu observatia 5.2 se poate afirma c&
acest tip de stabilitate se realizeaza daca si numai daca functia de transfer G(s) are toti polii
n {Res< 0} (fapt echivalent cu (6.2) si (6.3)). Aceasta afirmatie urmeaza sa fie demonstrata
in mod rigurosin 6.2.

Definitia 1

Un sistem dinamic descris de ecuatia (1.12), care se afla in repaus pentru t < O, se
numeste BIBO-stabil dacd pentru orice marime de intrare, u(t), marginitd Tn valoare
absoluta (relatia (6.1)), sistemul raspunde cu o mdrime de iesire, y(t), marginita in valoare
absoluta, adica:

|y(t)| <+, teR,. (6.7)

n caz contrar (adic existd un u(t), cu (6.1), pentru care (6.7) nu are loc) sistemul se
numeste BIB-instabil. O

Exemplul 6.1 (sisteme BIBO-instabile)

Se considerad sistemele descrise de functiile de transfer: a) G(s) = 1/(s*-s+1),
b) G(s)=1/(s2+1). Se cere sa se giseascd acele marimi de intrare mérginite n valoare
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absolutd pentru care marimile de iesire corespunzatoare sunt nemarginite Tn valoare
absoluta.

a) Polii sistemului sunt: p; , =1/2 + j+/3 /2. Intrucat Re P12 > 0, este de asteptat ca
pentru u(t)=s(t) (marime marginitd Tn valoare absolutd) raspunsul indicial sa fie
nemarginit. Tntr-adevar: h(t)=[1- (2e"/2/3)sin(+/3t/2—p /2)]s (t) este o functie nemarginita
deoarece pentru t— +oo rezultd et/2— +co,

b) Polii sistemului sunt: p; ,=%]. ntrucat Re P12 =0 este de asteptat ca pentru o
anumitd mdrime de intrare marginita n valoare absolutd sa se obtind o marime de iesire
nemarginita Tn valoare absoluta. Pentru u(t)=s (t) rezultd: h(t)=(1-cost)s(t), care este
o functie marginita. Tn schimb pentru u(t)=sints(t), care produce o rezonanta (pulsatia
intrdrii, w = 1, coincide cu pulsatia proprie a sistemului, Wy = W, = 1), se obtine:
y(t)=(sint-tcost)s (t)/2. Evident, aceasta functie este nemarginita in valoare absolutd. O

Exemplul 6.2 (sistem BIBO-stabil)

Se considera sistemul descris de functia de transfer: G(s) =1/(§+s+1). Se cere sa se
arate ca pentru orice marime de intrare marginitd Tn valoare absolutd, adica:
[u(t)| £ M<+w, teR,, In care M > 0 este maximul absolut al functiei |u(t)|, médrimea de
iesire este marginita in valoare absoluta.

Tn acest caz: g(t) = LY G(9)} = (2e12/ /3 )sin(+/3t /2)s (t) Utilizand expresia (3.16) a
transferului temporal intrare — iesire (produsul de convolutie) se pot face urmatoarele
evaluari:

t
ly®) < [ {o@lut ~a)lda <M [ {Ja@)dg :% [le? sin%tdts OF
t
j e 2dts () < j e 2dt+j 2dt :%jgweiidt:%.

Asadar, pentru orice u(t), cu [u(t)| < M, teR,, s-a obtinut |y(t)| < 4M /3, teR,. O

6.2. Caracterizari ale BIBO-stabilitatii

Rezultatul care urmeaza sa se demonstreze se referd la echivalenta dintre BIBO-
stabilitatea conform definitiei 1 si localizarea tuturor polilor functiei de transfer G(s) n

{Res<0}. Pentru a se ajunge la acest rezultat se demonstreazd mai intadi urmatoarea
teorema.

Teoremal

Sistemul descris de ecuatia (1.12) este BIBO-stabil daca si numai daca:
+00
jo la@)|dg < +o. (6.8)

2. Suficienta. Prin ipoteza g(t) este absolut integrabila (conform relatiei (6.8)).

Utilizand ecuatia (3.16) (echivalenta cu (1.12)), pentru orice u(t), satisfacand (6.1), se pot
face urmatoarele evaluari:
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(0= ol ~ajca < K Jataen <K [ Jotia + [} Jotida =K [ "Jo@le <+ox

Aceastainseamna ca sistemul este BIBO-stabil.
Necesitatea. Prin ipoteza sistemul este BIBO-stabil.
Se presupune prin absurd cd (6.8) nu este adevaratd. Ca urmare, pentru orice M > 0

exista tyy >0 (dependent de M) astfel incét: I;M |g(q)|dq > M. Se alege ca marime de
intrare: u(t) = sgng(ty —t), care, inmod evident, satisface (6.1) pentru K = 1.

1n aceste conditii pentru t =ty din (3.16) rezulté: |y(ty )| = U;M g@)u(ty —9)dg|=

I;M |g(Q)|dq‘= I;M lo@)/dg =M, ceea ce este in

contradictie cu faptul ca sistemul este BIBO-stabil. Urmeaza ca (6.8) este adevaratd. O

[ 9@)sang(@)dg

Teorema 2

Sistemul descris de ecuatia (1.12) este BIBO-stabil dacd si numai daca toti polii functiei
de transfer G(s) sunt situati in { Res< 0}.
2. Suficienta. Se stie de la 3.2.e si f ca:

C T _pacight ¢ s o,

Tntruct Rep <0, i = 1r, rezultd ci g(t) este o functie absolut integrabild. Conform
teoremei 1 sistemul considerat este BIBO-stabil.

Necesitatea. Sistemul este BIBO-stabil. Se stie ca: G(s) = j ;w g(t)e Sdt.
ntrucat pentru {Re >0} si t>0 are loc |e~St|<1, urmeazi c& In conformitate cu
teorema 1 se poate scrie: |G(s)| < J';w|g(t)|dt <+, Res > 0.

Aceasta Tnseamnd ca |G(s)| este mérginita In {Re s>0}. Tn consecinta toti polii functiei
de transfer G(s) sunt situati in {Res< 0}. O

Tn virtutea relatiilor (4.5), (4.6) dintre g(t) si h(t) si Tn conformitate cu 4.2.g. se poate
enunta (fard a mai fi necesara o demonstratie) si urmatorul rezultat.

Teorema 3
Sistemul descris de ecuatia (1.12) este BIBO-stabil daca si numai daca lim,_,, . h(t)
exista si este finita. O
6.3. O conditie necesara de BIBO-stabilitate

Conform teoremei 2 problema BIBO-stabilitatii este echivalenta cu aceea a localizarii Tn
{Res < 0} a polilor functiei de transfer G(s).
In conformitate cu forma (1.11) a functiei de transfer G(s), fie:

P(s)=a,s" +a,4S" +...+ &S+ag (6.9)

polinomul de la numitorul lui G(S) si
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D(s)=s"+a;s" 4. +ags+a, (6.10)
polinomul (monic a) polilor lui G(s) (D(s) = p(s), relatia (1.18)), in care:
aj=an/a,,i=1n, a,=0. (6.12)
Definitia 2
Polinomul P(s) (sau echivalentul monic D(s)) se numeste hurwitzian dacd toate zerourile

sale sunt situatein {Res<0}. O
Conform cu definitia 2, urmeaza ca teorema 2 este echivalenta cu urmatorul rezultat.

Teorema 4
Sistemul descris de ecuatia (1.12) este BIBO-stabil daca si numai daca polinomul
polilor (P(s) sau (s)) este hurwitzian. O
Cu referire directd la polinomul monic D(s) se poate demonstra acum urmatoarea
conditie necesara ca sistemul (1.12) sa fie BIBO-stabil.
Teorema 5
O conditie necesara ca D(s) sa fie hurwitzian este ca:
a;>0,i=1n. (6.12)
2 .I(s) (monic) avand coeficienti reali, zerourile sale sunt reale sau complex conjugate.
Fie p,=-b,, m=1n,, zerourile reale, si p,=-g,*jd,, n=1,n,, zerourile complex
conjugate ale polinomului D(s), cu ny + 2n, = n. Prin ipoteza D(s) este hurwitzian, ceea ce
este echivalent cu: b,,> 0, m=1,n;; ¢,>0, n=1n,. Caurmare, exprimand D(s) (= p(9),

conform (1.18)) sub forma factorizatd: D(s) = Hzlkl(s+ bm) nZ:l(s2 +29,s+ gn2 + dnz)

se constata ca toti factorii (binoame sau trinoame) au toti coeficientii strict pozitivi. Mai
mult, efectudnd toate calculele se obtine (6.10) care in mod evident satisface (6.12),
deoarece dupa toate Tnmultirile si grupdrile de termeni (dupa puterile lui s) rezultatul
contine toti termenii de la gradul n la 0 si toti coeficientii sunt strict pozitivi. O

Conditia necesara (6.12) este foarte usor de utilizat Th aplicatii. Este simplu de verificat
cd pentru n=1si n =2 conditia (6.12) este si suficientd. Pentru n > 3 conditia (6.12) nu este
si suficientd, dupa cum se poate vedea din urmatorul exemplu.

Exemplul 6.3 (polinom hurwitzian)

Se considerd polinomul: D(s)=s3+s?+s+6. Se cere si se arate (prin calculul
radacinilor) ca desi conditia (6.12) este satisfacuta, polinomul nu este hurwitzian.
Cautand zerourile numere ntregi printre divizorii termenului liber, se constata ca pentru

p,= -2 rezultd D(-2) = 0. Efectuand mpartirea lui D(s) prin s+ 2 rezultd citul: £~ s+ 3.
Zerourile acestui polinom, respectiv urmatoarele doua zerouri ale lui D(s), sunt:
Po3=(1% j/11)/2, ceea ce confirma faptul c& D(s) nu este hurwitzian. O

Faptul ca teorema 5 este o conditie necesard conduce in mod firesc, prin negarea
teoremei 5, la urmatorul rezultat foarte util Tn aplicatji.
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Teorema 6

Daca D(s) are cel putin un coeficient nul sau negativ, atunci D(s) nu este hurwitzian. O
Evident, acest rezultat este o conditie suficientd de BIBO-instabilitate, la fel de usor de
utilizat in aplicatii ca si conditia (6.12).

6.4. Criteriul Hurwitz

Fie matricea pétraticd de ordinul n:

a, 1 0 0 0 0 0
az ap ajg 1 0 0 0

Hn= dag dy, agz ap; 4a; 1 0 y (613)
O 0 0 0 0 0 - a,

n care diagonala principald este formatd din a4, a,,..., a,. Pe linii, la sténga diagonalei
principale, se scrie a, =0 pentru toti k > n. H, se numeste matricea Hurwitz asociata
polinomului monic D(s).

Teorema 7 (Hurwitz)
O conditie necesara si suficientd ca D(s) sa fie hurwitzian este ca:
detH, >0, k=1n. O (6.14)
Exemplul 6.4 (domeniul parametric de BIBO-stabilitate)
Se considera sistemul automat cu U(s) Y(s)
structuradin fig.11.37, in care: A:CP—' Gr(s) Gr(9 1™
8 3
252 +34s+1’

Gr(9)= Fig.11.37. Structurasistemului automat de la exemplul
6.4; GE(9) — functia de transfer a partii fixate (instalatia
Ggr (s)=k+ i; k>0,t >0. automatizatd), Gg(s) — functia de transfer a regulatorului
ts (partea cu parametri ajustabili)
Se cere sa se determine Tn planul parametrilor ajustabili ai regulatorului, (kt), acel
domeniu pentru care sistemul automat este BIBO-stabil.
Functia de transfer a sistemului automat are expresia:

Go(9) = GRr(9GE () _ 4ks+1/t) ,
1+GR(S)GE (8) 3 +175% +(1/2+ 4Kk)s+ 4/t

n care polinomul polilor este:

D(s) = s3 +17s? + (1/2+ 4k)s+ 4/t .

Matricea Hurwitz asociata polinomului D(s)
areforma:

17 1 0
Ho=|4/t 12+4k 17 | | -
0 0 a4t 0 k

Fig.11.38. Domeniul de stabilitate BIBO la exemplul 6.4
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Conform teoremei 7 sistemul automat este BIBO-stabil daca si numai daca:
detH,=17>0, detH, =17(1/2+4k)—- 4/t >0, detHz=(4/t)detH, >0.

Tntrucat prima inegalitate este satisfacutd si a treia este echivalenta cu a doua, rezulta ca
sistemul automat este BIBO-stabil dacd si humai daca:t >8/(136k+17). Domeniul de
BIBO-stabilitate corespunzator acestei inegalitati este reprezentat n fig.11.38. O

Conditiile (6.14) au dezavantajul cd pentru n > 4 calculul determinantilor (minorilor
principali diagonali a matricei H,) devine laborios. Un rezultat care se obtine in mod

echivalent din teorema 7 si in care numarul de determinanti necesar de calculat se reduce la
jumatate este urmatorul.

Teorema 8 (Liénard — Chipart)

O conditie necesara si suficientd ca D(s) sa fie hurwitzian este ca sa aiba loc unul din
urmatoarele patru siruri de inegalitati:
T"a,>0a,.5>0apn4>0,...,
detH; >0,detH3 >0.....;
2°a,>0a,.2>0apn4>0,...,
detH, >0,detH, >0.....;
3a,>0a,1>0a,3>0...,
detH; >0,detH3 >0.....;
4°a,>0a,4>0ap,3>0,...,
detH, >0,detH,4 >0,..... .O

6.5. Criteriul Routh

Si teorema 8 implica, pentru n > 4, calculul unor determinanti de ordin ridicat.
Pentru a se ajunge la un rezultat echivalent cu teoremele 7 sau 8, dar mai usor de utilizat
n aplicatii, se face observatia cad pentru n = 3 are loc egalitatea:

a, 1 01 -Va; -a;/lar-a@z)] [rmn O O
ag ap a;|0 1 -afllg-a@s)|=|m2 rxn 0O,
0 0 ajz|0 0 1 rg roo I3
in care ryy=detHq,rpy=detH,/detHq,r3; =detHz/detH,. Se poate afirma ca
det H; > 0; i = 1,3, dacd si numai dacd rj; > 0,i=13.
Acest rezultat se generalizeaza sub forma:
H.S=R

in care Ssi R sunt matrice triunghiulare respectiv superior si inferior. Elementele diagonale
alematricel R au expresiile:

I’ll= det Hl’ I’il= det HI /det Hi—l’ | :ﬁ,

care pot fi calculate mult mai simplu utilizand schema Routh asociata polinomului D(s):
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s" |Tor To2 To3
s"ting oty g
"2 | ry Iy Iy
Sn—|+2 ol - ri—2j ri—2j+l (6.15)
—i+l|p o oL
n—1+ rl—115 rl—l] r|_1]+1
s | rip fj o Tijel
SO rnl;
ncare
r01=1,r02 =a,lg3 TA 4,eiiees e ,
11 =a1,M2 =@ 3,113 T A5 s e ; (616)
1 |fi-21 Ti—2j+1|. =— .
rj = - ! Imel+ Jd=2,n,]=212,..
fiag |Vi-11 Ti-1j+1
Teorema 9 (Routh)

O conditie necesara si suficientd ca D(s) sa fie hurwitzian este ca toate elementele

primei coloane din schema Routh s fie strict pozitive. O

Exemplul 6.5 (utilizarea schemei Routh)

Se considerd polinomul: D(s)=s%+2s3+9s2+s+4. Se cere sa se afle daci D(s) este sau

nu hurwitzian. Schema Routh asociata polinomului D(s) are forma:

st 1 9 4
s3 2 1 0
11 9|_£ _1‘1 a- 4
¢ 212 17 2 2[2 0
_2| 2 1|:_1
S 17170172 4717 0
O |_17|172 4|=
7117 o

Conform teoremei 9 polinomul este hurwitzian. O

6.6. Stabilitatea relativa

Tn conformitate cu teorema 3 rezultd ca h(t), Tn cazul unui sistem BIBO-stabil, poate fi
utilizat pentru aprecierea calitatilor de BIBO-stabilitate, respectiv pentru aprecierea

Lapropierii”

de situatia de BIBO-instabilitate. Tn domeniul timpului aceastd apreciere se

poate face pe baza abaterilor pe care le evidentiaza h(t) fatd de:
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h= lim h(t)=limsH(s)=lim slG(s) =lim G(s):b—o; ag =0.
t—+o0 s—0 s-»0 S s—0 ap

Tinand seama de teorema 2, rezulta ca aceste abateri ale lui h(t) sunt cu atat mai mari (si

de durata mai mare) cu cat polii lui G(s), situati In {Res< (0}, sunt mai apropiati de
Res= 0) (axa imaginara a planului complex).

BIBO-Stabilitatea relativa se defineste prin rezerva de stabilitate si gradul de

stabilitate. El sunt ntr-o anumita relatie si sunt utile Tn analiza/sinteza sistemelor dinamice.

Rezerva de BIBO-gabilitate. Experienta acumulata Tn proiectarea si utilizarea sistemelor

dinamice (in special a celor tehnice) aratd ca asigurarea BIBO-stabilitatii este necesara dar
nu si suficienta pentru o calitate acceptabila a transferului temporal intrare — iesire realizat
de sistem. Din acest motiv trebuie sa se asigure inca din faza de proiectare o anumita rezerva
de BIBO-stabilitate, respectiv o distantd minima a,,;, > 0 a polilor (toti situati in {Re s < 0) fata
de axa imaginara a planului complex — fig.11.39. Aceasta reprezinta o0 masura de prevedere, care,
pe langa faptul ca asigura o calitate mai buna a lui h(t) (abateri mai mici si mai putin numeroase
fata de h), previne pierderea BIBO-stabilitdtii (trecerea Tn BIBO-instabilitate) ca urmare &

e deplasarii unor poli ai lui G(s), situati Th {Re s< 0}, spre axa imaginard, cauzatd de
variatia parametrilor sistemului sub influenta factorilor mediului ambiant sau prin
Tmbatranirea materialelor;
parametrilor, pe care se bazeaza analiza stabilitatii (si ulterior proiectared), este afectatd
de erori (sistematice si aleatoare). Constructia sistemului (pe baza proiectului) implicd
utilizarea unor elemente componente ale cdror parametri se situeaza intre anumite
limite de toleranta (admise Tn tehnica, de regula prin norme specifice si standarde).

n plus fata de aceste afirmatii, trebuie subliniat si faptul c& dependenta dintre zerourile

polinomului I(s) si coeficientii sdi este neliniara asa cum rezulta din formulele lui Viéte:

PL+ P2 +...+pPp=—2a;

p1 X Pl.S B
Pa ¥ ; . P1P2 + P2P3 + ...+ Pp1Pn = a2
E BE s
Ps : PLP2Pge Pn = (1) "ay.
: 0 (6.17)
E Este de asteptat ca variatii relativ mici ale
ps X p2>5< coeficientilor aj i=1,n, (poate fi vorba si de

erorile care afecteaza acesti coeficienti) sa produca
de sabilitate, a - gradul de stabilitate; variatii r.elatlv mari ale_polllor pif |. =1n.
p1....ps — polii 1ui G(9) Redlizarea rezervei de stabilitate ap;,>0 se
verificd facand Tn D(s) schimbarea s = z — &, Apoi se aplica polinomului D(z- a ;)
criteriile Hurwitz / Routh. Satisfacerea conditiilor unuia dintre acestea este echivalenta cu
localizarea polilor lui G(s) iIn{Res<—-a,.}-

Fig.11.39. Stabilitatea relativd: amin — rezerva
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Exemplul 6.6 (domeniul parametric de rezervd de BIBO-stabilitate datd)

Se considerd polinomul: D(s)=s3+9s2+26s+24, in care coeficientii au valorile
nominale. Se cere sa se verifice daca sistemul corespunzator are rezerva de BIBO-stabilitate
amin = 11n conditiile in care a, (= 26) este incert, decarece a, < [21,31].

Se face schimbarea s = z - 1 si se inlocuieste a, = 26 cu a, =26 +e, e € [-5,+5]. Se
obtine: D(z-1) = (z-1)3 +9(z-1)? + (26 +€)(z—-1) + 24= z° + 62° + (11+€)z+ 6-e.

Matricea Hurwitz asociata are forma:

6 1 0
Hy=|6-e 11+e 6 |
0 0 6-e

din care rezultd: detH; =6>0, detH, =60+ 7e >0, detH; = (6—€)detH, > 0. A doua si

a treia inegalitate sunt satisficute dacd si numai daca e e (—60/7,+6). Intrucét e € [-5,+5]
c (-60/7,+6) rezulta ca rezerva de BIBO-stabilitate a,,;, = 1 este asiguratd oricare ar fi
a,e[21,31]. 0

Gradul de BIBO-stabilitate este prin definitie distanta a dintre axa imaginara a planului
complex si polul cel mai apropiat a functiei de transfer G(s) — fig.11.39. Este de la sine

inteles ca incd din faza de proiectare, dar si ulterior, in timpul functionarii sistemului,
trebuie sa se asigure:

a >amp- (6.18)
Aceasta Tn conditiile in care gradul de BIBO-stabilitate a nu poate fi determinat cu

exactitate (datorita anumitor incertitudini Tn cunoasterea valorilor parametrilor) sau se poate
modifica sub influenta factorilor de mediu si datoritd imbatranirii materialelor.

6.7. Domenii parametrice de BIBO-stabilitate

Din varii motive (tehnice, economice) este necesar sa se cunoasca intre ce limite se pot
modifica parametrii unui sistem fard ca prin aceasta sistemul sa-si piarda BIBO-stabilitatea
sau sd i se reduca rezerva de BIBO-stabilitate. Tn acest context se are in vedere faptul c& pe
langd anumiti parametri care se modificd sub influenta factorilor de mediu si datorita
Tmbatranirii materialelor, un sistem (automat) are si parametri ajustabili (prin elemente din
dispozitivul de automatizare — Tn spetd din regulator). Ei pot fi modificati (de operator)
oricand este necesar (de exemplu pentru o anumita calitate a transferului intrare — iesire).

Dupa cum s-a vazut deja la exemplul 6.4, pentru sistemele de ordin n < 3, cu doi
parametri ajustabili, determinarea domeniului parametric de BIBO-stabilitate se poate face
utilizand criteriile Hurwitz sau Routh.

Tn cazul sistemelor de ordin ridicat (n > 4) se pune problema rezolvarii unui sistem de n
inecuatii neliniare (de exemplu obtinute din (6.13)), ceea ce adesea, in conditii concrete este
o problema dificila.

O posibilitate de simplificare a procedurii de determinare a domeniului parametric de
BIBO-stabilitate constd Tn a determina mai ntai acele valori ale parametrilor pentru care
polinomul D(s), initial hurwitzian, devine nehurwitzian ca urmare a variatiei parametrilor
séi. Tntrucét zerourile lui D(s) depind continuu de coeficientii s&i (conform formulelor lui
Viéte — (6.17)), rezultd c& D(s) devine nehurwitzian atunci cand unele din zerourile sale se
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deplaseaza din semiplanul complex stang spre cel drept si cel putin unul dintre ele atinge
axa imaginara.

Se poate demonstra cda D(s) devine nehurwitzian (in sensul precizat Tn ainiatul
precedent) exact atunci cand:

ap=0, detH,;=0. (6.19)

Tntr-adevdr, a,, = 0 daca si numai dacd s = O este un zero a lui D(s). De asemenea,
utilizand formula lui Orlando:

n(n-1)
detHpy=(-) 2 J](pi+pj),

IKi<j<n

rezultd cd detH,_; =0, Tn conditiile precizate, este echivalentd cu existenta unei perechi
Pm: P,y » CURe p,,= Rep,=0.

Este evident ca ecuatiile (6.19) reprezinta frontiera dintre domeniile de BIBO-stabilitate
si de BIBO-instabilitate Tn spatiul parametrilor sistemului. Pentru a determina efectiv natura
fiecarui domeniu se considera un punct situat intr-unul din ele, caruia 7i corespund valori
bine precizate ale parametrilor sistemului. Cu acestea se particularizeaza coeficientii lui
D(s) dupa care se aplic criteriile Hurwitz sau Routh. Tn functie de rezultatul obtinut se
trage o concluzie privind natura intregului domeniu caruia 7i apartine punctul considerat.

Facand schimbarea de variabilda s = z—a,;, se pot utiliza ecuatiile (6.19) si pentru

polinomul D(z- a,,,,)- In acest caz se poate determina in spatiul parametrilor sistemului
domeniul de rezerva de BIBO-stabilitate a,.

Exemplul 6.7 (domeniul parametric de BIBO-stabilitate)

Se considerd polinomul: D(s)=s#+s3+s2+as+b. Se cere si se determine in planul
(a, b) domeniul de BIBO-stabilitate.
Se calculeaza mai ntai:

BIBO-stahilitate
1 10
detHz=[a 1 1 =a-b-a’.
0 b a
Ecuatiile (6.19) ale frontierei domeniului de
Fig.11.40. Domeniul parametric de BIBO-stabilitate sunt: b = 0, b = a — a2 Graficele
BIBO-stabilitate |a exemplul 6.7 corespunzatoare sunt reprezentate n fig.11.40. Avand

in vedere ca a > 0 si b > 0 (conform teoremei 5)
rezultd cd domeniul cdutat este situat in primul cadran al planului (a, b). Considerand
punctul P (fig.11.40) de coordonate a=5/4, b=1/4, se obtine:

D(s)=5%+53+52+(5/4)s+1/4.
Tn schema Routh asociata lui D(s) rezultd r,,=—1/4, adica punctul P se afla in domeniul

de BIBO-instabilitate. Tn consecintd domeniul de BIBO-stabilitate este cel indicat Tn
fig.11.40. O



7. Corelatia dintre calitatea raspunsului indicial si configuratia
poli — zerouri

7.1. Indici de calitate ai raspunsului indicial

Tn functie de localizarea polilor, sistemele dinamice liniare invariante in timp se Impart
n urmatoarele doua categorii:

a;) sisteme BIBO-stabile ale céror poli sunt toti situati in {Res < 0};

&) sisteme BIBO-instabile, care au cel putin cate un pol situat in {Res > 0}.

n functie de localizarea zerourilor, sistemele dinamice liniare, invariante n timp,
BIBO-stabile se impart Tn urmatoarele doua grupe:

a;;) sisteme BIBO-stabile ale cdror zerouri sunt toate situate in {Re s < O};

a;,) sisteme BIBO-stabile care au cel putin cate un zero situat in {Re s > 0}.

Sistemele din grupa a;; se mai numesc si sisteme de defazaj minim iar cele din grupa
a,, — sisteme de defazaj neminim. Caracterizarea acestor tipuri de sisteme va face obiectul
paragrafului V1.3.3.

Marea majoritate a sistemelor dinamice liniare invariante Tn timp Tntalnite in aplicatiile
uzuale fac parte din grupa a;4. Réspunsul indicial al acestor sisteme poate fi:

» ostilatoriu amortizat - fig.11.41;

> aperiodic —fig.11.42.

Tn cazul raspunsului indicial oscilatoriu amortizat pentru aprecierea calitatilor sale se
utilizeaza urmatorii indici de calitate (fig.11.41):

ah)y _Tp
1,05h h
h = -;H -------------------------- 0,95h ;
= : : regimul :  regimul
ogsh| [ MY e,
a regimul | | regimul = ranzitoriu E stationar
0,05 tr;’:\nzitoriu N stationar 0,95 fe '
repaus : ! ! _repaus | o : _
ol ¥ ts t 0 tg t
Fig.11.41. Raspunsul indicial de tip oscilatoriu amortizat,  Fig.I1.42. Raspunsul indicial de tip aperiodic; indicii de
indicii decalitate s, tg, t; caitate tgsi t,

e  Suprareglarea:
s =(hpax —N)/h, s%=s -100. (7.0)
e  Durataregimului tranztoriu, t, care este durata pand cand h(t) intrd definitiv intr-o
bandé_ centratd pe h (bandd aleasa in mod conventional), de exemplu o banda de
+5%h centratd pe h ; cu alte cuvinte are loc;
0,95h < h(t) <1,05h,t > t.. (7.2)

Tn acest fel regimul tranzitoriu are o duratd finitd (fapt cu consecinte practice
remarcabile, deoarece teoretic durata regimului tranzitoriu este infinitd), iar pentru
t >t se considera ca sistemul a intrat Tn regimul stationar.
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e Durata de crestere, t, care este durata in care h(t) creste de la 0,05h1a0,95h (sau

dela 0,1h1a0,9h ); in acest context Ut. este un indicator al rapiditatii raspunsului
_indicial.
In cazul raspunsului indicial aperiodic (fig.11.42) se utilizeaza (din motive evidente)
numai indicii de calitate t si t..
Se considera ca raspunsul indicial este de bund calitate pentru s % < 20% si t, t. s aiba

valorile minime posibile (avand Tn vedere ca regimul tranzitoriu este inevitabil). Dupa cum
se va vedea la 7.5 valorile acestor indici de calitate sunt corelate cu localizarea polilor
sistemului in {Res< 0} .

7.2. Elemente de transfer tipice

Analiza sistemelor dinamice liniare invariante in timp, oricat de complicate (inclusiv ca
functii de transfer) se bazeaza pe faptul ca ele pot fi discretizate structural, corespunzator
conexiunilor «seriex» si «paralel» (respectiv conform operatiilor algebrice de multiplicare si
de sumare a fractiilor rationale, Tntr-un numar finit de elemente de transfer simple numite si
elemente de transfer tipice. Acestea sunt:
elementul proportional (P)
elementul deintérziere de ordinul 1 (T1)
elementul dentérziere de ordinul 2 (T2)
elementul integrator (1)
elementul derivator (D)

Desi nu are o functie de transfer de tip fractie rationald, la acestea se adauga si

e elementul cu timp mort (TM) sau cu timp de intérziere.

Tn continuare se prezinta o analizd a proprietétilor dinamice ale acestor sase elemente de
transfer tipice pe baza raspunsului indicial

a) Elementul proportional (P) are functia de transfer:

Gp(s) =K, (7.3
n care K este factorul de amplificare (a carui dimensiune este raportul unitatilor de masura
alelui ysi u). Raspunsul indicial al acestui element este functia treapta de amplitudine K.

Tn cazul sistemelor dinamice reale, se ajunge la functii de transfer de forma (7.3) prin
idealizari si/sau simplificari pe parcursul elaborarii modelului matematic (exemplul 1.4).

b) Elementul de intarziere de ordinul 1 (T1) are functia de transfer:

1 4 hra(t) ,
B _ In cae T > 0 este constanta de timp
O%gg '''''''''''''''''''''''''''''''' : (exprimatd Tn secunde). Sistemul are polul
' : E p1 = —-1/T si raspunsul indicial are forma:
0,632 |---+/-; : itga=1T
. ;IOA|=T hry (1) = (1—e’”T )s ),
ala 5 textg~ 3T care este reprezentat grafic in fig.11.43.
5 o1 a1 a1 ¢+ Se constatd c& hry(0)=1/T, ceea ce

Fig.11.43. Raspunsul indicial al elementului (TL)si 1Nseamna ca, n triunghiul OAB:
semnificatia constantei de timp T tga = th(O) =1/T.

Ca urmare lungimea subtangentei OA lagraficul lui hp (t) este [OA|=T. Acest fapt, pe
de o parte, prilejuieste o interpretare fizicd a constantei de timp T si, pe de altd parte,

G Tl(s) = 1/(TS + 1),



11.7. Corelatia dintre calitatea raspunsului indicial si configuratia poli — zerouri 69

evidentiaza o modalitate de determinare, pe baza unei inregistrari experimentale a lui hpq (t),
aconstantei de timp T. Tn acest caz se poate face uz de hry (T)=1-e"120,631, adicd T este
durata dupé care hy (t) creste de la 0 la 63,1% din valoarea sa finala (de regim stationar).

Se remarca faptul ci pentru t = 3T se obtine hy; (3T)=1-e-3=0,95, ceea ce inseamna
ca durata regimului tranzitoriu este tg = 3T; se poate aprecia de asemenea ca t, =tg.

Exemplul 7.1 (termometrul cu mercur)

Se considerd un termometru format dintr-un tub capilar din sticld, umplut partial cu
mercur si vidat, avand temperatura g,,(t)=qq. Lat = 0 termometrul este introdus Tntr-un
lichid avand temperatura ;. Se cere s se determine functia de transfer intre variatiile de
temperatura: Dg; =q; —qq (laintrare) si Dg,, =0, —Ag (la iesire).

Tntr-o prima aproximatie se face abstractie de capacitatea termicé a tubului capilar (din
sticld). Conform tabelelor I1.1 si 1.2 se pot scrie ecuatiile:

1 dDq
=— (Dg;: — ) =C,—m
Um R, (DQ| DQm) Om mT g
in care R, si C,, sunt rezistenta termicd si capacitatea termica ale mercurului si gy, este

fluxul termic Tn mercur.
Din relatiile de mai sus rezultd ecuatia diferentiala:

dDa
dt

T +Dan =Da;i,

in care T, =R C,, este constanta de timp. Functia de transfer a termometrului este (7.4).1

c) Elementul de intarziere de ordinul 2 (T2) are functia de transfer:
2
w
Gr2(8) = 5—"——, (7.6)
S +2ZW S+ W]

n care w,, > 0 este pulsatia naturald (exprimata in radiani/secundd) si z > 0 este factorul de

amortizare (adimensional). Sistemul are doi poli care pot fi de urmatoarele doua categorii:
e  complex conjugati:

plvzzwn(—zij 1—z2j, 0<z <1 (7.7)
e redi:
P12 :Wn(—z J_r\/zz—l), z>1 (7.8)

n cazul (7.8) elementul T2 este echivalent cu doua elemente T1 Tnseriate, motiv pentru
care n locul functiei de transfer (7.6) se poate utiliza si:

1
Gra(s) = > ; (7.9)
T1T23 +(Tl +T2)S+l

n care:

Top =Uwylz +422-1], z>1 (7.10)

sunt cele doua constante de timp.
Raspunsul indicial al elementului T2 are forma:



70 I1. Transferul intrare — iesire al sistemelor dinamice liniare

—ZW it ,l—z 2
1—%sin Wmll—zzt+arctg— s(t);0<z <1

hry (1) = b—(1+wnt)e‘wnt]s(t); z =1 (7.12)

—ZW it 72 _1
1—%5&1 Wp4Z 2 —1t+argth— | [s ();z > 1.
2 z
z°-1

Graficul acestei functii este reprezentat in fig.11.44.
Pentru ¢ = 0 raspunsul indicial al elementului T2 este neamortizat, de forma:

hyo (1) = {1—sin(wnt+%ﬂs ), (7.12)

n care pulsatia oscilatiei sinusoidale este chiar pulsatia naturald wi,.

Spre deosebire de aceasta
situatie, pentru 0<{<1 pulsatia
oscilatiei sinusoidale amortizate
este:

Wp :Wmll—z2 <w, (7.13)

si se numeste pulsatia proprie.
Pe baza acesteia se poate
determina perioada proprie
(exprimatd Tn  secunde) a
oscilatiei sinusoidale amortizate:

Fig.I1.44. Raspunsul indicial al elementului T2 pentru diferite valori

ae factorului de amortizare z Tp =2p Iw p- (7-14)
cl) Pentru 0 < § < 1 extremele succesive ale functiei hy(t) se obtin pentru:
tkext =KTp/2, k=012,...., (7.15)
si ele au valorile:
hro(t)
p
& % Prin comparatie cu regimul stationar:
b Lo N /N hrp = lim hpy(t) =1, (7.17)
a t—+oo
a 2 rezultd ca oscilatia sinusoidald amortizatd, pentru
0 t momentele  (7.15), se  caracterizeaza  prin
amplitudinile:
. . .. — 2
Fig.11.45. Amplitudinile a, %<=0,1,-2,...., ay =‘hT2a<t—hT2‘ —gPziIz k=012.... (7.18)
pentru calculul decrementului logaritmic o
(7.19) si al factorului de amortizare (7.21); Pentru a evalua descresterea acestor amplitudini cu
perioada proprie T, pentru calculul pulsatiei cresterea lui k se utilizeaza decrementul logaritmic:
naturale (7.22) | =In(ax/ ays1). (7.29)

Tnlocuind (7.18) In (7.19) se obtine:
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| =pz/1-22, 0<z<1, (7.20)

care este independent de k si care simultan evidentiaza dependenta procesului de amortizare
a oscilatiilor exclusiv defactorul de amortizare z.
In cazul inregistrarii experimentale a raspunsului indicial hy, (t) de tip oscilatie sinusoidala

amortizata, relatia (7.20) poate fi utilizata pentru determinarea factorului de amortizare z. Dupa
masurarea a doud amplitudini succesive & Si a4 (fig.l1.45) se poate utiliza (7.19) pentru

cdculul lui | . Apoi, conform relatiei (7.20), se poate determina factorul de amortizare:
z=1/Jp?+12,1 >0 (7.21)

De asemenea, pentru determinarea pulsatiei naturale w, se masoard mai intai perioada
proprie T (fig.11.45). Eliminand Wy si z Tntre (7.13), (7.14) si (7.21) se obtine:

w,=2Vp2+12 /71, (7.22)

cu ajutorul cdreia se poate determina pulsatia naturald w,,.

¢2)1n cazul z > 1 raspunsul indicial este aperiodic. Corespunzator functiei de transfer
(7.9), cu (7.10), expresia acestuia este;

l—(l+%jeT}s t; T=T,=T,(@z=1

hrp (t) =91 t t
1- Te"-Te 2 |ls(t);T,>T,>0,(z >1).

(7.23)

1 2

Pentru T; # T, (z >1), functia hp,(t) are un punct de inflexiune pentru:
T +T,

T,-T
AL E LIS L SN S Sl [To [Tz (7.24)
Ti-T, Tp VT2 \V Ty

Panta tangentei Tn punctul de inflexiune
este: hira(t) C
T+, T =

1 Ty |TT2 1- hT2i 5
toa = T AT, |
TlTZ 1 1 2 hTZi ------------- S oo

intrucat in triunghiul ABC (fig.l1.46) are ;
loc |BC| =1 hry;, rezulta ca: o1 b : ] t=
| ——

t= |AB| =ht+Th, T>T>0 (7.25) Fig.11.46. Abscisa punctului deinflexiunet; si durata

Pe de alta parte, pentru Ty =T, =T, (z=1), t pentru determinarea constantelor detimp Ty, T, ca
raspunsul indicial hy, (t) este aperiodic critic. solutii ale sistemului (7.27)
Punctul de inflexiune este definit de: t; =T, hy, =1 - 2/e. De asemenea, se poate ardta ca
(7.26) ramane valabild, adica t=|AB|=2T, ceea ce Inseamna cd situatia in care raspunsul
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indicial este aperiodic critic, acesta se caracterizeaza si prin:
t=2t=2T, T=T,=T. (7.26)
Tn cazul Tnregistrarii experimentale a lui hy, (1) de tip aperiodic, relatiile (7.24), (7.25)
(in situatia T, = T,) si respectiv (7.26) (in situatia T; = T, = T) pot fi utilizate pentru
determinarea constantelor de timp T,, T,. Dupa masurarea duratelor t; si t se pot determina
T,#T, ca solutii ale sistemului de ecuatii neliniare:
T T
o, (7.27)
T +Ty =t
respectiv T; =T, = Tdin
T=t=t/2 (7.28)

c3) Pentru evaluarea indicilor de calitate definiti la 7.1, ca functii de w, si z, se
utilizeaza expresia (7.11) a raspunsului indicial hp, (t).

Tn conformitate cu (7.1), (7.11) — pentru 0 < z < 1, (7.16) — pentru k = 1 si (7.17)
suprareglarea are urmatoarea expresie:

2
s —e P2/ ,0<z <1, (7.29)
Z (pentrut ) care ve_\_/identiazé. dependenta
10t 5 4 6 810° > 4 6 gl0t , suprareglarii s exclusiv de factorul de
100 19, » amortizare z. Graficul functiei (7.29)
S NS 6 = estereprezentat infig.11.47.
T 4 b Al L, ' Pentru  determinarea  duratei
R L 7 T regimului tranzitoriu, t, se utilizeaza
2 R =32 36z > va 2 T (7.2). Pentru simplificarea solutionérii
K . /’ numerice a sistemului (7.2), (7.11) se
10;3l /4 - 10 introduce n (7.11) timpul
\E B 8 adimensional
6 % 6
4 i t=wpqt.
S . . .
Solutia sistemului (7.2), (7.11) este
2 2 durata adimensionalda a regimului
2 . tranztoriu:
10" 10
102 2 4 6810° 2 4 6810 tg=wpts, (7.30)
—Z (pentrus) care depinde exclusiv de factorul de

Fig.11.47. De| arii s si i adi i i i
g : penden[a gup_rareglarns5|adurate| ad_lmensmnale amortizare z. Dependenta lui te de z
aregimului tranzitoriu t  de factorul de amortizare z A .
este reprezentatd n fig.11.47. Se

remarca desigur existenta unui minim al lui tg pentru z = 0,707. De asemenea se constata
posibilitatea utilizarii aproximarilor:
ts=3/z,0<z <0,707, (7.31)
tg=6z, z>0,707. (7.32)
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Tn ceea ce priveste durata de crestere, t., (in situatia cresterii lui hy, (t) dela O,1ﬁT2 la

0,9ht, ) In cazul functiei (7.11), prin solutionarea numeric se obtine:
to =18/w,,03<z <08. (7.33)

Relatia (7.33) este remarcabild prin simplitate, dar mai ales prin ceea ce exprima si
anume cd rapiditatea raspunsului indicial (adica 1/t.) este direct proportionala cu pulsatia
naturald w,,. Cu alte cuvinte, pulsatia naturala w,, este un indicator al rapiditatii raspunsului
indicial.

Exemplul 7.2 (sistemul «rezistenta — inductanta — capacitate»; continuare)

Se considera sistemul din fig.11.2 (exemplul 1.2). Se cere s se arate cd acesta este de
tipul PT2. S-a aratat la exemplul 1.2 cd sistemul este descris de ecuatia diferentiala:

1/C

s?2 +s/RC+1/LC
rezultd ca ea este de tipul PT2, adica, adica:

K 2
G=— N ncaew, =1/+LC.,z =+/LIC/2R,K = L.

s% + 22wns+w§

Se remarcd faptul ca w, conform formulei lui Thompson, este pulsatia naturald a
oscilatorului L, Cideal (fard rezistenta R, adica pentru R = +oo, respectiv z = 0). O

. Comparand aceasta functie cu (76)

Cy+%z y+% y=u. Rezultd G(s) =

Exemplul 7.3 (termometrul cu mercur; continuare)

Se considera termometrul de la exemplul 7.1. Se cere sa se determine functia de transfer
intre variatiile de temperaturd Dg; (intrare) si Dqy, (iesire) Tn conditiile in care nu se
neglijeaza rezistenta termicd Ry si capacitatea termicd Cg ale tubului capilar (din sticld).

Tn aceste circumstante trebuie avutd Tn vedere si variatia de temperaturd Dq s=0s—0p a

tubului capilar.
Conform tabelelor I1.1 si 11.2 se pot scrie ecuatiile:
o fluxul termic rezultant pentru tubul capilar:

1 1
QSZQSl_%zzR_S(DQi—ms)_a(DQs_DQm)v ds =Cs ™

dDgs

e fluxul termic Th mercur:

dDY
dat -
Din primele doud si din ultimele doud ecuatii rezulta respectiv ecuatiile:

d d
c Dq$+(i+iJDqs—iqu=iin, Cp Ly =L

1
Om =0s2 :R_(Dqs_qu)a Om =Cm
m

dt Ry Rm Rm Rs d Ry Rm
Eliminénd Aqg intre aceste ecuatii se obtine:

d? d
TsTm d'fgm +(Tg + T + Tan) ?;m +Dgm =00, Ts=RCs,Tm=RiCm: Tsm = RsCpn-

Functia de transfer a termometrului are forma (7.9), in care:
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Tio :%(Ts + T +Tgn + \/(TS T )? + Tam(Tem + 2T + 2Tm)]. O

d) Elementul integrator (1) are functia de transfer:

s (1), hy(t) / Gi(s) =1/Ts, (7.34)
1= f incare T, > 0 este timpul deintegrare.
s () | Elementul | are un pol in s= 0, adicd este
h - BIBO-instabil. ~ Raspunsul indicial are
0 T t expresia:
Fig.11.48. Raspunsul indicial al elementului I si h, (t) = ts (t) /TI (7.35)

semnificatia timpului de integrare T,
si este reprezentat in fig.11.48. Se constatd ca

1 uc®) h(T)=1, ceea ce inseamnd ca T, este durata
a dupa care h(t) creste de la O la 1, respectiv
marimea de iesire ajunge sa egaleze marimea

O‘ y(0) t1 t deintrare.
Relatia intrare —iesire Tn domeniul

k=t/T b timpului are forma:
1.t
y(t) = fjou(t )dt .

0 51 t
Fig.11.49. () u(t) = 0 pentru t > tq implica (b)
y(t)=const.=c (nu Tn mod necesar ¢ = 0) pentrut > tq

Se stie cad operatia de integrare (definita)
este o operatie globala (care se extinde pe un
interval). Tn acest context u(t)=0,
t e[ty,t5]<[0,t] nu implica (in mod necesar) y(q)=0, qe[tq, t,]. Deexemplu, pentru:

0, t<O 0, t<0
ut)=41, O0<t<ty,(fig.l1.49.9), din (7.36) rezultd: y(t)=<t/T;, O0<t<ty, (fig.l1.49.b).
0, t=t t /Ty, t>fy
Din graficul dinfig.!1.49.b rezultd n mod clar ca desi u(t) = 0 pentru t > t, y(t) =t,/T; = 0
pentrut>t;.

Aceasta comportare (foarte utild n cazul sistemelor automate, dupd cum se va vedea la
111.5.2) transpare si din forma derivata a relatiei (7.36): y(t)=u(t)/T,, din care rezultd ca
viteza marimii de iesire este proportionald cu marimea de intrare. Anularea acesteia implica
anularea vitezei marimii de iesire, dar nu (in mod necesar) si anularea marimii de iesire.

Exemplul 7.4 (servomotorul electric)

Utilizand rezultatele de le exemplele 2.1 si 2.3 se cere sa se determine functia de
transfer a unui servomotor electric de curent continuu.

Un servomotor de curent continuu este un motor electric de constructie speciald, de
reguld de putere relativ mica, utilizat pentru pozitionarea in spatiu, prin intermediul unui
angrenaj cu roti dintate (reductor de viteza), a unor elemente mecanice, componente ale
unei instalatii tehnologice (inclusiv Tn cadrul unui sistem automat). Tn aceste conditii
marimea de iesire a servomotorului (inclusiv angrenajul cu roti dintate) este unghiul y al
axului de iesire al angrenajului. Relatia dintre viteza unghiulard w a axului servomotorul ui

(7.36)
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si unghiul y este: y (t) = kjct)w(t )dt, careia In domeniul functiilor imagine (Laplace) i

corespunde: Y (s) = k\N(s)/ s, si Tn care k este raportul de transmisie al angrenajului cu roti
dintate.
Conform cu fig.11.20 (exemplul 2.3), in care se considera M(s)=0, functia de transfer a
servomotorului (cu angrenajul cu roti dintate) este:
Y (9 k ko

Can(9) = (9 s (Ls+R)(Is+kg)+kiky

Tn aceastd forma servomotorul (cu angrenajul cu roti dintate) este un element de transfer
de tipul PIT2. Tindnd Tnsa seama de faptul cd prin constructie se poate asigura L=0 si
eventual si J=0, rezulta ca servomotorul (cu angrenajul cu roti dintate) poate fi descris cu
aproximatie prin urmatoarele functii de transfer:

(@AL=05Ggy(9z——t . 1Ktk Rs o R ) 0,6y (92—
T| S T]_S +1 k2k k2 kT| T| S

Rezulta ca principalul element al servomotorului este integratorul. De fapt, toate tipurile
de servomotoare (electrice, fluidice) sunt descriptibile prin Gsm(s) de forma (@) sau (b).

Trebuie remarcat faptul cd experimentul prezentat in cadrul fig.11.49 este usor de
efectuat si Tn acelasi timp este foarte concludent. Pentru t < [0, t;] se va observa o crestere

aproximativ liniard a unghiului y (t), dupé care, pentru t €[t;,+o0), y () = y (t;) = const. #0
(deoarece pentru u(t) = 0, t [t;,+o0), axul servomotorului nu se mai roteste). O

e) Elementul derivator (D) are functia de transfer:

hy () . Y uw, v /
Tpd® =T ©
Lu) = ts (1)
t i
0| - 0 T "t

Fig.11.51. Raspunsul elementului D la marimea de intrare de
tip rampad unitara si semnificatia timpului de derivare Ty

GD (S) = TDS, (737)
in care Tp > 0 este timpul de derivare. Elementul D are un zero de transmisie in s=0.
Raspunsul indicial are expresia:

hp (t) = Tpd(t) (7.38)

si este reprezentat in fig.11.50.
Relatia temporald intrare — iesire a este:

y(t) =Tpu(t), (7.39)

ceea ce inseamna ca marimea de iesire este proportionala cu viteza marimii de intrare.
Pentru u(t) = const., oricare ar fi aceasta constantd, rezultd y(t) = 0.In aceste conditii
transferul intrare — iesire este blocat (cf. 5.3). Elementul D este insensibil |a aplicarea unei

Fig.11.50. Raspunsul indicial al elementului D
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marimi de intrare constante (de exemplu generata de un alt element sau sistem aflat n
regim stationar). Transferul intrare — iesire este neblocat numai pentru u(t) = 0.

Pentru a formula o interpretare a constantei T se considerda marimea de intrare de tip
rampa unitara (de viteza unitard):

u(t) =ts(t). (7.40)
Tnlocuind (7.40) in (7.39) se obtine:
y(t) = Tps (1) (7.42)

Conform fig.11.51, timpul de derivare Ty, este durata dupé care marimea de intrare de tip
rampa unitara egaleaza marimea de iesire.

Exemplul 7.5 (transformatorul electric)

Se considera transformatorul electric cu schema din fig.11.52, cu secundarul functionand
Tn circuit deschis. Se cere sa se determine functia de transfer intre tensiunile u (primara) si y

(secundard). Conform schemei din fig.11.52 se
pot scrie ecuatiile:

i M i=0
R u:Ri+Lﬂ, y:Mﬂ.
dt dt
u y
L

Trecand la transformate Laplace si
eliminand I(s) intre ecuatiile obtinute, rezulta:

Fig.I1.52. Transformatorul electric de la exemplul 7.5; Gr(9) =Y(9/U(s) = Ms/(Ls+R).
usi y — tensiunile primard si secundara, i si B 5 5 .
i =0~ curentii primar si secundar, Rsi L - rezistenta In aceasta forma tranSformatorUI e'eCt“‘f
. . . - . esteun element de transfer de tipul DT1. Dacé
si inductanta primarului, M — inductanta mutuala . . . M R o
prin constructie se realizeaza o rezistentd R
suficient de mare (astfel Tncét L|s<<R), atunci transformatorul electric este descris, Intr-o
prima aproximatie, de functia de transfer: G (s)=Tps, Incare Tp=M/R.
Se trage concluzia ca principalul element continut de transformatorul electric cu
secundarul functionand in circuit deschis (cu rezistenta de sarcina infinita) este de tip D. O

f) Elementul cu timp mort (TM) (sau cu timp de intarziere) are functia de transfer:

b uy=s @) G(s)=e""°, (7.42)
1 ncare T > 0 este timpul mort sau timpul de intérziere.
Transferul temporal intrare — iesire are forma:
0 L yt)=u(t-T) (7.43)
y(t) = hrm(t) si raspunsul indicial are expresia:
S FE— hrw () =s (t-T), (7.44)
0 i T t al carui grafic este reprezentat n fig.11.53. Din aceasta

| = rezultd si semnificatia timpului de intarziere: T este durata
Fig.I1.53. Raspunsul indicial al de propagare prin sistem a marimii de intrare. )
elementului cu timp mort (TM) Un exemplu este transportorul cu banda pentru
granule (de exemplu cdrbune pentru alimentarea unui
cazan de abur) — fig. 11.54. Avand in vedere numai fenomenele de transport este usor de
constatat ca este vorba de un element cu timp mort cu T = L/v.
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Atat din (7.43) cat si din (7.42) rezulta ca
elementul cu timp de Tntarziere este liniar si invariant
in timp. Tn acelasi timp el nu face parte din categoria
celor descrise de ecuatii diferentiale de forma (1.5)
sau de functii de transfer de forma (1.11). Functia (’“v)\ba”da rulanta
(7.42) este o functie transcendentd si ea cilinari
caracterizeaza sistemele (cu parametri distribuiti :
spatial) in care are loc transport spatial de substanta, Flg-ll-54- Transportorul cu bandd; u — debitul de
transfer spatial de energie sau transmisie la distantg ntrae y - debitul de iesire; L — lungimea benzii,
asermnaldor. v - viteza de deplasare.

Tn unele situatii functia de transfer se aproximeaza prin dezvoltarea in serie de puteri a
exponentialei ™ dupd cum urmeaza:

3 e 192 _1-Ts/2+... _2-Ts
T eIY2  14+Ts/2+... 2+Ts

Aceasta formuld (sau altele similare) se utilizeazd pentru simularea (analogica sau
numerica) a elementelor cu timp mort ( TM).

G(s)=€e"® (7.45)

7.3. Obtinerea functiei de transfer pe baza raspunsului indicial

S-a aratat la 7.2 ca Tn cazul elementelor de transfer T1 si T2 este posibild determinarea
experimentald a tuturor parametrilor functiei de transfer pe baza raspunsului indicial.

Adtfel, Tn cazul elementului T1, pe baza lui h(t) obtinut experimental, rezultd T = [OA|
sau T =tg/3. (fig.11.43).

Tn cazul elementului T2, pe baza lui hy, () de forma unei oscilatii sinusoidale
amortizate, conform fig.11.45, se masoara Tp si se calculeaza | (cu (7.19)), dupa care se
calculeaza z si wy, (cu (7.21) si (7.22)). Pe baza lui hy, (t), de formd aperiodicd, tinand
seama de fig.11.46, se masoara t; si t si se calculeaza T, si T, ca solutii ale sistemului (7.27)
(in cazul critict = 2t; si T,=T,=t)).

Evident ca aceste proceduri se pot aplica cu relativd usurintd atunci cand se stie ca
sistemul real este, dupa caz, de tipul T1 sau T2.

Obtinerea pe cale experimentald a functiei de transfer a unui sistem real porneste de la
faptul ca si cel mai bun model matematic obtinut pe cale teoretica este de fapt o imagine
aproximativa a sistemului real. Uneori, cum este cazul navelor aeriene si cosmice, modelul
matematic teoretic este de foarte bund calitate. Alteori, cum este cazul proceselor
termoenergetice, metalurgice sau chimice, modelele matematice teoretice sunt foarte
aproximative (ca structurd), iar parametrii sunt in mare parte necunoscuti.

latd de ce, in fiecare caz in parte, este important (si prudent) sa se verifice modelul
matematic teoretic cu cel elaborat pe baza datelor experimentale existente sau care se obtin
chiar Tn acest scop.

Fie un raspuns indicial de tip aperiodic (ca in fig.11.42) obtinut experimental pentru un
sistem real dat. Un astfel de raspuns indicial poate fi descris de:

ht)=h+Ae™® + Be™™ +Ce @ + ..., (7.46)

in cae h>0, AecR,a>0, BeR, b>0,... sunt necunoscute si urmeazd a fi
determinate. Tntrucdt h poate fi determinat direct din Tnregistrarea Iui h(t), urmeaza ca
Tntr-o prima aproximatie se poate scrie:
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Ig[h - h(t)|= Ig(— A)-0,4343at, in cazul h—h(t) >0 si A<O0, (7.47)
Iglh(t) - = Ig(A) - 0,4343at, in cazul h(t)—h >0 si A> 0. (7.48)

Ecuatia (7.47) (sau (7.48)) este ecuatia unei drepte (intr-un sistem de axe cu t in abscisa
si lgl ] 1n ordonatd). Avand reprezentat raspunsul indicial in aceleasi coordonate, prin
trasarea unei drepte aproximante se determind A si a. In continuare se face aproximatia:

Ig[h —h(t) + Ae™®] = 1g(~B) - 0,4343bt,Mn cazul h —h(t)+ Ae & >0 B< 0, (7.49)

lg[h(t) —h — Ae @] = IgB - 0,4343bt, incazul h(t)~h—-Ae @ >0siB>0. (7.50)

Ecuatia (7.49) (sau (7.50)) este de asemenea ecuatia unei drepte. Avand reprezentat
graficul raspunsului indicial in coordonate (t, Ig[ ]), prin trasarea unei drepte aproximante
se determina B si b. Procedeul se repetd pentru determinarea celorlalti parametri pana cand

eroarea dintre h(t) si estimatul sdu H(t) (obtinut prin acest procedeu), in valoare absolut,
este mai mica sau cel mult egald cu o valoare admisibila prestabilita.

Exemplul 7.6

Se considera raspunsul indicial al unui sistem real conform tabelului:
t 0 01 | 02 | 03 | 04 | 05 1 15 2 3 4 | o
h(t) 0 | 0005 ]| 0034|008 | 014 | 0215 | 051 | 07 | 0817 | 093 | 0975 | 1

Se cere sd se determine h, A a, B si b conform relatiei (7.46).

Evident h =1. Pentru determinarea perechii (A, a), fard a mai face uz de reprezentari
grafice, se aleg punctele de coordonate: t = 3 si Ig[1- h(3)] =-1,167 si respectiv t = 4 si
Ig[1- h(4)] =-1,602 prin care se poate trasa dreapta:

-1,602 + 1167 (t B
4-3

Ig[L— h(t)]+1167 = 3).
Comparand aceastd ecuatie cu (7.47) rezultd: Ig(—A) =-1,167 + (1,602 -1,167)3= 0,138,
adicd A =-1,37; -0,4343a = -1,602+1,167= 0,435, adicd a= 1.

Pentru determinarea perechii (B,b) se aeg punctele de coordonate: t = 0 si
Ig[h(0) —1+1,37]= — 0,432 si respectiv t = 0,5 si Ig[h(0,5)-1+1,37e795] =—1,388 prin care
Se poate trasa dreapta:

lglh(t)— - Ae~2 |+ 0,430 = —2338+ 0432

05
Comparéand aceasta ecuatie cu (7.46) rezulta: 1gB = —-0,432, adicd B = 0,37,
04343 b = % — _1812, adici b= 4,17.

Asadar estimatul raspunsului indicial este: h(t)=1-137e + 0,37 *1"", cu h(0) =0,
caruia, Tn transformate Laplace, 1i corespunde:

A=t 187, 037 _ -017s+417
S s+l s+417 s(s+1)(s+417)

Estimata functiei de transfer cautate este:
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-017s+417
(s+1)(s+417)
Valorile functiei h(t) si ale erorii relative de estimatie, e= [[h(t) — ﬁ(t)]/h(t)l, t>0,
sunt prezentate Tn urmatorul tabel:

G(s)=sH(9) =

t 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 1 15 2 3 4 0
ﬁ(t) 0 0,0047 | 0,394 | 0,091 | 0,152 | 0,215 | 0,502 | 0,695 | 0,814 | 0,932 | 0,975 | 1
€% - 11,29 | 1584 | 752 | 852 0,2 15 | 068 | 0,27 | 0,01 ~0 0

Se observa faptul cd eroarea relativd maxima este de 15,84%. Micsorarea acestei erori
este posibild prin considerarea termenului Cect (si eventual a altora care 7i urmeaza) din
(7.46). Tn acest caz seiau in considerare alte perechi de puncte din tabelul lui h(t). O

Trebuie subliniat faptul ca rezultatele care se obtin cu ajutorul acestei metode sunt
influentate de erorile inerente care afecteazd masurarea valorilor variabilelor t si h(t). Este
usor de verificat, chiar in cazul exemplului 7.6, c& valori usor modificate (conform

posibilelor erori de masurare) ale lui h(t) conduc la o altd functie de transfer G (9.

Tentatia de a micsora cat mai mult eroarea relativa de estimatie prin considerarea unui
numar mare de termeni in (7.46) nu constituie cea mai buna cale de urmat. Procedand in
acest fel (adica utilizand (7.46) cu un numar mare de termeni) creste ordinul functiei de
transfer G(s), situatie care nu este de dorit Tn cazul proiectirii sistemelor automate.
Dimpotriva, proiectarea sistemelor automate se face de reguld utilizand, pe cét este posibil
si Tntre limite admisibile de erori, functii de transfer simplificate (a se vedea observatia 1.5).

Se constata ca problema determindrii structurii si parametrilor unui sistem real pe baza
datelor experimentale (inregistrari simultane ale marimilor u(t) si y(t)), chiar in cazul
existentei unui model matematic teoretic, este de o importantd deosebitd pentru cunoasterea
sistemelor reale. Tn actualul stadiu de dezvoltare a automaticii aceastd problemé face
obiectul unei discipline distincte — identificarea sistemelor dinamice, in care s-au dezvoltat
numeroase metode pentru determinarea structurii si parametrilor sistemelor reale pe baza
datelor obtinute pe cale experimentala.

7.4. Poli si zerouri dominante

De indata ce functia de transfer a unui sistem dinamic este cunoscuta, este posibild
determinarea expresiei raspunsului indicial h(t) si evaluarea indicilor de calitate definiti la
7.1. Tntrucat acesti indici depind de localizarea in planul complex a polilor si zerourilor
functiei de transfer, este natural sa se evidentieze pertinent aceasta dependenta.

Exemplul 7.7 (pol dominant si pol indepartat)

Se considera functia de transfer: G(s)=60/[(s+2)(s+30)]. Se cere sa se determine
h(t) si pe aceasta bazd sa se evalueze importanta relativa a celor doi poli.

Réspunsul indicial are expresia: h(t)=(1-15e~2t/14+e-30t/14)s (t).

Exponentiala e este asociata polului p;= -2 si exponentiala &3 este asociatd polului
p, = —30. Evident, pentru t—>+wo, e3%—-0 mai repede ca e2—-0. Se spune ci polul
p, = =30 este mai rapid ca polul p; = -2 sau ca polul p; = -2 este mai lent ca polul
p, = =30. Cu cét un pol este situat mai la stdnga axei imaginare a planului complex, cu atét
acesta este mai rapid. Se poate spune cd polul p; = -2 este dominant in comparatie cu polul
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indepértat p, = —30, deoarece e persista, cu valori semnificative, un timp mai ndelungat,

comparativ cu €30, Tn plus, in cazul de fatd, coeficientul lui 30t este mai mic, in valoare
absolut3, decat cel al lui e,

Tn aceste circumstante, pentru |s| suficient de mic, respectiv pentru t suficient de mare
(in virtutea relatiei dintre s si t, conform teoremei valorii finde — Anexa A.1.2.b.3%), este
posibild aproximarea |s+30|=30. Rezultd ca Tn G(s) se poate pastra numai polul dominant,
adica este posibild utilizarea functiei de transfer de ordin redus: é(s) = 2/(s+2) céreia i
corespunde raspunsul indicial: h (t) = (1-e2)s(t). Fireste, se pot evalua erorile
|G(s)—§(s) | si|[h(t) - ﬁ(t)] |/h(t), pe baza cdrora se poate decide privind oportunitatea
utilizarii lui é(s) inlocul lui G(s). O

Pentru abordarea adecvata a problematicii polilor si zerourilor dominante se considera
un sistem dinamic BIBO-stabil descris de functia de transfer (similara cu (1.13)):

Him:l(s— z)
[T}~ p; )

in care m < n, polii P sunt simpli (pj Pk k= 1,n) cu Rep <0,j=1,n, siz =P

G(s) =K (7.51)

i=1,m, j=1n, cu z=0,i=1m, (daci existd un z = 0, atunci sistemul contine un
element D, care blocheaza transferul intrare — iesire in regim stationar; a se vedea 7.2.€).
Raspunsul indicial a sistemului descris de (7.51) are expresia:

h(t) = (AO . ZE:lAkepkt)s ®, (7.52)
n care:
po=hi= lim h()= Lmsée(s) ()™ K[ "z /TT0P; (7.53)

Ak{(s—pk)ée(s)} =KH;“<pk—zi)/pkH2,.¢k(pk—p,—>, k=1n (7.54)

S=Pk
Din (7.53) se obtine:

< =™ [T7p; /T2 )

care Tnlocuit in (7.54) conduce la:

A=A TT7 - P/ 2)/TT @ P/ ) k=1n (755
Utilizand (7.53) si (7.55), din (7.52) rezulta:
h(t) = ﬁ[l— ZL(HT - pi/ )T i @ Pl pj) P }s ®). (7.56)

Tn multe situatii, chiar deliberat create (dupd cum se va vedea la V.5), este posibila
Tmpartirea polilor P J= 1,n , in doud mari grupe:
e 0 grupa a polilor relativ apropiati de originea planului complex, notati generic cu py;
e 0 grupd a polilor indepartati, notati generic cu p,, pentru care:
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Rep, <<Repm, [P P>l Pml-
Polii p,,, se numesc poli dominanti si polii p,, se numesc poli indepartati.
O impértire si calificdri similare sunt posibile si pentru zerourile z,i= 1,m.
Din expresia (7.56) alui h(t) rezultd cd influenta unui pol indepartat (p,, ) asupralui h(t)
este de doua feluri:

e in h(t) existd exponentiale de forma ePnt care tind rapid la 0 pentru t tinzand la +o,
n conditiile Tn care coeficientii corespunzatori, A, , pot fi, eventual, mari in modul;

* p, sunt prezenti in coeficientii Aai exponentialelor ePnt; intrucét: |1-p,,/p,| = 1
rezultd ca polii Tndepartati (p,, )au o influenta neglijabild asupra coeficientilor A,.

Tn ceea ce priveste influenta zerourilor z, i = 1, m , din (7.55) rezultd cd acestea sunt
prezente numai Tn coeficientii A, k= 1,n.

Pentru zerourile Tndepértate, notate generic z, , pentru care: |z, |>>|p,|, |z,[>>]z4],
(z, ca notatie genericd, reprezintd zerourile dominante) are loc evaluarea: |1 - p,,/z,| = 1,
ceea ce Tnseamnd cd zerourile Tndepartate au un efect neglijabil asupra coeficientilor A,

Fie ny numarul de zerouri dominante si ny numarul de poli dominanti ai lui G(s). n
aceste circumstante raspunsul indicial (7.56) poate fi aproximat prin:

TOREEIO N § RISTIENT] § (N VE ) Sl O

cu conditia ca eroarea de aproximare [h(t)—ﬁ(t)]/h(t) sa aiba valori admisibile. Urmeaza
ca functia de transfer bazata exclusiv pe polii si zerourile dominante se determina cu:
G(s) = s¥{h(1)}. (7.58)

7.5. Configuratii cu doi poli dominanti; localizarea polilor dominanti

Situatiile Tn care se pot pune in evidenta sau se pot realiza in mod deliberat configuratii
cu doi poli dominanti sunt foarte frecvente.
In acest caz, dupa cum se stie de la 7.2.c, se scrie:

- Kw 2
G(9)=G(9) = 51—, (7.59)
S° +2ZW,Ss+Wp
in care
bL :Wn(—z + i1z 2), 0<z <1 (7.60)

sunt polii dominanti. Se au Tn vedere numai valori ze(0,1) deoarece, dupd cum se stie de la
7.2.c, t 4 (durata adimensionala a regimului tranzitoriu) are un minimum pentru z= 0,707.

Tn mod obisnuit, pentru un sistem dat, se precizeaza valorile admisibile s, tg, si t., ae

indicilor de calitate. Se intelege ca valorile curente ale indicilor de calitate trebuie sa
satisfaca inegalitatile:
s <Sg, (7.62)

t <tg, (7.62)
te <tey. (7.63)
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Fireste ca satisfacerea inegalitatilor (7.61) — (7.63) este posibila numai dacd polii
dominanti (7.60) sunt localizati adecvat in {Re s< 0}.
1° Conditia suprareglarii (7.61), Tn conformitate cu (7.29), conduce lainegalitatea:

z27,=|ns a|/,Ip2+lnzsa, (7.64)

n care z,, este valoarea admisibila a lui z..

Pentru a vedea semnificatia lui z din punctul de vedere al localizarii polilor dominanti
(7.60) se introduce un nou parametru prin:

cosy =z, O<y <p/2, (7.65)
in care +y sunt unghiurile pe care le fac respectiv fazorii p; , fata de axa reala negativa a
planului complex. Tn acest context, din (7.64) si (7.65) rezulta:

Z =cosy 2|Insa|/‘/p2+ln25a:cosya:za, (7.66)
ceea ce implica:

Y <Y a, (7.67)
incarey , este valoarea admisibila a lui y .

Inegalitatea (7.67), care este echivalentd cu (7.61), precizeaza faptul ca polii dominanti
(7.60) trebuie sa fie localizati Tn domeniul Dga (sectorul unghiular AOB, s= 0), fig.I1.55.

pP1 Pl.s

A Pl.s X--t——-- (WnZ)a=amin
Dea P1 y D ! z=0,707
I
! 8 tsa | —-0<z<0,707
I
S <54 i i<t | 450
| P i
z< 2z, i y 0 az= amin! 457 |(wnz)=a
i "
<
Y =VYa - Z>0'7o7i S T0<2z<0,707
B /5'4( _______ 2=0,707
P1
Fig.11.55. Localizarea polilor dominanti p, , pentru Fig.11.56. Localizarea polilor dominanti p, , pentru
satisfacerea conditiei s <s 4 satisfacerea conditiei t< tey

2° Conditia duratei regimului tranzitoriu (7.62), in conformitate cu (7.30) si (7.31)
respectiv (7.32) conduce la urmatoarele doua inegalitati:

Wnz)> Wz ), =3/tg, 0<z <0,707, (7.68)

(Wpz )= (Wwyz ), =6z 2/tg, 0,707 <z <1, (7.69)
n care (w,,2), este valoarea admisibild a produsului (w,,z). Acest produs, existent in polii
dominanti (a se vedea (7.60)), in conformitate cu 6.6, este de fapt gradul de stabilitate a si
(WnZ)5 avand in vedere si (6.18), (7.68), (7.69), este rezerva de stabilitate a,;,. Tinand
seama de fig.11.39, rezultd c& polii dominanti (7.56) trebuie sa fie localizati in domeniul
Disa (la sténga dreptei d) din fig.11.56.

3° Conditia duratei de crestere (7.59), in conformitate cu (7.33), conduce la
inegalitatea:

Wn > Wpg =1,8/te,, 0,3<2<0,8, (7.70)
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n care w,, este valoarea admisibila a lui w,.
Din (7.60) se obtine:

Wh=[Py2 | (7.71)

Tn acest context (7.70) si (7.71) araté ca polii dominanti (7.60) trebuie sa fie localizati Tn
domeniul Dica (la stdnga semicercului) din fig.11.57.

tt<ta __yps L P.s
z=( 3
pr N | D, ™ (zWn)a
X JWna * JWha
N S <s '
Dica/ | s a | Ya
. N ts<tsa = >
z=08 | i
7 —Wn teSta | _
p¢ /| IWna P2 ~IWna
Wn 3 Wha 2=03
Fig.11.57. Localizarea polilor dominanti p, , pentru Fig.11.58. Localizarea polilor dominanti p, , pentru
satisfacerea conditiei t. <t satisfacerea conditiilor s <s 5, tg<tgy sito <teq

4° Polii dominanti (7.60) trebuie sa fie astfel localizati In {Re s<0} incét sd fie
satisfacute simultan inegalitatile (7.61) — (7.63). Tn conformitate cu fig.11.54, 11.55 si 11.56,
polii dominanti trebuie sa fie localizati Tn domeniul Da din fig.I1.57. Localizarea efectiva a
polilor p; , trebuie sa se faca Tn apropierea frontierei respectivului domeniu, deoarece n caz

contrar py ,, Tsi pot pierde caracterul dominant (fatd de polii indepartati care nu au fost luati
in considerarein G (s) - relatia (7.59)).

Exemplul 7.8 (realizarea unei configuratii cu doi poli dominanti)

Se considera sistemul automat cu schema bloc structurald din fig.11.59. Se cere sa se

aleaga parametrii k si a astfel incét s, = 0,05, tg, = 3 sec. si t; = 1,5 sec.
Pe baza relatiilor (7.66), (7.67), (7.69) si (7.70) rezulta:

Z =CoSy >COsy , =In0,05|/(314)% +In®0,05=0,69; y <y a =46°;

(Wwpz)>Wnz)a =3/3=1 0<z <0,707, U@ K Y(s)
(WnZ)Z(WnZ)aZZZZ! 0,707 <z <1, + s(s+a)
W, >W, =18/15=12. =

Functia de transfer a sistemului automat are
expresia

Fig.11.59. Sistemul automat de la exemplul 7.8

: kw2
Go(jw) = — . == W= k,z =al2vk, K =1
s“+aps+k s°+2zZw,s+wy

Exista o infinitate de solutii Tn ceea ce priveste localizarea polilor dominanti. De
exemplu: z = 0,707, W, =141 k=wZ =2, a=2zw,, =2, py, =1+ |.
Valorile efective ale indicilor de calitate sunt:
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s =e ™ JAz? _ 0,043; tg =t ¢ /W,, = 2,8/1,41=198sec (cf. fig.11.47) ;

tc =18/w, =18/1,41=128sec.

Se pot adopta de asemenea:

z2=075 w,=15; k=w3=225 a=2zw,=225 p;,=-1125+ j0,992.
Valorile efective deindicilor de calitate sunt:

s =0,028, tg =3/15=2sec.(conformfig.11.47), t; =18/15=12sec. O

7.6. Efectul unui zero suplimentar

Tn cazul unei configuratii cu doi poli dominanti introducerea unui zero suplimentar are
ca efect numai modificarea coeficientilor exponentialelor asociate polilor dominanti,
existente in h(t).

Exemplul 7.9

Se considerd sistemul descris de functia de transfer: G(s) =2/[(s+1)(s+2)]. Se

introduce un zero suplimentar, s=-z, astfel ca functia de transfer a sistemului devine:
1 2(s+2

Gy(s) =—=————"— Tincare coeficientul 1/z, cu z = 0, din fata fractiei are menirea de a
Z(s+)(s+2)

pastra neschimbatd valoarea factorului de amplificare (respectiv are loc h =h, =1). Secere
sa se determine h(t) si hy(t) si sa se evalueze efectul zeroului suplimentar.

Cele doua raspunsuri indiciale au expresiile:

ht) = (1-2et +e)s (1), hy(t) = {1— 2(1— lje—‘ + (1— EJe—ZI }s ).

z z

Este usor de observat cd: hy (t) = h(t) + h(t)/z.

h(t), ha(t)

hy(t); Yz=15
2001

hy(t); Yz=-0,75
05

100 1
h(t)
0 1 2 3 t ol 246 8 10 a
Fig.I1.60. Raspunsurile indiciale la Fig.1.61. Dependenta supraregldrii 6% de pozitia . > 0
exemplul 7.9 azeroului suplimentar situat pe semiaxa reala negativa

Tn aceastd situatie, pentru z > 0 este de asteptat sa aparé o suprareglare n hy(t), desi h(t)
are suprareglarea nuld - fig.11.60 (z1 = 1,5); t, se micsoreaza si t, rdmane aproximativ
constant.

Pentru z < 0 (adicé pentru un zero s=-z> 0, situat pe semiaxa reald pozitiva a planului
complex) hy(t) are initial o evolutie cu valori negative - fig.11.59 (z'1 = -0,75); t, creste i tg
ramane aproximativ constant.

Daca zeroul este Tndepartat (|z[)—-+o0, atunci efectul sau este neglijabil. O
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Fie o configuratie cu doi poli dominanti — functia de transfer G(s) de forma (7.59). Se
introduce un zero suplimentar, s=—azw,,, in care —zw,, este partea reald a polilor dominanti

si aeR\W0} este un parametru Tn functie de valorile céruia se va evalua efectul zeroului
suplimentar. Noua functie de transfer are expresia:

Kwp, S+azwp

Gy(s) = (7.72)

az 24 Zzwns+wr%
n care coeficientul Kwy,/az din fata fractiei are menirea de a péstra neschimbatd valoarea
de regim stationar (adica h = by = K).

Din (7.59) si (7.72) rezultd: G,(S)=G(s)+sG(s)/azw,. Ca urmare, pentru
raspunsurile indiciale se poate scrie relatia: hy (t) = h(t) + h(t) /azw,,.

Pentru a > 0 zeroul suplimentar (situat pe semiaxa reald negativa), determina o crestere
a supraregldrii. De exemplu, pentru w,, = 1 si z = 0,5 relatia dintre s % si a este
reprezentata grafic in fig.11.61. Se observa ca pentru a <(0,4) (ceea ce inseamna ca zeroul
suplimentar este dominant) suprareglarea s % are o variatie foarte mare. Pentru a e [4,+x)
(zeroul suplimentar este Tndepartat) suprareglarea s % este aproximativ constanta.
Investigatii similare aratd cd zeroul suplimentar dominant poate asigura cresterea rapiditatii
(micsorarea lui ty); ts rdmane aproximativ constant (fig.!1.60).

Pentru a < 0 (zeroul suplimentar este situat pe semiaxa reald pozitivd) se obtine
hy(t) < 0in primele momente (a se vedea fig. 11.60). O astfel de comportare este tipica pentru

sistemele de defazaj neminim (a se vedea V1.3.3). Tn acest caz zeroul suplimentar poate
avea ca efect o reducere a rapiditatii (cresterea lui to); tg rdmane aproximativ constant

(fig.11.60).
7.7. Efectul unui pol suplimentar

Fie o configuratie cu doi poli dominanti — functia de transfer G(s), relatia (7.59). Se
introduce un pol suplimentar, s=-azw,, Tn care —zw,, este partea reala a polilor dominanti
(preexistenti) si a > 0 este un parametru in functie de valorile caruia se va evalua efectul
polului suplimentar. Noua functie de transfer are expresia:

azwp, KW%

Gy(s) = (7.73)

s+azwy, s? + 22wns+wﬁ
pentrucare h = by = K.

Din (7.59) si (7.73) rezultd: Gy(s)+azw,G;(s) =azw,G(s).Ca urmare, pentru
raspunsurile indiciale se poate scrie: hl(t)+azwnh1(t) =azwyh(t). Din aceastd relatie
rezultd ca polul suplimentar (situat pe semiaxa reald negativa) poate avea ca efect o crestere
aduratei regimului tranzitoriu t;. De exemplu, pentru K = 1 si z = 0,5 raspunsul indicial
hy(t), pentru diverse valori a > 0, este reprezentat in fig.11.62. Relatia dintre t g =wytg si a
este reprezentata grafic in fig.11.63. Se remarcd faptul cd pentru a e (0,4) (polul
suplimentar este dominant) durata adimensionald a regimului tranzitoriu, t, are o variatie
foarte mare. Pentru a e [4,+0) (polul suplimentar este Tndepartat) to este aproximativ
constant.
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Tn incheiere trebuie remarcat ci polul suplimentar poate determina reducerea
supraregldrii dar si o reducere a rapiditatii (cresterea lui ty), fig.I1.62.

ha(t) K=1, z=0,5 10 bt s=wnts z2=05
1= —-

05 a=20,1 54+
a=1
a=5
a=10 w nt

o 4 8 o o0 2 4 6 8 10 a

Fig.11.62. Raspunsul indicial & sistemului (7.73) pentru Fig.!1.63. Dependenta duratei adimensionale a
diverse pozitii a > 0 ale polului suplimentar situat pe regimului tranzitoriu, ts, de pozitia a > 0 apolului

axa reala negativa suplimentar situat pe semiaxa reala negativa

7.8. Simbolizarea operatoriala a sistemelor dinamice liniare

Prin utilizarea elementelor de transfer tipice descrise la 7.2, pe baza conexiunilor
«seriex», «paralel» si «cu reactie», se pot alcatui structuri avand functii de transfer oricat de
complicate. Din acest motiv si pentru c& elementele de transfer tipice pun in evidenta cele
mai simple operatii de transfer intrare — iesire, simbolurile P, I, D, T si TM se utilizeaza in
combinatii si cu indici adecvati pentru caracterizarea operatorialad a oricarui sistem dinamic
liniar atunci cand se cunoaste functia lui de transfer.

Pentru atribuirea corectd a simbolurilor operatoriale se procedeaza astfel:

o Se fac toate simplificarile factorilor comuni de la numaratorul si numitorul lui G(s).

o Numardatorul contine un polinom eventual Tnmultit cu e’ 1S (un element TM).

e Dacd G(s) are p > 0 pali Tn origine, se scoate in factor la numitor sP.

o Se impart toti termenii polinomului de la numaratorul lui G(s), unul céte unul, la s.

o Expresia de la numarator se simbolizeaza prin P, | si D, dupa caz (cu indicii p si q
pentru | si respectiv D pentru ordinul maxim al operatiilor corespunzatoare),
considerand termenii ca functii de transfer ale unor elemente conectate in paralel.

o Inversul polinomului de la numitorul lui G(s) este functia de transfer a unui element
T (cu indice r pentru ordinul maxim al operatiei corespunzatoare) conectat in serie
cu grupul elementelor asociate numaratorului, respectiv (P, I, D) si TM.

e Simbolul operatorial are forma: (P+Ip+Dq) TM Tr=PIlpDqTr TM.

Exemplul 7.10

bys* +bss® + bys? + bys+ by TS i

5 4 3

Se considera functia de transfer: G(s) = >
a5S + a4s + a3S + azs + a]_S+ ao

se cere sa se faca simbolizarea operatoriala.
In ipoteza ca nu exista factori comuni intre polinoamele de la numaratorul si numitorul
lui G(s), se prelucreaza G(s) dupa cum urmeaza:

bys* +bys% +bys? +bys+
Gy =—> b33 2 it boe*TS:(b2+ﬂ+ﬁ;+b33+b4sz) i e’
s“(agS” +a4S“ +azs+ay) I S I2s T agS” +a4S° +ags+ax TV
T3

Simbolul cdutat este: PI2D2T3TM. O



PROPRIETATILE SISTEMELOR Capitolul
AUTOMATE

1. Clasificarea sistemelor dinamice dupa structura

Structurabilitatea, ca proprietate a sistemelor dinamice, a fost evidentiatd in mod
implicit Tn capitolul precedent cu prilejul introducerii notiunii de schema bloc structural&
(subcap.11.2). Tn continuarea acelei aborddri, prin structurd fundamentala se intelege o
reuniune de elemente ale carei proprietdti nu se regdsesc, ca atare, printre proprietatile
elementelor componente. Proprietdtile unei structuri fundamentale apartin T primul rand
conexiunilor dintre elementele componente, respectiv reuniunii structurate a elementelor si
raporturilor dintre elemente si ansamblul lor. Tn acest context elementele componente se
numesc si elemente de baza. Daca avem in vedere tipurile de elemente (sisteme) cuprinse in
tabelul 11.2 se poate afirma ca o structurd fundamentald este de reguld constituitd din
elemente disipative, elemente acumulatoare inductive si / sau elemente acumulatoare capacitive
(ca elemente de bazd), deoarece reuniunile structurate ale acestor elemente au proprietati care nu
se regasesc, ca atare, printre proprietatile elementelor componente.

Exemplul 1.1 (structura fundamentala)

Se considera circuitul «L, C» din fig.Ill.1. Se cere sa se arate ca acesta formeaza o

t=0

structurd fundamentala.
Intr-adevar, conform fig.Il1.1 si tabelului 11.2, se pot

scrie ecuatiile:
LIy i@=0, cMoi wo)=up =2
- C T o7 ¢
din care, cu notatia w,, =1/+/LC, rezultd:
d%u , . i ircui
e +w2u=0, u@)=qe/C, u'(0)=i(0)/C=0. F'Q'L'L'i;ig;ﬂ L

Solutia acestei ecuatii diferentiale este: u(t) = (qg /C) coswpt, t>0.

Caurmare, circuitul «L, C» este oscilant, acesta fiind proprietatea sa fundamentald. Este
lesne de observat ca aceasta proprietate nu se regaseste printre acelea ale elementelor «L»
sau «C» luate separat. O

S-a aratat la 1.3 ca o relatie de tip special existenta Tn structurile sistemelor dinamice
este reactia (pozitiva sau negativa). Neluand in considerare prezenta operatorului uman, din
punctul de vedere al inexistentei sau existentei reactiei se disting sisteme dinamice a caror
structurad este: deschisa sau inchisa.

1.1. Sisteme cu structura deschisa; principiul compensatiei

Acestea sunt reuniuni de elemente cuplate functional astfel Tncat marimea de intrare a
oricarui element component nu este determinatd, direct sau indirect, de marimea de iesire a
respectivului element. Cu alte cuvinte structurile deschise nu contin conexiuni «cu reactie».



88 I11. Proprietatile sistemelor automate

O structura deschisa este constituitd numai din conexiuni «serie» si / sau «paralel».
O structurd fundamentald deschisd minimald este formatd din doua elemente conectate Tn
serie (fig.111.2), a caror functionalitate este definitd prin urmatoarele:
e Subsistemul principal, Sy, realizeaza dependenta marimii de iesire y de marimea de
comanda m; in cazul sistemelor tehnice, S, este o instalatie tehnologica.
e Subsistemul de comanda, S,, realizeaza dependenta marimii de intrare / iesire (in
S,/ din S,;) m, de marimea de intrare u; se spune ca S, este comandat de S, si sistemul
n ansamblu se numeste sistem de comanda.
De regula S, este dat si se doreste realizarea unui
u m *W anumit transfer u—y. Tn acest scop se adaugi S,, creat
—- Sy = S| = specid, astfel Tncat ansamblul sa realizeze transferul
_ ~_ U —>y. Aici trebuie sa se tind seama de faptul ca (in
Fig.111.2. Structura f?”d?{“e”ta'é deschisa special) asupra subsistemului S; actioneaza perturbatia
minimala
w care tinde sa modifice transferul u—y. Ca urmare,
marimea u trebuie modificata (de catre un operator uman, prin care se realizeaza de fapt o
reactie negativa; a se vedea |.2) astfel incat sa se diminueze efectul lui w asupralui y.

Exemplul 1.2 (generatorul electric de c.c.)

Ca sistem cu structura deschisa se considera si se analizeaza generatorul electric de c.c.
a cdarui schema este prezentata in fig.111.3. In conformitate cu notatiile din figura, pentru
regimul stationar, se pot scrie relatiile:

Ys =€ — Rig (circuitul indusului) (ay)
&5 = kwF ¢ (tensiunea electromotoare) (a,)
F s =Lexiex (fluxul de excitatie) (a3)

_ u -
iexs = ——=— (curentul de excitatie), (a,)

Rex + Rt

Fig.Il.3. Schema generatorului electricdec.c. s . . . .
(exemplul 1.2); u_~ tensiunea de excitatie (marimea 1N care indicele s simbolizeaza regimul

deintrare), y - tensiunea la bome (mdrimeade  stationar. Eliminand e, Fg i ig,g intre (a;) -

iesire), i — curentul de sarcind (perturbatia) (aA) rezulti:

A\ys Y5~ Yo — Rig Yo =kWslexUes /(Rex + Ry)- (25)

vo \.\.\_\ 3 Relatia (ag) este caracteristica staticd a
e~ . . .

yS" i =~ generatorului, fig.ll1.4 (dreapta 1). Valoarea lui
\"-\\\ ~1 Yo — tensiunea de «mers in gol» — poate fi

2 T modificatd prin variatia tensiunii de excitatie Ug,g
0 is is sau a rezistentei R. Tn acest fel caracteristica

> statica se poate deplasa pe verticald (paralel cu ea

Fig.II1.4. Caracteristica staticd a generatorului  Tnsési) in scopul compensdrii efectului curentul ui
electric dec.c. (exemplul 1.2) de sarcina ig (perturbatia) asupra tensiunii la

borney, (fig. I11.4, caracteristicile 2 sau 3).
Sistemul prezentat are structura deschisd. Subsistemul S, este format de generator, iar
subsistemul S, este 0 sursa de tensiune externa (Ug,g variabild) sau reostatul R.. O
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Principiul compensatiei. Pentru diminuarea, sau intarirea efectului perturbatiei w
asupra marimii de iesire y se poate introduce un subsistem S; (fig.Il1.5) prin care se

realizeaza o dependentd suplimentard adecvatd a marimii de comanda m de perturbatia w
(conexiune feed-forward). Solutia clasicd Tn acest sens consta n introducerea, prin S; a

efectului lui w (aditiv sau substractiv) asupra lui m, asa cum se arata n fig.111.5. Se obtine
astfel un sistem de comanda care functioneazd pe principiul compensatiei (sau principiul
Poncelet). Se remarca faptul ca sistemul obtinut are in continuare o structurd deschisa.

Exemplul 1.3 (generatorul electric de c.c.; aplicarea principiului compensatiei)

Tn cazul generatorului electric de c.c. (fig.111.3) solutia de aplicare a principiului
compensatiei consta n introducerea unui electromagnet (fig.I11.6, bobina 1, piesa fero-
magneticd mobila 2 si resortul antagonist 3) care actioneaza cursorul reostatului (fig.I11.6,

reostatul 4 si tija 5). Bobina electromagnetului este conectatd Tn serie cu indusul si cu
rezistenta de sarcina. Curentul de excitatie Tn regim stationar este dat de ecuatia (a,) In care

ui ‘m y

— () Lol S1 e
|- S

Fig.I11.5. Structura fundamentald deschisa n care se Fig.I11.6. Schema generatorului electric dec.c. cu
aplicd principiul compensatiei (feed-forward) aplicarea principiului compensatiei (exemplul 1.3)

reostatul de reglare este descris de:
) A + re)/(Rex + rex — i

R =l —Kfis, (b)) Ys Yo(Rex * rex) (Eex e s)

deoarece la cresterea / scaderea curentului i YO
piesa 2 se deplaseaza spre dreapta / stanga m: (ig)
realizandu-se astfel o scadere / crestere a lui Yo—Rls

R;; variatia lui R, este proportionala si de sens )
opus aceleia a lui ig. Ca urmare, eliminand e, — i
fs loe i Reintre ecuatiile (a) — (@) i o) e | " _Ri

obtine caracteristica statica: =~

. ! Fig.111.7. Caracteristica staticd a generatorului electric
Ys = Yo(Rex +ex )/ (Rex +Tex —Kris)—Ris. (D)) dec.c. cuaplicarea principiului compensatiei
(exemplul 1.3)

Se observa ca primul termen din membrul
doi depinde de curentul de sarcind is. De exemplu, la cresterea / scaderea lui ig acest termen
creste / scade. Aceasta crestere / scadere poate compensa (mai mult sau mai putin) cresterea
/ scaderea termenului R ig (ecuatia (b,), membrul doi). Tn acest fel y, poate fi mentinut
aproximativ constant intr-o vecinatate a unui punct de functionare dat, fig.111.7.

Trebuie subliniat ca rationamentul de mai sus se bazeaza pe ipoteza cd R = constant,
ceea ce nu are loc Tn general. Tntr-adevar, R (rezistenta indusului) depinde de temperaturd
care poate varia intre limite largi. Orice variatie a lui R produce o variatie a lui Rig (in

ecuatia (b,)). Simpla compensare dupd perturbatia i nu mai are acum nici un efect deoarece
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de aceastd data variatia lui Rig se datoreaza lui R si nu lui ig. Pentru arealiza o compensare a
efectului variatiei lui Rar fi necesard masurarea lui R si materializarea unei relatii Tntre iy, si
R. Aplicarea consecventd a principiului compensatiei ar conduce la solutii similare pentru w
(viteza unghiulard a rotorului) etc., ceeace, practic poate fi prea complicat. O

1.2. Sisteme cu structura inchisa; principiul abaterii

Acestea sunt reuniuni de elemente cuplate functional astfel Tncét cel putin Tn cazul unui
element component mdrimea sa de intrare este determinatd, direct sau indirect, de marimea
sa de iesire. Cu alte cuvinte structurile Tnchise contin conexiuni «cu reactie».

O structura fundamentald inchisa minimala este formata din trei elemente in conexiune
«cu reactie»: doud elemente Tnseriate pe calea directda si un element pe calea de reactie
(fig.111.8). Functionalitatea acestor elemente este definita prin urmatoarele:

e Subsistemul principal, Sy, realizeaza dependenta marimii de iesire y de marimea de

comanda m; Tn cazul sistemelor tehnice S, este o instalatie tehnologica.

e Subsistemul de reactie, S, realizeaza transferul informational y —y,, y, fiind médrimea de

reactie.

e Subsistemul decizional, S,, elaboreaza o decizie privind evolutia marimii de comanda

m pe baza marimilor de intrare Yp si de reactie y, Tn conformitate cu un anumit
agoritm. Transferul (yp, Y;) — m trebuie sa asigure realizarea unui anumit transfer

Yp — Y n conditiile in care acesta este perturbat de w.

Se observa ca m depinde de ambele marimi de intrare: Yp si w. Efectiv orice variatie a
lui y, indiferent de cauza care a provocat-o (in speta Yp si / sau w, variatii ale parametrilor

sistemului sau cauze care din varii motive nu sunt incluse Tn modelul matematic, dar care
sunt prezente in sistemul redl) are caurmare, prin S, S;, modificarealui msi implicit alui y.

*w

Yo
s s j»y
Yr t
S
Fig.111.8. Structurd fundamentala inchisa Fig.I11.9.Structura fundamentald inchisa minimald; yr se aplica
minimald cu [-] (reactia negativa) sau cu [+] (reactia pozitiva)

Efectul variatiei lui y asupra lui Thsusi poate fi de semn contrar (reactie negativa) sau de
acelasi semn (reactie pozitiva) cu variatia lui y.

Un caz particular uzual este acelan care S, realizeaza transferul a— m, cua=u¥y, si
Yp— U, fig.111.9. Semnul [-] defineste reactia negativa, iar semnul [+] defineste reactia pozitiva.

1° Reactia negativa; principiul abaterii

n cazul sistemelor automate, atunci cand y variaza ntr-un sens, S; determind prin m o

variatie de sens contrar a lui y. Evident, in aceastd situatie sistemul este inzestrat cu o
reactie negativa. Variatia de sens contrar a lui y trebuie sa fie bine dozatd ca valoare si
viteza astfel Tncat sa se evite amorsarea unor oscilatii neamortizate sau prea slab amortizate,
adica sa se asigure transferuri Yp Y si w — y de calitate acceptabild (de exemplu carac-

terizabile prinindicii de caitate definiti pe baza raspunsului indicial (ase vedeall.7.1).
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Principiul abaterii. Pentru a = u -y, (fig.111.9) sistemul contine o conexiune cu reactie
negativa. Marimea a se numeste abaterea dintre u (de reguld proportional cu yp) siy, (de

regula proportional cu y). Se spune ca sistemul automat lucreaza pe principiul abaterii (sau
principiul Watt) a cdrui formulare este urmatoarea:

Orice variatie a lui y, indiferent de cauza care a provocat-o, este urmata
intotdeauna, datorita reactiei negative, de o actiune a intregului sistem in
sensul diminuarii sau chiar anularii abaterii a. Se mai spune ca Tnsasi existenta
unei variatii a abaterii (indiferent de cauza care a provocat-o) are ca efect
evolutia sistemului automat Tn sensul diminuarii sau chiar al anularii abaterii.

Trebuie remarcat faptul cd principiul abaterii poate asigura o comportare mai bund a
sistemelor Tn comparatie cu principiul compensatiei. Tn cazul principiului abaterii se obtine
o diminuare sau chiar anularea abaterii a, indiferent care este cauza care a produs variatia
lui a, prin simpla existentd a reactiei negative dupa marimea de iesire y si a transferului
a — mde forma adecvata. Implicit are loc si o stabilizare a sistemului, respectiv se asigura
anumite calitati ale transferurilor Yoy si w — y din punctul de vedere a BIBO-stabilitaii.

Tn cazul principiului compensatiei, compensarea efectului perturbatiilor (este vorba de w
dar si de variatiile imprevizibile ale parametrilor sistemului) asupra marimii de iesire y
necesitd masurarea efectiva a acestor perturbatii si materializarea unei relatii adecvate si
foarte precise Tntre mdrimea de comanda m si respectivele perturbatii. O solutie practica
bazata pe aceastd idee este complicata si cu rezultate nu Tntotdeauna acceptabile Tn
comparatie cu solutia aplicarii principiului abaterii.

Tn unele aplicatii, cum ar fi reglarea automata a tensiunii generatoarelor (de c.c. sau de
c.a. sincrone) se utilizeaza atat principiul abaterii cat si principiul compensatiei (dupa
curentul de sarcind). O astfel de solutie oferd o oarecare flexibilitate Tn stabilirea formei
caracteristicii statice yg = f(iy).

Exemplul 1.4 (generatorul electric de c.c.; aplicarea principiului abaterii)

Tn cazul generatorului electric de c.c.
(fig.111.3) solutia de aplicare a principiului
abaterii  constd Tn introducerea  unui
electromagnet (fig.l11.10, bobina 1, piesa
feromagneticd mobild 2 si resortul antagonist
3) care actioneaza cursorul unui reostat
(fig.111.10, reostatul 4 si tija 5). Bobina
electromagnetului este conectata in paralel cu
indusul si cu rezistenta de sarcind R;. Tn acest

caz curentul de excitatie Tn regim stationar este

Fig.I11.10. Schema generatorului electric dec.c. cu
aplicarea principiului abaterii (exemplul 1.4)

exprimat de relatia (a,) de la exemplul 1.3, in ] Vs
care reostatul de reglare este descris de Yo————
ecuatia:

R =rex +KYs, (c) i
deoarece la cresterea / scaderea tensiunii yg >

piesa 2 se deplaseazd spre stdnga / dreapta; Fig.I11.11. Caracteristica statica a generatorului
variatia lui R, este proportionala cu a lui y. electric de c.c. dupd aplicarea principiului abaterii
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Ca urmare, eliminand e, f, i $i R, Intre ecuatiile (a;) — (a4), (by) si (cq) se obtine
caracteristica statica:

Ys=Y0(Rex*Tex)/ (Rey T ex+K;Ys)—Ris ()

Se observa cd primul termen din membrul doi depinde de y,. De exemplu, la cresterea
lui ig acest termen trebuie sa se mdreasca Tntr-o anumitd masurd. Acest lucru si satisfacerea
ecuatiei (c,) sunt posibile prin micsorarea adecvatd a lui y.. Graficul functiei implicite
definite de (c,) este reprezentat in fig.I11.11. Se trage concluzia cd este posibild mentinerea
lui yg la 0 valoare aproximativ constanta Tntr-o vecinatate a unui punct de functionare dat.

Spre deosebire de solutia prezentatd la exemplul 1.3 (bazatad pe principiul compensatiei),

in cazul sistemului din fig.I11.10 orice variatie a parametrilor sistemului este urmata de
actiunea sistemului n sensul diminuérii abaterii. De exemplu, orice variatie a tensiunii yg

(datoratd variatiei rezistentei R a indusului Tn functie de temperatura, variatiei turatiei w a
motorului etc.) are ca urmare deplasarea piesei 2, respectiv a cursorului reostatului R,
modificarea adecvatd a curentului ig, si Tn final variatia t.e.m. e astfel incét sd aiba loc o
revenire atensiunii y, la o valoare apropiata aceleia initiale.

Valoarea prescrisd (de referintd) a tensiunii la borne se poate modifica prin forta
exercitata de resortul 3.

Solutia de combinare a principiului abaterii si a principiului compensatiei consta n
utilizarea unui electromagnet cu doud bobine: una conectatd in paralel cu indusul si cealalta
conectata Tn serie cu indusul. O

2° Reactia pozitiva

Tn cazul sistemelor cu structurd nchisa (fig.111.8) este posibil ca, atunci cand y variazi
ntr-un sens, S; sa determine prin m o variatie de acelagi sens a lui y. In aceasta situatie

sistemul este Tnzestrat cu o reactie pozitiva. Variatia de acelasi sens a lui y poate amorsa

oscilatii Tntretinute sau chiar neamortizate, ceea ce inseamnd ca reactia pozitiva poate

determina o evolutie spre limita de stabilitate sau chiar o comportare instabila a sistemului.
Pentru a = u + y,, In care a nu mai are semnificatia de abatere, sistemul contine o

conexiune cu reactie pozitiva (fig.111.9).
Exemplul 1.5 (masina cu vapori — generator de oscilatii mecanice)

Masina cu vapori, reprezentatd schematic in fig.l11.12, este exemplul tipic de sistem cu
reactie pozitiva. Masina cu vapori, inventatd de J. Watt, este un convertor de energie. Ea
transforma energia termica a aburului viu Tn energie mecanica. Aceasta transformare are loc
n cilindrul masinii cu vapori prin destinderea aburului viu si deplasarea pistonului intr-un
sens sau n celdlalt (dupa cum destinderea aburului are loc de o parte sau de cealalta parte a
pistonului). Dacd destinderea aburului are loc Tn mod alternativ de o parte si de cealaltd a
pistonului, acesta executd o miscare de «du-te — vino» care se transforma (prin biela AB) Tntr-o
miscare de rotatie a volantului. Problema pe care o rezolvat-o J. Watt a fost aceea a alimentarii
cu abur viu, Tn mod alternativ, a celor doua camere (de volum variabil) pe care le formeaza
pistonul in interiorul cilindrului. Prin legatura informationald CD, sertarul, Tn miscarea sa
de «du-te — vino», se deplaseaza adecvat (corelat) cu miscarea pistonului, astfel incat, Tn
timp ce aburul viu pdtrunde prin orificiul neobturat de sertar in camera al cérei volum se
madreste (prin destinderea aburului), aburul uzat din camera al carei volum se micsoreaza
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este evacuat Tn atmosferd prin orificiul

aflat sub sertar. Evident bielele AB si CD abur yiu abur uzt
nu sunt in acelasi plan, astfel ca ele se sertar
pot misca fard a se perturba reciproc.

Decalajul unghiular dintre punctele A si cilindru
C trebuie realizat astfel Tncét atunci cand -
pistonul se misca spre dreapta sertarul sa [ piston

nu obtureze orificiul de admisie din
stanga (situatia din fig.111.12), iar atunci
cand pistonul se misca spre stanga
sertarul s& nu obtureze orificiul de
admisie din dreapta. Tn acest fel sistemul este inzestrat cu o reactie pozitiva. Efectiv, Tnsasi
miscarea pistonului, prin legdtura informationald CD care asigurd distributia adecvatd a
aburului, determind deplasarea sa de «du-te — vino» si implicit miscarea de rotatie a
volantului. Un rol important Tn mentinerea acestei miscari il are volantul care este un
acumulator (capacitiv) de energie cinetica.

Este usor de observat cd plasarea punctului C n pozitia diametral opusa, C’ (fig.111.12),
schimba caracterul reactiei Tn sistem si anume ea devine negativd. Tn aceastd situatie
miscarea pistonului nu mai este posibila.

Masina cu vapori apartine deja istoriei tehnicii. Dar solutia de realizare a distributiei
aburului a fost preluatd mutatis mutandis la motoarele cu ardere interna. La acestea legatura
informationald, care materializeazd reactia pozitiva, este realizatd prin lantul cinematic de la
arborele cotit la axul cu came pénd la supape (la motoarele Diesel se adauga sistemele de
injectie a combustibilului si de evacuare a gazelor arse, iar lamotoarele Otto se adauga sistemele
de distributie a amestecului aer — combustibil, de aprindere prin scanteie si de evacuare a gazelor
ase). O

SOAAAAANAN

Fig.111.12. Schema masinii cu vapori — sistem cu reactie
pozitivéd (exemplul 1.5)

Exemplul 1.6 (amplificatorul electronic ca generator de oscilatii electrice)

Tn sfera sistemelor electrice sistemul tipic cu reactie pozitiva este oscilatorul electronic.
Exemplul clasic este amplificatorul electronic cu trioda cu reactie pozitiva (oscilatorul),
fig.111.13 (trebuie subliniat faptul cd oscilatoarele de mare putere din domeniul radiofoniei
se realizeaza si in prezent cu tuburi electronice).

n cazul schemei din fig.!11.13 reactia pozitiva se realizeaza prin cuplajul inductiv dintre
circuitul anodic si circuitul grilei. Se stie cd electronii emisi de catod (K) se deplaseaza spre
anod (A) si ca grila (G), prin potentialul ug,
poate fréna (in cazul grilei negativate) sau
accelera (in cazul grilei pozitivate) fluxul de
electroni Tn miscare de la catod la anod. La
punerea schemei sub tensiune curentul anodic
in creste (de la zero) astfel cé (la o conectare

adecvata a secundarului transformatorului T
(care contine un element derivator; cf. 11.7.2.e,
inclusiv. exemplul 7.5), in conformitate cu Fig.11.13. Schema oscilatorului electronic cu triodd —
legea inductiei, grila se pozitiveaza. Aceasta sistem cu reactie pozitiva (exemplul 1.6)
determind cresterea in continuare a

curentului anodic i,, fenomenul auto-mentinandu-se prin pozitivarea grilei pana cand i
atinge valoarea de saturatie, ramanand constant. Acum tensiunea la bornele secundarului
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transformatorului este nuld, respectiv dispare pozitivarea prin transformator a grilei. Ceea
ce urmeaza in mod firesc este micsorarea curentului anodic i,. Conform legii inductiei are

loc 0 negativare a grilei, ceea ce determina o reducere a curentului anodic, fenomenul auto-
mentinandu-se prin negativarea grilei pana cand i, atinge valoarea reziduald (foarte micd),

raménand constant. Acum tensiunea la bornele secundarului transformatorului este din nou
nuld, respectiv dispare negativarea prin transformator a grilei. Ceea ce urmeaza este o
crestere a curentului anodic s.a.m.d. Este clar ca sistemul este un generator de oscilatii. Un
rol important in mentinerea procesului oscilatoriu, pe langa reactia pozitivd, care este
esentiald, il are condensatorul C care este un acumulator (capacitiv) de energie electrica
(similarul volantului in cazul masinii cu vapori — fig.l11.12) si valoarea medie a
potentialului grilei (stabilita prin Ugo = fig.111.13). Trebuie remarcat faptul ca la conectarea

inversa a secundarului transformatorului se schimba caracterul reactiei in sistem si anume
ea devine negativa. Tn acest caz sistemul nu mai oscileaza.

Oscilatoarele electronice cu tranzistori sunt realizate prin aplicarea a unor solutii
similare (mutatis mutandis) cu cea utilizatd in cazul oscilatorului electronic cu trioda. O

Din examinarea modului de actiune si al efectelor celor doua tipuri de reactie se pot
formula urmatoarele doua reguli generale:

o,

+ Reactia negativa are efect stabilizant.

o,

% Reactia pozitiva are efect destabilizant.



2. Sisteme automate monovar iabile

Un sistem automat monovariabil se caracterizeaza prin una sau mai multe marimi de
intrare, 0 marime de iesire si - fapt esential - o singura cale de reactie intre marimea de
iesire si una din marimile de intrare. Marimea de intrare si marimea de iesire implicate in
realizarea reactiei negative se mai numesc respectiv marimea prescrisa (sau de referintd) si
marimea reglata. Celelalte marimi de intrare au de regula caracter perturbator si se numesc
perturbatii. Nota distincta a perturbatiilor este ca ele actioneaza mai mult sau mai putin
imprevizibil si independent de sistemul automat si / sau de vointa operatorului uman (care 1l
utilizeaza / supervizeaza). Tn contrast, marimea prescrisa este accesibild operatorului uman,
care o modifica in functie de necesitatile tehnologice.

2.1. Schema bloc functionala

Schema bloc functionald a unui sistem automat monovariabil este reprezentatd in
fig.111.14. Instalatia automatizata (1) fiind cunoscutd, proiectarea unui sistem automat
constd Tn alegerea dispoztivului de automatizare (7), cu toate elementele sale. Traductorul
(2) si elementul de executie (6) se aleg (functional si dimensional) in concordantd cu
instalatia automatizatd, respectiv cu natura fizica si gama de variatie ale marimilor y si m. n
aceste circumstante elementele (1),

(2) si (6) constituie partea fixatd a fmmmmmmmmm e FIIIIiiiOOC iw"':
sistemului automat (fixatd - iy E Ut oa Xt im ly
sensul ca este  functional —w 3 5 = 6 = 1 : -
prestabilitd, dar nu in mod necesar E +_ : i '
cu parametri fixati). Elementul de i yr i 5 i i
executie (6) contine in  mod :Z _____________________ :r_______: g !

obisnuit un amplificator de putere
(m poate fi o deplasare de Fig. III.14. S_chemqbloc fgnc(ionalé a un'ui sistem automat
transla’gie sau de rotat;ie o tensiune monovariabil; 1 — instalatia automatizatd, 2 — traductorul,
s ! h 3 — elementul de prescriere (referintd), 4 — comparatorul,
electricd sau un curent electric 5 —regulatorul, 6 — elementul de executie, 7 — dispozitivul de

etc.) care face posibild conducerea  automatizare, 8 - partea fixats; yp $i y — marimile prescrisa (de
instalatiei automatizate (transferul referinta) si reglata, yr — mérimea de reactie, u — marimea prescrisi

m ——=— y). Traductorul (2) adaptata (comparabild cuyr), a— abaterea, x — mérimeade

converteste mérimea reglatd y n comanda, m— méarimea de executie, w — perturbatia

marimea de reactie y, (cu precizie conforma exigentelor stipulate in tema de proiectare), dar
astfel incét y, sa fie de aceeasi natura fizica cu u, fiind astfel posibild comparatia intre u si
y, n comparatorul (4). Tn ceea ce priveste regulatorul (5), care materializeaza legea de
reglare (algoritmul de reglare), experienta acumulatd panda Tn prezent In domeniul
automaticii indica tipul de regulator (ca structurd si ca realizare tehnologicd) pentru
categoriile uzuale de sisteme automate utilizate Tn tehnicd. Structura regulatorului fiind
astfel stabilitd, problema de rezolvat este aceea a alegerii valorilor celor mai adecvate ale
parametrilor (ajustabili) ai regulatorului astfel ca sistemul automat sd realizeze indicii de
calitate impusi prin tema de proiectare.

Elementul de prescriere (referintd) (3) are un dublu rol: pe de o parte constituie o
interfatd Tntre operatorul uman si sistemul automat (yp este de reguld pozitia unghiulara a

unui ax, actionabil manual, al unui potentiometru etc., prevazut cu un ac indicator si scala
gradata Tn unitatea de masura a lui y); pe de alta parte converteste pe Yp (care in fond este
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pozitia unghiulard a axului unui potentiometru etc.) in marimea prescrisa (de referintd)
adaptata u, care trebuie sa fie de aceeasi naturd fizica cu marimea de reactie y,, fiind astfel

posibild obtinerea abaterii:
asu-y,

cu gjutorul comparatorului (4).

Din punct de vedere constructiv elementul de prescriere (referintd) (3), comparatorul (4)
si regulatorul (5) constituie de reguld o singurd unitate (un modul constructiv). Aceasta
unitate este astfel realizatd Tncat operatorul uman are posibilitatea modificarii marimii
prescrise (de referintd) si a parametrilor ajustabili ai regulatorului.

Din punctul de vedere al realizarii tehnologice, cele mai frecvent utilizate sunt
regulatoarele electronice (analogice sau numerice) si, cu destinatie speciala — regulatoarele
pneumatice (de exemplu Tn industria petrochimicad).

Este evident cd sistemul automat cu schema bloc functionala din fig.111.14 functioneaza
pe principiul abaterii (a se vedea 1.2.1°). Trebuie subliniat i retinut ca pentru aprecierea
calitatilor unui sistem automat (in spetad precizia de reglare in regim stationar si Tn regim
tranzitoriu) cea mai potrivita marime nu este abaterea a. Aceastd afirmatie pare
surprinzatoare avand in vedere c&, Tn conformitate cu principiul abaterii, sistemul automat
tinde sa-si diminueze sau sa-si anuleze propria abatere a. Tindnd Tnsa seama de scopul
pentru care se realizeaza un sistem automat, marimea care in mod natural este cea mai
potrivitd pentru aprecierea calitdtii (preciziei) este

€= yp_ Y,
adicd eroarea dintre mérimea prescrisd (de referint) si marimea reglata. Tn general,
e+a

si in plus eroarea nu este nici generata si nici nu actioneaza in cadrul sistemului automat.

Eroarea este o marime virtuala, foarte utila Tn analiza, sinteza (proiectarea) si
aprecierea calitatii (preciziei) unui sistem automat. O analizd detaliata a preciziei
sistemelor automate, bazata pe notiunea de eroare, se prezinta in subcapitolul 5.

Exemplul 2.1 (sistem de reglare automata a turatiei)

Pentru ilustrarea notiunii de schema bloc functionald se considera cu schema functional
— tehnologica reprezentata in fig.111.15.

Instalatia automatizata este constituitd de motorul electric de c.c. cu excitatie separatd (M).
Modelul matematic corespunzator a fost obtinut Tn subcapitolul 11.2 (exemplele 2.1 - 2.3).

Ca traductor de turatie se foloseste un tahogenerator (TG). Acesta este un generator
electric de c.c. cu excitatie separatd, de constructie speciald si de foarte mica putere,
caracterizat de relatia intrare — iesire:

Ue = kyw,
n care k; este o constanta.

Elementul de prescriere este constituit de un potentiometru (P) pentru care, Tntr-o prima
aproximatie, se poate scrie:

Up = kpWp,

incare kp este 0 constanta.
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Functia elementului de comparatie este realizata prin conectarea n opozitie a iesirii
potentiometrului (P) si a indusului tahogeneratorului (TG), astfel ca pentru abaterea a
Se poate scrie:

a=u,-U.

Regulatorul (R) este de tip electronic (analogic). Uzual acesta realizeaza o lege de
reglare de tip PID (adica functia de transfer este de tip PID, a se vedea 11.7.8; detalii
privind modul de realizare a regulatoarelor electronice analogice se vor prezenta in
cap.1V).

Elementul de executie este format din dispozitivul de comanda pe grila (DCG) si
puntea redresoare (cu tiristoare) comandata (PRC). Dispozitivul de comanda pe grild
converteste tensiunea continua u, Tntr-un tren de impulsuri (de frecventd 2f, f fiind

frecventa tensiunii uaim) de fazd j dependenta de u, conform relatiei liniarizate:
= kg,
in care kg este 0 constantd. Impulsurile astfel obtinute se aplica pe grilele tiristoarelor

puntii redresoare comandate (PRC). Relatia dintre u si j este neliniard, dar Tntr-o prima
aproximatie (considerand cd u si j sunt mici variatii n jurul unui punct de functionare)
Se poate scrie:

u=kj,
n care u este valoarea medie a tensiunii pulsatorii v (fig. 111.15) si k este o constanta.

Pentru functionarea normald a sistemului sunt necesare o serie de elemente
suplimentare: transformatorul de putere (T), care asigurd alimentarea cu energie
electricd (cu asigurarea decuplarii galvanice fata de reteaua electricd) a puntii
redresoare comandate (PRC) si a circuitului de excitatie a motorului (prin puntea
redresoare (PRY)), si sursa stabilizata (SS), care asigurd alimentarea la tensiune continua
stabilizata a potentiometrului (P), a circuitului de excitatie a tahogeneratorului (TG), a
regulatorului (R) si a dispozitivului de comanda pe grild (DCG). Operatorul uman are
posibilitatea sa modifice valoarea marimii prescrise (de referintd) w, de la

p

PRC

Fig.111.15. Schema functional — tehnologica a sistemului de reglare automata a turatiei motorului electric de c.c.
(ex. 2.1); M — motor, TG — tahogenerator, P— potentiometru de prescriere (scala in unitati de turatie), R —
regulator, DCG - dispozitiv de comanda pe grild, PRC — punte redresoare comandata ( imp. — impulsuri de
comanda, v — tensiune pulsatorie la iesire); elemente auxiliare: T — transformator de putere, PR — punte

redresoare, SS— sursa stabilizatd, voltmetre: V — scala Tn unitati de turatie, Va— cu scala in unitati procentuale
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potentiometrul P (cu scala gradata Tn unitdti de masura a turatiei) si sd o compare cu
valoarea marimii reglate w , indicatd de voltmetru V. (cu scala gradatd Tn unitdti de
masura a turatiei), conectat la bornele indusului tahogeneratorului (TG). Pentru afisarea
valorii abaterii a se utilizeaza voltmetrul Va (magnetoelectric, cu zero la mijlocul
scalei) conectat direct la bornele de intrare ale regulatorului (R). Scala acestui
voltmetru poate fi gradata Tn volti si / sau Tn procente din valoarea maxima posibila a
abaterii.

In ipoteza ca se realizeaza:

Ko = ki
(lucru posibil prin prelucrarea corespunzatoare a tensiunii u,), atunci se obtine:

a= kp(wp -w),

n care W, —W este eroarea dintre turatia prescrisd (de referintd) si turatia reglata
(reald). Tn acest caz scala gradatd Tn procente (a voltmetrului care masoara abaterea)
exprima si eroarea relativa procentuald dintre W, Si w.

Functionarea sistemului de reglare automata a turatiei se poate lesne explica pe baza
principiului abaterii. Tntr-adevar daci are loc o variatie Intr-un sens a abaterii a,
oricare ar fi cauza care a provocat-o (variatia marimii prescrise (de referintd) Wy,

variatia cuplului de sarcind (perturbatia) m care produce variatia marimii reglate w,
variatii ale parametrilor sistemului (cele ma importante fiind: ale tensiunii de
alimentare a transformatorului T si ale rezistentei indusului in functie de temperatura,
toate avand efecte asupra marimii reglate w), regulatorul (conform legii de reglare),
dispozitivul de comanda pe grila si puntea redresoare comandata produc o variatie de
acelasi sens a tensiunii u. Urmeaza o variatie de acelasi sens a turatiei w, ceea ce, prin
reactia negativd, conduce la diminuarea sau chiar la o variatie de sens contrar (fata de
cea initiald) a abaterii:

a=w,-w.

Prin alegerea adecvatd a valorilor parametrilor regulatorului se poate asigura ca
procesul de diminuare sau chiar de anulare a abaterii sa se caracterizeze prin valori
acceptabile ale indicilor de calitate definiti pe baza raspunsului indicial (a se vedea
11.7.1).0

2.2. Schema bloc structurala standard

De reguld elementele din schema bloc functionald a unui sistem automat monovariabil au
functii de transfer cunoscute. Pot exista si exceptii Tn care unii coeficienti ai polinoamelor
unora dintre aceste functii de transfer sunt incerti (adicd definiti pe anumite intervale din R)
sau chiar necunoscuti. Este cazul unora dintre functiile de transfer ale instalatiei automatizate
si/sau al functiei de transfer a regulatorului (inainte de stabilirea valorilor parametrilor
gjustabili).

Tn aceste conditii fiecirui element din schema bloc functionald (fig.111.14) i se poate
asocia céte o relatie de transfer (cu functii de transfer corespunzatoare).

Aplicand regulile de la 11.2.2 si 2.3 se obtine schema bloc structurald standard a unui
sistem automat monovariabil, fig.111.16.

Transferul intrare — iesire al sistemului din fig.111.16 este descris de ecuatia:
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Y (s) =Go(s)Gp (5)Yp(s) £ Gow (S)W(s), (2.1)
in care:
G(s)
Go(s) =————"—— 2.2 W(s
0®)=17 G(s)Gy (5) (22 G 6,09
Guls) Y,() U(s)_A(s) s A0,
Gow(s) = ——W> (2.3) - Gp(s) > G(s) [
1+ G(s)Gt (s) _
Semnificatiile functiilor de transfer Gi(s)
E;p(,s)' G(s), E;W(S) 3t Gt(s)_ Sunt_ prez?ntate Fig.I11.16. Schema bloc structural standard a unui
in fig.111.16. In plus trebuie retinut ca: sistem automat monovariabil; Gy,(s) - functia de transfer a
G(s) = GR (S)GE (s)G A (s), (2.4) elementului de prescriere; G(s) — functia de transfer a cdii

directe; G, (s) — functia de transfer a perturbatiei;
in care GR(S) este functia de transfer a G;(s) — functia de transfer a traductorului (caii de reactie)
regulatorului, Gg(s) este functia de transfer a elementului de executie si Gj5(s) este
functia de transfer a instalatiei automatizate (partea situata pe calea directd).

Este de la sine inteles ca toate proprietatile unui sistem automat sunt direct legate de
ecuatia (2.1) si de functiile de transfer (2.2) si (2.3).

Exemplul 2.2 (sistem de reglare automata a turatiei; continuare))

Pentru ilustrarea notiunii de schema bloc structurald standard a unui sistem automat
monovariabil se considera sistemul de reglare automata a turatiei motorului electric de c.c.
delaexemplul 2.1.

Modelul matematic al motorului electric de c.c. a fost obtinut Tn subcap.11.2 (exemplele
2.1, 2.2 si 2.3) si schema bloc structurala are forma din fig.11.20. Pe calea directa a
conexiunii «cu reactie», conform schemei bloc functionale din fig.111.14, se gasesc:

> elementul detransfer delaulaw (descrisde G4(s)) a motorului (fig.11.20),

> @l regulatorul - descris de functia de transfer Gg(s), si

> a elementului de executie (format din dispozitivul de comanda pe grila si puntea

redresoare comandatd) - descris de functia de transfer:

G (9) = kgk.

Tn aceste circumstante schema bloc structurald standard din fig.111.16 se caracterizeaz
prin urmatoarele functii de transfer:

e pentrutransferul a —=—> w al caii directe (relatia (2.4)):
k2
(Ls+R)(Js + kg) + |(1k2 ,

G(s) = kgkGR (s)

e pentrutransferul m —=s—> w a motorului (fig.11.20):

Ls+R

Cw(S) = TR+ kg) T ke
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e la care, conform celor expuse la exemplul 2.1, se adauga, pentru elementul de
prescriere (referinta):

Gp(s) =kp,
si respectiv pentru traductor:
Gt (S) = kt .

Cu aceste rezultate si cu relatiile (2.2) si (2.3) se obtin:

k2
k kg kGR (s
_ Gp(s)G(s) P RO G RS e kg
Gp(s)Go(s) = 1+G(s)G¢ (s) k2 _
(Ls+ R)(Js + k3) + kqko

) kok gk pkGR (s)

(Ls+R)(Js + kg) + kok g k{kGR (5) + kiko
- Ls+R
_ Gl (Ls + R)(Js + k3) + kakp
Gw(S) - - K _
1+ G(s)Gt (s) 1+ktkgkGR (5) 2

(Ls+ R)(Js +k3) + kiko

B Ls+R 0
(Ls+R)(Is+k3) + k2kg kikGR () + k1k» '




3. Implicatii ale principiului abaterii

De regula Gp(s) = kp = constant (in schema din fig.111.16), adicd U(s) este proportionala
cu Yy(s). Din acest motiv si pentru simplificarea analizei care urmeaza se are in vedere ca
nu este necesara intotdeauna o distinctie expresa intre Yp(s) si U(s). Cu alte cuvinte rolul
marimii prescrise (de referintd) Yp(s) poate fi jucat si de pandantul e U(s), exceptand
situatiile Tn care contextul si scopul analizei implica Tn mod explicit introducerea in discutie
aelementului de prescriere, respectiv a ecuatiei:

U(s) = Gp(9)Yp(9). (3.2
3.1. Ecuatia abaterii; premise pentru realizarea principiului abaterii

Tn conformitate cu schema bloc structurala standard a unui sistem automat monovariabil
(fig.111.16) se pot scrie urmatoarele ecuatii:

A(S) =U(9) -Gy (9Y(9) (32
Y(8) = G(S)A(S) £ Gy, (S)W(S). (3.3)
Eliminand Y(s) intre ecuatiile (3.2) si (3.3) rezulta:

_ — Gw(9)Gi(s)
A= 11606 P roEs g 34

numitd ecuatia abaterii.
Abaterea are doud componente: una determinata de marimea prescrisa U(s) si cealalta
de perturbatia W(s). Corespunzator se disting doua functii de transfer ale abaterii:
1

G =7— (35)
1+ G(9)G (9)
aferentd marimii prescrise U(s), si
Gan(9) = GO 36)
1+ G(s)G; (9)

aferenta perturbatiei W(s).

S-a aratat la 1.2.1° ca in virtutea principiului abaterii Tnsasi existenta unei variatii a
abaterii (indiferent de cauza care a provocat-o) are ca efect evolutia sistemului automat n
sensul diminudrii sau chiar anuldrii abaterii. Avand Tn vedere ecuatia (3.4), aceastd
evolutie depinde de U(s) si W(s) dar si de structura si parametrii sistemului automat
conform functiilor de transfer (3.5) si respectiv (3.6). Se poate afirma ca in general A(s) #0.
Tn contrast, situatia ideala (prin care se tine seama de principiul abaterii intr-o forma limita
ideald) este aceea Tn care:

A(s) =0. (3.7)
Tntrucat in general U (s) # 0 si W(s) # 0, rezulta c& (3.7) este satisfacuta numai daca:

Gau(9) =0, (3.8)
Gan(9) =0. (3.9

Evident, Tn cazul sistemelor automate reale conditiile (3.8) si (3.9) nu au loc. O abordare
realistd a acestei probleme consta in slabirea conditiei (3.7) si anume sub forma:
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| A(s)| - acceptabil de mic, (3.10)
ceea ce, corespunzator conditiilor (3.8) si (3.9), conduce la:

|Gau(s)| — acceptabil de mic, (3.11)

|Gaw ()| — acceptabil de mic. (312

Pe baza examinarii functiilor de transfer (3.5) si (3.6), se observa ca acestea au acelasi
numitor:

F(s) =1+ G(9) G (9), (3.13)
in care G(s)G(s) este functia de transfer a sistemului n circuit deschis (sau in bucla
deschisd) (a se vedea si 11.2.2.3°) si G(s) este functia de transfer a caii directe (din cadrul
conexiunii «cu reactie»).

In aceste circumstante se trage concluzia ca:

|F (s)| - suficient de mare (3.14)

constituie premisa satisfacerii conditiilor (3.11) si (3.12).

Conditia (3.14) poate fi indeplinitd prin alegerea corespunzatoare a functiei de transfer
G(s) Tn (3.13). G(s) fiind constituita din mai multi factori (relatia (2.4)), printre care si
GR(9) (functia de transfer a regulatorului), rezultd ca satisfacerea conditiei (3.14) poate fi
realizatd prin alegerea adecvatd a lui Gg(s) si anume astfel ncét:

|G(9)Gi(9)| - suficient de mare. (3.15)

3.2. Semnificatia functiei F(s) pentru stabilitatea sistemului automat

Pentru a evidentia semnificatia functiei F(s), se considera schema bloc din fig.111.16 Tn
varianta din fig.l11.17, in care U(s) = 0, W(s) = 0 si legdtura de la comparator la elementul
descris de G(s) este Tntrerupta.

Conform fig.111.17 se aplica A(s) laintrarea elementului descris de G(s) si se evalueaza
diferenta A(s) — A(s), in care A(s) este médrimea de iesire a comparatorului. Se pot scrie

) c ecuatiile:
o Y(s) A(s) =-G(39G(5) A(9), (3.16)
-5 A5 A(s) — A(S) =[1+ G(9)G; (9)] A(S). (3.17)
Gt(9) Din (3.13) si (3.17) rezulta:
Fig.I11.17. Pentru evidentierea semnificatiei _ 'Z\(S) - A(s)
’ functiei F(s) F(s)= A(s) ’ (3.18)

ceea ce permite ca F(s) sa se numeasca functia de transfer diferenta a reactiei. Aceasta
evidentiaza efectul buclei deschise conform fig.111.17 si poate fi utilizatd pentru explicarea
evolutiei sistemului dupa Tnchiderea buclei Tn schema din fig.111.17 (adica A(s) = A(9).

In. momentul inchiderii buclei prin comutatorul C, fig. 111.17, situatia cea mai
nefavorabild din punctul de vedere al evolutiei lui &(t) = a(t) in urmatransferului prin bucla
inchisd este aceea n care G(S)Gy(s) produce o schimbare de semn, respectiv a(t) este de
acelasi semn cu &(t) imediat Thaintea Tnchiderii buclei.

La Tnchiderea buclei sunt posibile urmatoarele doua cazuri:

IAGI<IAGI, (3.19)
ceea ce, conform relatiei (3.16), implica Tn mod necesar:
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IG(9)Gy (9)| < 1. (3.20)

Tnchiderea buclei n situatia (3.19), respectiv (3.20), are ca urmare |A(s)| = |A(s)|—O0.
Sistemul n bucld Inchisa are o comportare stabila.

2° JAG) > IA©), (3.20)
ceea ce, conform relatiei (3.16), implica Tn mod necesar:
IG(9)Gi(9)|21 (322

Tnchiderea buclei Tn situatia (3.21), respectiv (3.22), nu are ca urmare |A(S)| = JA(s)|—0.
Sistemul n bucld Inchisa are o comportare la limita stabilitatii sau instabila.

Este clar ca functia F(s) (in subsidiar G(S)Gy(s), respectiv Gg(s)), are un rol esential in
asigurarea stabilitatii sistemului in bucla Tnchisd. Functia de transfer G(S)Gy(s) (respectiv
GR(9)) trebuie astfel aleasa Incét sd aiba loc (3.20) — corespunzator unei comportdri stabile.

Comparand (3.15) cu (3.20) este usor de remarcat ca pot exista unii se C pentru care
conditiile (3.15) si (3.20) pot fi contradictorii, ceea ce inseamna ca nu se pot asigura
simultan o abatere acceptabil de mica (relatia (3.10)) si 0 comportare stabila.

Tntrucat asigurarea stabilitatii este prioritard, rezultd ci rezolvarea acestei contradictii
consta Tn alegerea functiei de transfer G(s)Gy(s) (respectiv Gg(s)) astfel incét (3.15) si

(3.20) sa fie satisfacute (pentru s e C adecvati), in cadrul unui compromis acceptabil.
3.3. Abaterea stationara

Majoritatea sistemelor automate monovariabile (fig.111.16) utilizate Tn tehnicd
functioneaza pe durate relativ mari de timp (comparativ cu constantele de timp ale
sistemului) Tn regim stationar deoarece u(t) si w(t) sunt functii constante pe portiuni. Tn
acest context valoarea abaterii stationare poate oferi indicatii asupra calitatii sistemului.

Se considerd ca yp(t), u(t) si w(t) sunt functii treaptd, adica:

V(0 = YpeS O Yp(9 = Vs (3.23)
U = uss (0, U(9=2us, (324)
W(t) = wes (1), W(S) = %ws . (3.25)

Utilizand (3.4), cu (3.24) si (3.25), si teorema valorii finale (Anexa A.1.2.b.3°) se poate scrie:
N (Y ()

ot . (3.26)
1+G(0)G,(0) °  1+G(0)G, (0)

ag = lim a(t) = lim sA(s) =
t—+0 s—0

Tn general a # 0.

Un caz particular remarcabil este acelain care G(s) are un pol in origine (in s = 0; exista
0 componenta integratoare (1) pe calea directa, de exemplu n regulator). Atunci |G(Q)| = +o0
si cum in mod uzual G(0), G,,(0) sunt finite, din (3.26) se obtine:

as=0. (3.27)

Acest rezultat, pe langd importanta practica deosebitd, ilustreaza virtutile principiului
abaterii atunci cand, suplimentar fata de reactia negativa, sistemul automat are o

componenta integratoare (1) pe calea directa. Fireste, este posibil ca aceasta componenta
integratoare sa aiba efecte nedorite asupra BIBO-stabilitatii sistemului automat. Pentru a
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evita acest lucru, G(s) poate fi Tnzestrat n continuare (prin Gg(s)) cu poli si zerouri astfel
localizati Tncat sa se asigure BIBO-stabilitatea (a se vedea I11.4) dar si mentinerea
rezultatului (3.27).

3.4. Efectul perturbatiei; caracteristica statica

Transferul intrare — iesire al sistemului automat cu schema din fig.111.15 este descris de
ecuatia (2.1), cu (2.2) si (2.3). In ipoteza ca sistemul functioneaza pe durate relativ mari de
timp n regim stationar, o posibilitate de apreciere a efectului valorii stationare wg a

perturbatiei asupra valorii stationare y amarimii reglate o ofera caracteristica statica:
ys= f(wy).
Se considera ca Yp(t) si w(t) sunt functii treapta de forma (3.23) si (3.25). Utilizand

(2.1), in care se considera numai semnul [+] Tntre termenii din membrul drept decarece semnul
real se considerd inclus in Gg,(9) (respectiv in G,(9)), si teorema valorii finale (Anexa

A.12.b.3°) se poate scrie:
. . . Yps Wy
Ys =limy_,o, y(t) =limg 0 SY(s) =limg 0 § G (S)Gp(S)T + GOW(S)? =

=Gy (0)G p ) Yps + Gw (0)ws,

respectiv:
Ys = Yo + SoWs, (3.28)
Tn care (utilizand (2.2) si (2.3)):
G(0)G,(0)
Yo = GO(O)Gp(O)yps = W)Gt(o) Yps: (3.29)
Gy (0)
So =Gow(0) = 160G’ (3.30)

Ecuatia (3.28) reprezintd caracteristica statica intrare — iesire a sistemului automat.
Gréficul este reprezentat n fig.l11.18; y, se numeste valoarea de mers in gol a marimii
reglate (se obtine pentru w =0) si § este statismul (panta) caracteristicii statice.
Exceptéand cazul S, = 0, orice variatie a perturbatiei wg determind o variatie corespunzatoare
a marimii reglate.

De regula y, si § pot fi modificate Tntre anumite limite cu ajutorul lui Yps si a unor
parametri ai regulatorului astfel incat caracteristica statica sa fie conforma cu cerintele
tehnologice.

In situatia in care G(s) are un pol in origine (in s = O; exista 0 componenta integratoare
(1) pe calea directd, de exemplu n regulator) se obtine |G(0)| = +. Tntrucét Gp(O):Gt(O) Si
G,,(0) sunt finite, din (3.29) si (3.30) rezulta respectiv Yo=Yps s$i § = 0. Aceasta inseamna
ca (3.28) devine:

Ys = Yps- (3.31)

Ecuatia (3.31) aratda cd marimea reglatd este invarianta in raport cu perturbatia.
Rezultatul (3.31) se coreleaza cu (3.27). Se spune ca polul Tn origine al functiei de transfer a
cdii directe (componenta integratoare (I) pe calea directd, de exemplu in regulator) asigurad
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rejectia perturbatiei (invarianta marimii reglate Tn raport cu perturbatia) in regim stationar.

Forma caracteristicii statice prezintd o importanta speciald in cazul mai multor sisteme
automate monovariabile care functioneaza interconectat la iesire, astfel Tncat marimile de
iesire sunt egale intre ele si perturbatia totala este suma perturbatiilor partiale. Ca exemple
tipice se pot aminti: generatoarele electrice (cu reglarea automata a tensiunii) conectate n
paralel, generatoarele de abur (cu reglarea automata a presiunii) conectate la 0 conducta de
abur comund, motoarele electrice de tractiune (cu reglarea automatd a turatiei) cuplate
mecanic (in cazul locomotivelor — prin rotile de tractiune si calea de rulare).

Tn cazul interconectirii la iesire a doud

sisteme automate monovariabile caracteristicile  yg A So>0
statice au ecuatiile: %= 0
Ys = Yo + SoaWa (332 Yo —
Ys = Yoz + SoaWe2 (333)  Ys fo-m-mmmomememo S0 <0
si graficele din fig.I11.19. :
Caracteristica  staticd ~ echivalentd  a : -
ansamblului celor doua sisteme automate 0 Ws Ws
intercone_ctate la iesire are ecuatia (3.28) Tn care  Fig.111.18. Caracteristica statica y= fwg) aunui
perturbatia totala este: sistem automat monovariabil (ecuatia (3.28));
W = Wy + Wep. (3.34)  pentru§; =0, ygesteinvariant in raport cu wg
Eliminand wg Si wg, Tntre ecuatiile (3.32) — (3.34) se obtine (3.28) n care:
Yo2 + S02Y
Yo = SoYoz + So2Yo1 S - So1502 (3.35)
So1 + So2 So1 + So2

Din (3.32), (3.33) si fig.l11.19 rezultd ca perturbatia totald wg se repartizeazd intre
sistemele componente conform cu (3.34) dar si in functie de parametrii yqq, Sy; i Yoo, Spp @
celor doua caracteristici statice. Modificarea acestor parametri conduce la schimbarea
repartitiei perturbatiilor partiale wg; si Wy, Tntre sisteme, conform relatiei (3.34). Orice
variatie a perturbatiei totale wg (repartizata intre sistemele componente) are ca urmare,
conform ecuatiei (3.28), cu (3.35), o variatie corespunzdtoare a marimii reglate y;,

Tn cazul in care sistemul 1 are o componenta integratoare (1) pe calea directd (un pol Tn
origine, de exemplu in regulator), rezultd S,;; = 0. Ecuatia (3.32) devine:

Ys=Ysp1 (3.36)
iar ecuatia (3.33) ramane neschimbata. Graficele sunt prezentate in fig.I11.20.
Yo1 t\ ys Yo2
~
‘- ;L,\ec. 3.32) 142,
Yo ' .(3.28), (3.35)
T~ ~ Ys=Yps 1+ 2, ec.(3.36)
Yoz 05 T T ec.(3.36),;’\\
Ys Dec (333~ i W S0 W
; : P . : : o
0 Ws1 We W= Wg+ Wep 0 Ws1 Wgp W= Wgpt Wsp
Fig.l11.19. Caracteristicile statice pentru doua sisteme Fig.l11.20. Caracteristicile statice adoud sisteme
automate, ambele cu statism negetiv, interconectate la automate, unul cu statism nul si celdlalt cu statism

iesire negativ, interconectate la iesire
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Din (3.35), (3.28) si Sy; = 0 rezulta ca (3.36) este in acelasi timp si ecuatia caracteristicii

statice echivalente a ansamblului celor doua sisteme interconectate la iesire. Se asigurad
rejectia perturbatiei Tn regim stationar in sensul ca marimea reglata y, este invariantd in

raport cu perturbatia totald wg. Aceasta se repartizeaza intre sistemele componente fn modul
deja prezentat. Pentru yp, = const. si wg = const. modificarea repartitiei perturbatiilor
partiale wg; si W, este posibild numai prin parametrii yg, si ), ai celui de a doilea sistem.

Tn cazul In care ambele sisteme automate au cate o componenta integratoare (1) pe calea
directd, rezulta §); = Sy, = 0 si ecuatiile (3.32) si (3.33) devin:

Ys = Ypstr ¥Ys = Yps2- (3.37)
Sistemul de ecuatii (3.37) este (matematic) imposibil, exceptand cazul:
Yps1 = Yps2- (3.38)

Desi conditia (3.38) rezolva problema existentei unei solutii a sistemului (3.37), din
punct de vedere practic conditia (3.38) nu este nicidecum satisfacatoare, deoarece ea trebuie
realizatd foarte precis si In plus variatii oricat de mici ale valorilor prescrise (de referintd)
Ypst si Yps2 conduc la (3.37) cu:

Ypst # Yps2: (3.39)

Tn cazul unor sisteme automate reale interconectate la iesire, de exemplu in cel al unor
generatoare electrice de c.c. (cu reglare automatd de tensiune) conectate in paralel, situatia
(3.37), (3.39) trebuie evitatd deoarece lipsa unei repartizari controlate a perturbatiei intre
sistemele automate poate conduce la depasirea limitelor normale de functionare. Referitor
la exemplul a doud generatoare electrice, una dintre masinile electrice (si anume cea a carei
marime prescrisa (de referintd) este mai mica) intra in regim de motor electric. O astfel de
situatie este anormala avand Tn vedere cd respectiva masina electrica este antrenata de un
motor termic care ar trebui sa-i asigure functionarea in regim de generator electric.

Exemplul 3.1 (sistem de reglare automata a turatiei; continuare)

Se considerad sistemul de reglare automatd a turatiei motorului electric de c.c. de la
exemplele 2.1 si 2.2 (fig.111.15). Se cere sa se determine caracteristica staticad wg = f(mg) in
urmatoarele cazuri: @) regulator P; b) regulator Pl; c) regulator P si aplicarea principiului
compensatiei.

Conform rezultatelor de la exemplele 2.1 si 2.2 si relatiilor (3.29) si (3.30), functiile
de transfer care trebuie avute Tn vedere sunt:
k

G(9) = kgkGr(9) 2 . Guls)=- Lo+ R
(LS+ R)(JS+ K3) + k1k2 (LS+ R)(JS+ K3) + k1k2
Gp(s)=kp, Gi(s) =k,

kokgKpkGR(S)
Gp()Go(s) = )
(Ls+ R)(Is+ K3) + kokgk pkGRr(s) + kiky
Ls+R
Gow(s) =

~(Ls+ R)(Is+ Kg) + kokgk pkGR(S) + kiks

Tn G,(9) a fost inclus si semnul [-] deoarece cuplul de sarcind m> 0 crescétor determina
o0 scadere a vitezei unghiulare w.
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Caracteristica statica a sistemului considerat are ecuatia:

W=Wo + Sy,
&) Functia de transfer a regulatorului P este Gg(s) = kg. Conform cu (3.29) si (3.30) se obtine:
kpkgkszk R

o = R+ ek Wps: S0=- :
3+ K 2+ktkgk2kRk Rk3+ k1k2+ktkgk2kRk

Statismul S, poate fi modificat cu ajutorul parametrului acordabil kg intre limitele:

e pentru kg = 0, Sy=—R/(Rk3+k;ks), care este panta caracteristicii statice a

motorului (fara automatizare);

e pentru kg —>+o0, §—0.

O data ales statismul prin valoarea lui kg, valoarea de mersin gol, wy, se stabileste prin
valoarea prescrisa (de referinta) w.

b) Functia de transfer a regulatorului Pl este Gg(s) = kg+1/Tys; rezulta
GR(0) = +oo. Conform relatiilor (3.29) si (3.30) se obtine: wg = (kpwps)/kt, Sp=0.

Prin prelucrarea adecvatd a tensiunii u, se poate rediza k, =k, ceea ce implica
Wo =Wy Se obtine caracteristica statica: W =W, care asigura rejectia perturbatiei Tn
regim stationar, adicd invarianta marimii reglate (viteza unghiulara wg) de perturbatie
(cuplul de sarcind my) in regim stationar.

c) Aplicarea principiului compensatiei constd, ca solutie de principiu, in introducerea
unui traductor de cuplu de sarcind (TC se monteaza pe axul dintre motor si masina
actionatd), cu functia de transfer G, (S) = ki, i a unui amplificator (A), cu functia de

transfer G,,(s) = Ky, » conform schemel dinfig.111.21 (se adauga in schema dinfig.111.15).
Functiile de transfer G(s), Gp(s), Gy(s) si Gy(9), cu GR(s) = kg, rdman neschimbate.

Datoritd legaturii de la m la u,. (fig.I11.21) functia de transfer G, (s), tindnd seama si de

fig.11.20, devine:

Gy (5) = kimKamKgkok — (Ls+R)

(Ls+ R)(JIs+ Kk3) + kiko
n aceste conditii w,, are expresia de la
punctul a Tn schimb, conform formulei

(3.30), S are acum expresia Fig.11.21. Aplicarea principiului compensatiei la
Ko k. Kk Kok —R exemplul 3.1, punctul ¢; R - regulator, DCG —
_ tmPham™g ™2 dispozitiv de comanda pe grild, PRC - punte
Rk3 + klkz + kt kg kszk redresoare comandata (a se vedea si fig. 111.15)

Statismul &, poate fi modificat intre limite relativ largi cu ajutorul parametrului ajustabil
Kam € R, ceea ce asigurad flexibilitate Tn stabilirea formei caracteristicii statice wg = f(mg).

Solutiile b, ¢ asigura rejectia perturbatiei Tn regim stationar. Deosebirea intre ele este
remarcabild. Rejectia b este structurald: prin reactia negativa si componenta integratoare in
regulator, independent de parametrii sistemului. Rejectia ¢ este parametric — structurala:

prin parametrul kam = R/kimkgkek care asigurd compensarea efectului perturbatiei, dar
dependent de parametrii R, kim, Kg, k2, k care, practic, nu toti sunt efectiv constanti. O
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3.5. Senzitivitatea la variatia parametrilor

Sistemele dinamice, oricare ar fi natura lor, se afla sub influenta mediului n care
functioneaza. Ca urmare parametrii lor se modifica in timp conform schimbarii Tn timp a
factorilor mediului ambiant.

Tn cazul sistemelor cu structurd deschisd variatiile parametrilor influenteaza direct
transferul ntrare — iesire, respectiv marimea de iesire.

Spre deosebire de aceasta situatie, in cazul sistemelor dinamice cu structura inchisa, cu
reactie negativa, variatiile parametrilor sunt sesizate de sistem datorita variatiei
subsecvente a abaterii. Sistemul, functionand pe principiul abaterii, adica actionand Tn
sensul diminudrii sau chiar al anuldrii abaterii, determina efectiv micsorarea abaterii.
Consecinta este o reducere a efectului variatiilor parametrilor asupra marimii de iesire. O
astfel de comportare nu are loc in cazul sistemelor dinamice cu structura deschisa.

Tn cazul sistemelor automate (fig.11.16), in ipoteza:

1+ G(9)Gi(9)| 2 [G(9)G (8)| >> 1 (3.40)
(admisa prin (3.15)) si conform relatiei (2.1), cu (3.1), pentru W(s) = 0, se poate scri€:
G(s) 1
Y(§)|=—"—"F—U =——U(9)| 341
YO eman” P wEt e

Ipoteza (3.40) si rezultatul (3.41) au drept consecintd faptul cd Y(s) este afectat cel mai
mult de variatiile parametrilor traductorului si intr-o masura mult mai micd de cele ale
parametrilor elementelor de pe calea directa. lata de ce trebuie acordata o atentie deosebitd
calitatii tuturor elementelor care constituie un sistem automat (fig.111.14), cu un accent
special Tn ceea ce priveste calitatea traductorului. Acesta trebuie sa aiba precizia
specificatd Tn tema de proiectare si parametri cat mai constanti in timp, respectiv cat mai
putin dependenti de factorii mediului ambiant. In aceste circumstante, se poate afirma ca,
sub aspectul calitatii, un sistem automat nu poate fi Tn nici un caz mai bun decét traductorul
pe care respectivul sistemil contine.
parametrilor se utilizeaza functiile de senzitivitate ale sistemului automat.

In scopul introducerii cat mai naturale a acestor functii, se face mai Intdi o comparatie
ntre efectele variatiilor parametrilor in cazurile sistemelor cu structurd deschisa si respectiv
inchisa (cu reactie negativa).

In cazul unui sistem dinamic cu structurd deschisa descris de ecuatia:

Y(s) = G(s)U (s), (3.42)
se are in vedere ca datoritd variatiei parametrilor functia de transfer G(s) devine
G(9)+DG(s). Variatia DG(s) produce la iesire variatia DY(s), care, in virtutea liniaritatii, se
exprima prin:

DY (s) = DG(s)U (). (343)

Tn cazul unui sistem automat (sistem cu structura Tnchisa, cu reactie negativa) descris de
ecuatia (2.1) (cu W(s) = 0, pentru simplificare), Tnlocuind G(s) cu G(s)+DG(s) se obtine:

Y(9)+DY(9) = O EDEE) (g
1+[G(s) + DG(9)]G; (s)
DY(9) DG(s) u(s). (3.44)

" [1+G(8)G( (9) + DG(S)Gy (SN[L+ G(S)G (9]
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Pentru |G(s)| >> |DG(s)| din (3.44) se obtine:
- DG(s)
1+ G(9)G(9)]°

Comparand (3.45) cu (3.43) rezulta ca efectul lui DG(s) asupra lui DY(s) este mult mai

redus n cazul sistemelor automate, mai aes atunci cand are loc (3.15).

1° Senzitivitatea la variatia parametrilor caii directe

Pentru a implica considerentul de ordin comparativ deja enuntat si pentru a exclude
influenta mérimii U(s), senzitivitatea §,° a unui sistem automat la variatia parametrilor céii
directe se defineste sub forma raportului dintre variatia relativa a functiei de transfer a
sistemului automat si variatia relativad a functiei de transfer a caii directe. Se poate scrie:

(3.45)

G _ DG/ Gy
DG/G
Trecand la limitd pentru DG — 0 se obtine:
G _ TG/ Gy _ Mi(InGyp) (3.46)

1G/G  T(InG) "’

Desigur cd, intr-o forma corespunzator adaptatd, definitia (3.46) poate fi utilizatd si Tn
cazul unui sistem dinamic cu structura deschisa. Se scrie:
_o(InG) 1

a(nG)

Senzitivitatea este o functie de variabila complexa. Aprecierea efectiva a gradului de
senzitivitate se face cu ajutorul valorilor functiei de senzitivitate. Valoarea nuld a modulului
ei aratd cd sistemul corespunzator este insenzitiv la variatia parametrilor; o valoare strict
pozitivd indicd un anumit grad de senzitivitate la variatia parametrilor. Th aceste
circumstante (3.47) arata ca un sistem cu structura deschisa are o senzitivitate ridicata la
variatia parametrilor.

Avand in vedere ecuatia (2.1) a transferului intrare — iesire, in mod similar cu (3.46), se
defineste si functia de senzitivitate a sistemului automat pentru calea perturbatiei:

0Gow /G o(InG
6 _ SGow/Sow _ (InGow) (3.48)
0G/IG _ a(nG)

Tn cazul sistemului automat descris de (2.1), cu (2.2) si (2.3), aplicand (3.46) si (3.48) se
obtin respectiv:
c_ NGy G 1
%= 1G Gy 1+GG,
c _ TGw G -GG
W G Gp, 1+GG;
Tn ipoteza (3.40) rezultd Sy®=0 si |S,,E|=1 care indicd o senzitivitate foarte mica
respectiv mare in raport cu variatia parametrilor cdii directe.
2° Senzitivitatea la variatia parametrilor caii perturbatiei
De aceastd daté este vorba de variatiile parametrilor functiei de transfer G, care devine

G, +DG,,. Go(s) nu depinde de Gu(s). Tn acest caz se defineste numai senzitivitatea:

Gow /Gy A(INGoy)
Sow = W 6(InG0W) ' (3:51)
w W w

SG (347)

(3.49)

(3.50)
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Aplicand (3.51) functiei de transfer (2.3) rezulta:
Gy /G
Sy =MW g, (3.52)
oGy, /Gy
ceea ce indicd o senzitivitate ridicata.

3° Senzitivitatea la variatia parametrilor cdii de reactie
Se au Tn vedere variatiile parametrilor traductorului, ceea ce inseamna ca functia de

transfer G, devine G+DG;. Tn acest caz se pot defini urmétoarele doud functii de
senzitivitate:
G _ 660 /GO _ a(lnGo)
0 8G,/G a(nG)’
G _ 0Gow/Gow a(InGyy,)
W66 IG o(InGy)
Tn cazul sistemului automat descris de (2.1), cu (2.2) si (2.3), aplicand (3.53) si (3.54) se
obtin respectiv:
0Gy /G GG
o =0t (3.55)
oG, 1 G 1+ GG,
G 76GOW/G0W7_ GGt
W66 /G 1+GG

(3593)

(3.54)

(3.56)

Tn ipoteza (3.40) rezultd c& ‘sgt‘: ‘S(?vf/‘ ~1, ceea ce denotd o senzitivitate ridicata la

variatia parametrilor caii de reactie.
Relatiile (3.49), (3.50), (3.51), (3.55) si (3.56) expliciteaza in fond noi aspecte ale
principiului abaterii. In acest sens trebuie subliniat ca:
» senztivitatea transferului U —~e—> y a unui sistem automat in raport cu
variatia lui G (evaluata prin §,C, relatia (3.49)), este de reguld reduss;
> 1n acelasi timp, senzitivitatile evaluate prin $,,8, S5, SW, St si S, St pot avea
valori semnificative.
latd de ce n situatiile in care se stie ca anumiti parametri ai unui sistem automat se
modifica In timp, sub actiunea factorilor de mediu sau a altor cauze, este necesar sa se

se reduca peste limitele admisibile calitatile de BIBO-stabilitate (a carei implicare este
intrinsecd deoarece toate functiile de senzitivitate au la numitor F = 1 + GGt; a se vedea
paragraful 3.2.)

Exemplul 3.2 (sistem de reglare automata a turatiei; continuare)

Se considera sistemul de reglare automata a turatiei motorului electric de c.c. (cu
regulator P) de la exemplul 3.1. In situatia Tn care parametrul k (factorul de amplificare a
puntii redresoare comandate, dependent de tensiunea retelei electrice de alimentare) se
modifica Tn timp, se cere sa se studieze functiile de senzitivitate Sok si S()Wk pentru regimul
stationar si sa se gaseasca valoarea parametrului acordabil kg a regulatorului de tip P care

asigura valori acceptabile ale functiilor S si K.
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Conform rezultatelor de la exemplul 3.1, functiile de transfer Gy(0) si G, (0) necesare
determinarii celor doud functii de senzitivitate se pot obtine din caracteristica statica de la
exemplul 3.1, punctul a. Acestea au expresiile: Gy(0) = akgk/(b+ckgk), G, (0) = - R/(b+ckgk)
in care s-au utilizat notatiile: a=kyko, b =RKstkik, sic=ka cua>0b>0,¢>0.

Conform cu relatiile (3.49) si (3.50) rezulta:

bl (b+ckgk),  [Skl=ckgk/(b+ckgk),
care, Tn mod evident, satisfac identitatea SK+|SK|=1. Graficele corespunzitoare sunt

reprezentate in fig.111.22.
Dacé se acorda o importantd egald celor doud functii de senzitivitate, atunci solutia

corespunzatoare este: =S| din care rezulta: kgk=b/c.
Pentru ke[Kyin, Kmad T care Kpin $i Kya Sunt cunoscute, rezultd cé valoarea de
acordare alui k se poate alege:
b 1 1
—( ¥
2¢ Kmax  Kmin
Este relativ ugor de observat cd solutia S,¥=|S,K| corespunde minimului functionalei:

f(k) = [(SF)2 + IS0l A1/2
Tntr-adevar, se poate scrie:
df (k) bckg
dk  (b+ckgk)®
din care rezultd solutia deja obtinuta: kgk =b/c.
Tn general se poate considera functionala

).

1
kr :E(kRmin +Krmax) =

(~b+ ckgk) =0,

=Y

ol

f(K) = (a(S)% + b [19/2, Fig.I11.22. Graficele functiilor de
- L. senzitivitate la exemplul 3.2.
incarea >0, b >0, cua +b =1, sunt coeficienti de

ponderare prin care se acorda o importanta diferita celor doua functii de senzitivitate.
In aceste conditii din:

df(k)/dk=bckg[-ab+(1-a)ckgk]/(b+ckgk)3=0,
rezultd: krk =ab/(1-a)c, cu a €(0,1), fixat. Valoarea de acordare a Iui kg se poate
alege:

Kz = (Krmin + Krmax)/2 = & B(UK ok + VKpin)/2(1-a) c. O

3.6. Efectul zgomotelor

S-a aratat in paragraful precedent ca, pentru a obtine o senzitivitate redusa la variatia
parametrilor elementelor de pe calea directa (a conexiunii cu reactie negativad), este necesar
caelementul de pe calea de reactie negativa (traductorul) sa fie de foarte buna calitate (cu
traductoare de foarte buna calitate, solutia uzuald constd in miniaturizare, respectiv Tn
conceperea Si construirea unor dispozitive care proceseaza semnale de foarte mica putere.
Micsorarea puterii utile procesate de traductoare nu poate fi nelimitatd deoarece aceste
semnale pot deveni comparabile cu asa numitele zgomote.
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Tn mod generic (si metaforic), prin zgomote se nteleg fenomene perturbatoare, de
naturd stohastica, cu cele mai diverse origini, care se manifesta de regula inerent, inevitabil
si independent de semnalele utile, in Tnsesi componentele fizice din care sunt constituite
sistemele reale. Ele sunt produse de surse naturale sau de alte sisteme tehnice (ca efecte
secundare, de regulda neintentionate) si dupa natura fizicd pot fi: electrice, mecanice,
fluidice etc.

Sursele de zgomot sunt de mare diversitate si se pot aminti aici cateva dintre cele mai
importante: agitatia termica (a atomilor si electronilor), radiatiile radioactive, radiatia
cosmicd, undele electromagnetice (radio, comunicatii cu fir, linii de transport de energie)
receptate accidental (de componentele unui sistem automat) prin efect de antena sau prin
inductie.

Tn circuitele electronice cea mai importantd sursi de zgomot este agitatia termicd a
electronilor. Din acest motiv se mai vorbeste si despre zgomotul termic din dispozitivele si
circuitele electronice. El se manifesta in toate elementele de circuit pasive sau active
(rezistente, jonctiuni etc.). Valoarea eficace a tensiunii la receptie a unui zgomot termic este
datd de formula lui Nyquist:

E=2/kTR(f, - f;) [V],

n care k = 1,37-103Wg/grad este constanta lui Bolzman, T este temperatura absolutd, R
este rezistenta si f, — f; este banda de frecvente la receptie.

Daca zgomotele au nivele comparabile cu semnalele utile, acestea din urma sunt
perturbate Tn sensul ca informatia utild este mai mult sau mai putin falsificata de zgomote.
Trebuie remarcat faptul ca zgomotele se manifestd in mod normal in toate elementele
unui sistem automat, dar ele au un efect perturbator evident numai n acele elemente in care
se proceseaza semnale utile de nivel redus, comparabil cu nivelul zgomotelor. Din acest
punct de vedere elementul cel mai defavorizat este traductorul, motiv pentru care in scopul
evaludrii efectului zgomotelor asupra unui sistem automat se adoptd schema bloc
structurald din fig.111.23, in care sursa de zgomot este plasata la iesirea traductorului.
Din aceastd schema rezulta ca efectul zgomotului

U(s) ~ A9 G Y(s)  Z(s) poate fi comparabil cu al marimii (prescrise)
+ © U(s), fapt confirmat de relatia intrare — iesire:
+{ Gu(9 Y(9) = Go(9U (9) - Go(9)Z(9)
Z(91+ sau de expresia abaterii:
Fig.111.23. Schema bloc structurald pentru A(s) = 1 [U (s) - Z(S)] (3.57)
evaluarea efectului zgomotului 1+ G()G¢ (9) '

Daca se realizeaza conditia (3.15) si pentru acei s pentru care |Z(s)| are valori mari,
atunci cea de a douda componenta din (3.57), cauzata de zgomot, poate fi redusa la valori
acceptabile. Este insa de domeniul evidentei ca principalul mijloc de reducere a efectului
zgomotului constd Tn reducerea lui [Z(s)| prin conceperea si constructia unor traductoare de
foarte buna calitate si cu zgomot (propriu sau receptat din alte dispozitive sau sisteme) cat
mai redus.
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4.1. Polii si zerourile sistemului automat

Se au n

vedere schema bloc structurala standard din fig.l11.16 si ecuatia transferului

intrare — iesire (2.1), cu (2.2), (2.3), in care Gp(s) = kp asa cum s-a aratat in alineatul
introductiv de laTnceputul subcap.3.
In legaturd cu functiile de transfer (2.2) si (2.3) se tine seama ca:

619~ 29 _ Q9% (S

= (4.1
P(s)  Pa(s)Pp(s)
Q)
Gi(s) === (4.2)
R(S
(s)
Gw(s) === (4.3
Pa(s)
n care:
P(s) este polinomul polilor cdii directe,
P,(s) este polinomul polilor instalatiei automatizate si
P(s) este polinomul polilor regulatorului si elementului de executie;
Q(s) este polinomul zerourilor caii directe,
Q4(s) este polinomul zerourilor instalatiei automatizate (P4(S) si Q4(S) sunt relativ
prime) si
Qy(s) este polinomul zerourilor regulatorului si elementului de executie (P,(s) si Qp(S)
sunt relativ prime);
P«(s) este polinomul polilor céii de reactie;
Q(s) este polinomul zerourilor céii de reactie (Py(s) i Qy(S) sunt relativ prime);
Q9 este polinomul zerourilor cdii perturbatiei (P4(S) si Q,(S) sunt relativ prime).
Tn aceste circumstante din (2.2), (2.3), cu (4.1) — (4.3), rezultd respectiv:
G(s ) t)R (s
o= 8O _Q©___ _QORE @4
1+G(s)Gi(s) Po(s) PR (s) +Q(s)Q(s)
G = 2w _Qoul® __ QuORORBES 45
14G()G (9  Ro(9)  P(IR(9)+QIQ (9
n care:
Po(s) = P()R () + Q(s)Qx (s) (4.6)
este polinomul polilor sistemului automat,
Qo(8) = QR (9) (4.7)
este polinomul zerourilor sistemului automat pentru transferul U —se—> Y, Si:
Qow (8) =Qu ()R ()R, () (4.8)

este polinomul zerourilor sistemului automat pentru transferul W —=es— Y.
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Din (4.7) si (4.8) rezulta respectiv urmatoarele:

a) multimea zerourilor sistemului automat pentru transferul U —=~— Yy este egald
cu reuniunea multimii zerourilor caii directe si a multimii polilor cdii de reactie;

b) multimea zerourilor sistemului automat pentru transferul W —=~=—> y este egala
cu reuniunea multimii zerourilor caii perturbatiei, a multimii polilor regulatorului
si elementului de executie si a multimii polilor cdii de reactie.

Spre deosebire de aceasta situatie, din (4.6) rezulta ca:

c) multimea polilor sistemului automat este Tn general diferita de reuniunea multimii
polilor caii directe, a multimii cdii de reactie, a multimii zerourilor caii directe si a
multimii zerourilor cdii de reactie.

Se spune ca reactia negativa aloca polii si (partial) zerourile sistemului automat. Tn
privinta zerourilor se poate afirma ca zerourile cdii directe si ale cdii perturbatiei sunt
invariante in raport cu reactia negativa deoarece aceste zerouri se regasesc (nemodificate)
cazerouri ale sistemului automat respectiv pentru transferurile U —swe—> Y Si W—=~e—> .

Alocarea efectiva a polilor sistemului automat se realizeaza cu ajutorul anumitor
parametri ajustabili ai caii directe (in spetad ai regulatorului) si ea are ca scop localizarea
polilor sistemului automat astfel Tncat sa se asigure in primul rand BIBO-stabilitatea si
apoi, in functie de cerintele tehnologice, valori acceptabile pentru indicii de calitate.

Tn acest context, din (4.4), (4.5) si respectiv (4.7), (4.8) rezultd ci indicii de calitate, Tn
general, nu pot avea valori identice pentru transferurile U —s=es—> Y Si W —~—> Y care au
aceeasi poli, deoarece zerourile Sstemului automat pentru cele doud transferuri sunt in general
diferite si in consecintd si raspunsurile indiciale corespunzatoare sunt diferite.

Tn cazul particular in care traductorul este un element de tip P, adic&:

Gi(s) =k (4.9
din relatiile (4.4) — (4.8) se obtin urmatoarele:
Qo (s) Q(s)

G = = , 4.10

OB PO+ 419
Gou(9) = Qow(s) _ Qw9 (9) ’ (4.11)

Po(s)  P(s)+kQ(s)

Po () = P(s) + k: Q(S) (4.12)
Qo(s) =Q(s), (4.13)
Qow () = Qu ()R (9). (4.14)

Se constatd ca Tn cazul particular (4.9) se produc unele modificari ale concluziilor a —c.
Astfel, din (4.13) si (4.14) rezulta respectiv:

a) multimea zerourilor sistemului automat pentru transferul U —==— Yy este egalad
cu multimea zerourilor caii directe;

b") multimea zerourilor sistemului automat pentru transferul W —=~=—>y este egala
cu reuniunea multimii zerourilor cdii perturbatiei si a multimii polilor
regulatorului si elementului de executie.

Similar cu afirmatia c), din (4.12) rezulta ca:

c) multimea polilor sistemului automat este Tn general diferitd de reuniunea

multimii polilor caii directe si a multimii zerourilor cdii directe.
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Exemplul 4.1 (hodograful polilor)

Se considerd sistemul de reglare automatd a turatiei motorului electric de c.c. de la
exemplele 2.1 si 2.2, in care R= 0,15, L = 0,01, J = 300, k;=11,8, k, = 11,5, k3 = 10, kg =
=11,3, k = 4,72, kpzkt = 0,6 si Gg(s)=kg (regulator tip P). Se cere sa se studieze
posibilitatea de a ocare a polilor sistemului automat cu ajutorul parametrului acordabil k.

Conform rezultatelor de laexemplul 2.2 se pot scrie functiile de transfer:

G(S) — Q(S) — 5 613136kR , Gt (S) — Qt (S) _ 0,6
P(s)  3s”+451s+137,2 R
Polinomul polilor sistemului automat are expresia: k=00 Apis
Ry(S) = 3% +45,15+137,2 + 368,02kR. s k= 0,087
A
Cei doi poli: kr=0 kr=0
VAl <« By >
_ —_ < < N — Bl
o :{ 7,52+328,/1-11,3%kg, O0<kg <0,087, 108 & 7924
' -752+ j328,/113%Rg -1, k>0,087,
J 13%g > -7521 g,
parcurg, pentru kge[0,+00), hodograful din fig.!11.24. (d) -

Rezultd ca parametrul acordabil kg nu asigura o
alocare complet arbitrard a polilor s, ,, ¢i numai pe  Fig.11.24. Hodograful (locul geometric &)

lilor sistemului automat | lul 4.1
segmentul de dreaptd AB (poli reali) si pe dreapta poifior sistemiTtl arfomet fa ecempid
(d) (poli complex conjugati). Sagetile indica sensul de parcurgere a hodografului atunci
cand parametrul kg creste de la 0 la +c0. O

4.2. BIBO-stabilitatea structurala

Cunoasterea polinomului polilor (4.6) permite analiza BIBO-stabilitatii sistemului
automat. Tn acest scop se utilizeaza rezultatele prezentate in subcap.11.6.

Avand n vedere cd proprietatile de BIBO-stabilitate ale sistemului automat depind de
parametrii acordabili ai regulatorului si Tn general de toti parametrii sistemului automat, o
problema deosebit de importanta, inclusiv din punctul de vedere al alegerii regulatorului,
este aceea a BIBO-stabilitatii structurale.

Definitia 1

Un sistem dinamic se numeste structural BIBO-stabil daca domeniul sau de BIBO-
stabilitate parametrica este nevid. O

Procedura de determinare a domeniului de BIBO-stabilitate parametrica a fost expusa la
11.6.7. Determinarea efectiva a acestui domeniu pentru sisteme de ordin superior (mai mare
decat 3) si cu numar mare de parametri acordabili implicd un considerabil efort de calcul.
Este important ca n astfel de situatii, Tnainte de aplicarea procedurii de la I1.6.7, sa se afle
daca sistemul analizat este sau nu structural BIBO-stabil.

Se stie ca BIBO-stabilitatea unui sistem automat se analizeaza cu ajutorul polinomului
polilor (4.6). Functia de transfer a sistemului Tn circuit deschis (a buclei deschise) este:

M(s)

G(9)Gi (s) = NS

(4.15)
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n care M(s) si N(s) sunt doua polinoame relativ prime intre ele (adica nu au factori comuni,
respectiv daca astfel de factori au existat, ei au fost deja simplificati).
Conform relatiilor (4.1), (4.2) si (4.6) rezulta ca:

M(s) = Q(s)Q (s) (4.16)

N(s) = P(s)P; (s) (4.17)
si polinomul polilor sistemului automat are expresia:

Py (s) = N(s)+ M (9). (4.18)

Introducéand notatiile:

m=grad M (s) (4.19)

n=grad N(s) (4.20)

si admitand cd m> 0 si n>m, din (4.18) — (4.20) rezulta: grad Py(s) = n.
Teorema 1 (Aizerman - Gantmaher)

Sistemul n circuit deschis (bucla deschisd) reprezentat de (4.15) se caracterizeaza prin:
a) M(s) este polinom hurwitzian.
b) N(s) poate fi factorizat dupa cum urmeaza:

N(9) = sPT (& s® + D[ T (bjs—1) Ny(9), (4.21)
incare p>0, g >0,i :ﬁ, bj >0, j:l,_r, g=0sir>0(Incazurileq=0si/saur =0

au loc prin definitie: fzo(ai s? +1) =1 si / sau respectiv ro(bjs—l) =1), si Ny(9)

este polinom hurwitziandegradn—r,cur =p+2q+r.
O conditie necesara si suficienta ca sistemul automat sa fie structural BIBO-stabil este
ca sa fie satisfacute urmatoarele inegalitati:

I°p+r<m+1;
2°m, nsi r conform tabelului:

r m m=20 m-— par m-— impar
r - par n>2r m+n>2r -1 m+n>2(r — 1)
r - impar n>2(r - 1) m+n>2(r —1) m+n>2r-1 [0

Exemplul 4.2 (alegerearegulatorului)

Se considerd sistemul automat cu schema bloc structurala din fig.I11.16 in care:
k
G(s) =Gr(s)GE (s), Gr(s) = 221 Gw(s)=0, Gp(s9)=Gi(s) =1
ST+
Se cere sa se determine Gg(s) (functia de transfer a regulatorului) astfel incat sistemul
automat sa fie structural BIBO-stabil.
Este evident ca:
Gr(9)k

G(9)Gi(s) = 1262 11
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Cazul |: Gg(s) are toti polii si zerourile in {Re s <0}. Rezulta p=0,q=1,r=0,r =2.
Inegalitatea 1° din teorema 1 are forma: 0<m+1.

a. Se adoptd m= 0. Inegditatea 2° din teorema 1 are forma n > 4. Se adoptd n = 5, ceea ce

Tnseamna ca:
Kr

Gr(§)=3—= ——
s®+as? +bs+c
in care numitorul este hurwitzian si kg > 0.

b. Se adoptd m = 1. Inegalitatea 2° din teorema 1 are forma: n+ 1 > 2. Se adoptd n = 2,
ceea ce Tnseamna ca:

Cazul I1: Gg(s) areun pol in s = 0, restul de poli si toate zerourile fiind in { Re s < 0}.

Rezultap=1,q=1,r=0sir = 3. Inegditatea 1° dinteoremal areforma 1 <m+ 1.
a. Se adoptd m = 0. Inegalitatea 2° din teorema 1 are forma : n > 4. Se adoptd n = 5,
ceea ce Tnseamna cé:

GR(S):Zk—R, kg>0, a>0, b>0.
s(s“ +as+h)

b. Se adoptd m = 1. Inegalitatea 2° din teorema 1 are forma: n+ 1 > 5. Se adoptd n =5,
ceea ce Tnseamna ca:

krts+1)

G -
RS s(s2 +as+Dh)

, kg>0,t>0,a>0, b>0.
Cazul I11: Gg(s) se adoptd, fard a tine seama de teorema 1, de exemplu de forma:

Kr
Gr(s) =——, kp>0,t > 0.
R(S) ts+1 R

Rezulta ca:

krk
(ts+I(T 252 +1)
Matricea Hurwitz asociata acestui polinom este:

G(9)G;(S) = , Po(8)/T2t =s3+82/t +5/T2+(kgk+1)/T2t.

1 1 0
t

Hg=|(kgk+1)/T% 1/T?2 1/t ,
0 0 (krk+1)/T?

din care rezulta: detH; = 1/t >0, detH,=— kgk/T?t <0 si detHz = (kgk+1)detH,/T2t <O.
Conform criteriului Hurwitz (teorema 7 de la 11.6.4) sistemul automat este BIBO-instabil
pentru orice kg > 0 si orice t > 0. Tn virtutea definitiei 1 se poate spune ca n acest caz
sistemul automat nu este structural BIBO-stabil.

Este evident ca problema regulatorului, conform teoremei 1, nu are solutie unicd. Dintre
solutiile de la cazurile I, I, cea mai simpla este aceea de la I.b (regulator PD). O
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Din punctul de vedere al aplicatiilor, simplitatea conditiilor 1° si 2° ale teoremei 1
permite formularea unor proceduri eficiente de alegere a functiei de transfer a regulatorului,
asa cum s-a aratat la exemplului 4.2.

Tn acelasi timp, teorema 1 confirmd, de aceastd dati Tn mod riguros, una din calitatile
esentiale ale reactiei negative si anume ca aceasta are efect stabilizant (a se vedea 1.2.1°).
Tntr-adevar, conform relatiei (4.21), sistemul n circuit deschis (format din G(9)Gy(9)) poate
fi BIBO-instabil (in cazurile in care cel putin unul din numerele naturale p, g, r este nenul).
Cu toate acestea sistemul automat (in circuit inchis, cu reactie negativa), in conditiile 1° si
2° aleteoremei 1, este structural BIBO-stabil.

Un caz particular relativ frecvent intalnit n aplicatii se caracterizeaza prin q=0,r =0si
r =p, cup €{0,1,2}. Teorema 1 se enuntd sub urmatoarea forma particulara.

Teorema 2
Functia de transfer a sistemului n circuit deschis are expresia:

K bps™ 4+ +bys+1

G(9)Gi(s) = o (4.22)

aps" +...+ s+l

incarek >0, p €{0,1,2} si polinoamele b, s™...+b;s+1, a,s"+...+a;s+1 sunt hurwitziene
si relativ prime intre ele, cu p+ n>m=> 0.

Sistemul automat este structural BIBO-stabil pentru:

a p <{0,1}.

b.p=2,m>1

p . Pentru p € {0,1,2}, conditiile 1° si 2° ale teoremei 1 se particularizeaza conform
tabelului:

Sl Conditia 2°
P Conditia 1 =0 m=2,46,.. m=135,.
0 m>0 n>1 m+n>0 m+n>0
1 m>0 n>0 m+n=>0 m+n>1
2 m>1 - m+n>2 m+n>1

Rezulta c& pentru p + n > m > 0 si p €{0,1} toate inegalitatile sunt satisfacute. Pentru
p = 2 conditia 1° este m> 1, pentru care conditia 2° este de asemenea satisfacuta. O



5. Precizia unui sistem automat

5.1. Eroarea; implicatii ale principiului abaterii

S-a aratat in subcap.3 ca abaterea unui sistem automat, A(s), este produsa si actioneaza
efectiv in cadrul sistemului (fig.111.16), este determinata de U(s), W(s) si Z(s) (fig.I11.23) si
n general este neidentic nuld. S-a prezentat si s-a argumentat faptul ca reactia negativa are
efecte favorabile privind reducerea abaterii, in special a componentei sale determinata de
perturbatia V().

In acest context este necesar sa se afirme in mod explicit ca o analiza pertinenta a
preciziei unui sistem automat trebuie sd se bazeze pe notiunea de eroare si nu pe aceea de
abatere.

Prin eroarea e a unui sistem automat se defineste diferenta dintre marimea prescrisa (de
referintd) Yp si marimea de iesire y. Se scrie:

e=yp-V. (5.2)

Spre deosebire de abatere, eroarea este o marime virtuald. Ea nu este generatd si nu
actioneaza n cadrul sistemului automat cu schema bloc structurald din fig.l111.16 si se
defineste numai pentru studiul efectiv al preciziei sistemului, evident corelat cu faptul ca
menirea acestuiaeste de aredliza y= Ypr respectiv e= 0 (ca situatie limita ideald).

Cu referire la schema din fig.I11.16 si relatia (5.1) se poate scrie:
 Gp(96(9) Gu(9)

1+ G(S)Gi(s) 1+ G(s)Gi (9)
Se disting doud componente ale erorii:
e eroareain raport cu marimea prescrisa (de referintd):
_ Gp(96(s)
1+ G(s)G¢ (9)
e eroareain raport cu perturbatia:
Gy (s
Eu(9) = —9 () (54)
1+ G(9)G; ()

La acestea se poate adduga i componenta erorii determinata de zgomotul Z(s) (conform
fig.111.23), in eventualitatea cd Z(s) are efecte care nu pot fi neglijate.
Situatia uzuald, in marea majoritate a aplicatiilor, este aceea in care:

E(S) = Yp(s)-Y(9) = {1 }Yp () W(s). (5.2)

Ep(s)= [1 }Yp (); (5.3)

Gp(8) = kp. (5.5)
De asemenea, un caz particular frecvent intalnit n aplicatii se caracterizeaza prin:
G; (s) =k;. (5.6)
Pentru (5.5) si (5.6) se realizeaza de regula si conditia:
kp =k, (5.7)
ceea ce, conform relatiei (5.3) si fig.111.16, conduce la:
1 1
Ep(s)= —U(s). (5.8

1+ ktG(S) kt
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Tntrucat componenta abaterii Tn raport cu U(s) are expresia:

1
Ap(s) = mu (s), (5.9
din (5.8) si (5.9) rezulta:
Ep(9)= ki Ao (S). (5.10)
t

Prin operatii analoage, din (5.4), (5.6) si (5.7) rezulta:
Gw (S)

Ey(s) = W(s). (5.1
1+ k;G(s)

Similar cu (5.9), pentru componenta abaterii Tn raport cu W(s) se poate scrie:

_ ktGw(S)

A =T G g Ve (5.12)

Din (5.11) si (5.12) se obtine:

Eul®) =1 A9 (5.13)

t

Tn aceste circumstante din (5.2), cu (5.3), (5.10) si (5.4), (5.13) rezulta:

E(s) = ki (A0 (9 F A(9)]= ki A®s), (5.14)
t t

ceea ce Tnseamna ca pentru (5.5) — (5.7) eroarea este proportionald cu abaterea.
Pentru cazul particular k, = 1 (reactia negativa unitard) rezulta:

E(s) = A®S), (5.15)

aceasta fiind singura situatie Tn care eroarea coincide cu abaterea.

Tn afara acestei exceptii, intre eroare si abatere existd deosebiri clare si anume: de
naturd dimensionald, de anvergura a domeniului de valori si, nu in ultimul rand, de mod de
definire — eroarea ca marime virtuald si abaterea ca marime reala.

Distinctia dintre eroare si abatere este esentiala daca se tine seama ca sistemul automat
functioneaza pe principiul abaterii (nu a erorii!), asa cum s-a aratat la 3.1, si ca in mod
natural, precizia sistemului automat se defineste si se studiaza pe baza erorii.

Tn cazul general (corespunzitor schemei din fig.l11.16), conform relatiei (3.4) se pot
scrie relatiile:

Ap (S) = mu (S), (516)
_ Gw(9G ()
Aw(s) = 1+ G(9G,(9) W(s). (5.17)
Utilizand adecvat (5.3) si (5.4) se obtin respectiv:
1
Ep(9)= %{1— G(I[GCp(s) — G (I} Ap(S) (5.18)
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1
Gi(s)

Conform principiului abaterii Tnsasi existenta oricdrei variatii a abaterii (indiferent de
cauza care a provocat-0) are ca efect evolutia sistemului automat Tn sensul diminuarii sau
chiar al anuldrii abaterii. Este evident ca din (5.18) si (5.19) rezulta ca pentru Ap(s) = 0Osi
A, (s) = 0seobtin Ep(s) = 0 si respectiv E,,(s) = 0, dar modul in care |Ap(s)|—>0 Si
|A,(S)|—0 esten general diferit de acelain care |Ep(s) |— 0 si respectiv |E,(s)|—0.

Pe baza acestor constatdri si fara a pierde din vedere deosebirile dintre eroare si abatere,

principiul abaterii se poate extinde, mutatis mutandis, si la eroare, ca marime virtuala
subsidiara abaterii.

Ew(9) === Au(9). (5.19)

5.2. Eroarea stationara

De reguld, sistemele automate sunt concepute, realizate si menite sa functioneze, pe
durate relativ mari de timp, Tn regim permanent si in particular Tn regim stationar. Tn aceste
circumstante de o importantd deosebita pentru caracterizarea calitatilor (performantelor)
unui sistem automat este eroarea stationara prin care se defineste si se evalueaza precizia
n regim stationar a sistemului automat.

a. Eroarea stationara n raport cu marimea prescrisa
Pentru simplificarea scrierii si in conformitate cu (5.3) se noteaza:
~ Gp(s)G(s)

1+ G(9)G((9)

prin care se desemneaza functia de transfer a erorii n raport cu marimea prescrisa (de
referintd).

Se pot defini si evalua urmatoarele tipuri uzuale de erori stationare:

1° Eroarea stationara de pozitionare.

Tn acest caz mérimea prescrisé (de referintd) este functia treapta unitara pentru care:

Gep(9) =1 (5.20)

Ypt)=s(t), Yp(9)=1/s (5.21)
Aplicand teorema valorii finale (Anexa A.1.2.b.3%), din (5.3) si (5.20) se obtine:

=i t)=lim sE =lim sG / s=Gg, (0). 5.22
€ps tﬁlrpwep() lim p(s) lim ep (S)/ 5= GCep (0) (5.22)

2° Eroarea stationara de viteza.
In acest caz mdrimea prescrisa (de referintd) este functia rampa unitard (cu viteza
unitard) pentru care se scrie:

ypt)=ts (1), Yp(s)=1/s2 (5.23)
Procedand cala 1° rezulta:

ene = lim e, (t) = lim sE(S) = lim SGy, (S)/ S = lim Gy, () / s, 5.24
ps = NIM p(® lim p(s) lim ep (S) lim ep (S) (5.24)

3° Eroarea stationara de acceleratie.
In acest caz marimea prescrisa (de referintd) este functia parabola unitard (cu
acceleratie unitard) pentru care se scrie:
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ypo)=t>s (©)/2, Yp(9)=1/s>. (5.25)
Procedand cala 1° se obtine:

ens = lim ey (t) = lim sE () = lim SGgy () /82 = lim Gy (S) / 2. 5.26
Pt oo p(® s—0 p(S) s—0 (9 s—0 (9 (520

Din (5.22), (5.24) si (5.26) se remarca faptul ca ceea ce intereseaza relativ la eroarea
stationara este comportarea functiei de transfer Gep(s) n vecinatatea originii. In aceasta

situatie este indicat sa se faca uz de dezvoltarea in serie Taylor:
k
1 d"Gey(9)

Gep(9)= D s, =t (5.27)
P Eo K gsk [s=0

si de o marime prescrisa (de referintd) de o forma generala:
yp®=t's (7K, Yp(9)=1/8", (5.28)

din care, prin particularizari adecvate, se obtin (5.21), (5.23) si (5.25).
Eroarea stationard se obtine cu ajutorul teoremei valorii finale (Anexa A.1.2.b.3°) dupa
cum urmeaza:

k

€ps :tirllooep(t) = éijg)s(co +CS+ 0232 +..+CS + )F =
(5.29)
:lin :—E+%+Sﬁ—32+...+ck +ck+1s+ck+252 +j
Este evident ca limita din (5.29) exista si este finitd dacad si numai daca:
Co =0, =0......,c1 =0. (5.30)
Tn aceast situatie rezulta:
1 d¥
€ps = Ck :EgGep(s) <=0’ k=0212,.... (5.31)
Coeficientii ¢p,¢1,Cp,....,Ck y----- se numesc coeficientii erorii stationare in raport cu

marimea prescrisd (de referintd). Un sistem automat se numeste de tipul k in raport cu
marimea prescrisa (de referintd) daca primul coeficient al erorii stationare nenul (in ordinea
lor naturala) este c,.

Tn acest stadiu al analizei este util si se examineze substratul structural al notiunii de
sistem automat de tipul k. Se are in vedere cazul mai simplu (si uzual) caracterizat prin
(5.5 - (5.7) si

s
G(s) = As) , (5.32)
P(s)
in care P(s) si Q(s) sunt doud polinoame relativ prime intre ele, cu Q(0) = 0.
In aceste conditii rezulta:
1 B P(s)
1+kG(s) P(s)+kQ(s)’

Gep(9) = (5.33)
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o —c 14 ( PO
PS KT gk P(9) + K Q(s)

e Daca sistemul automat este de tipul k = 0, rezulta ¢, = 0, ceea ceimplica P(0) = 0. Aceasta
Tnseamna ca functia de transfer a caii directe, G(s), nu are nici un pol Tn origine (in s = 0).
Eroarea stationara de pozitionare n raport cu marimea prescrisa este nenuld (dar finita).

e Daca sistemul automat este de tipul k = 1, rezultd ¢y = 0, ¢ # 0, ceea ce implica:

P(0) = 0, respectiv P(s) = sP4(s),

in care P;(s) nu are nici un zero in origine (adica P4(0) = 0). Functia de transfer a caii
directe, G(s), are un pol Tn origine, respectiv calea directd contine un element integrator (1).
Eroarea stationara de pozitionare Tn raport cu marimea prescrisa (de referintd) este nuld si
aceasta este 0 consecintd imediata a prezentei elementului | pe calea directd. In acelasi timp
eroarea stationard de viteza este nenula (dar finitd). Daca elementul | nu existd Tn mod
natural Tn partea fixatd a caii directe (in elementul de executie sau in instalatia
automatizatd) atunci, pentru obtinerea erorii stationare de pozitionare nule, respectivul
element | trebuie introdus Tn regulator.

e Daca sistemul este detipul k = 2, rezultd cy = 0, ceea ce implica

P(0) = 0, P(s) = sPy(9) s

, k=012..... (5.34)
s=0

_hO _,
s=0 kQ(0)

d sPi(s)
Cps =C=""| S7a . L e
ds[sPl(s) + th(s)J

ceea ce conduce la

P1(0) = 0, respectiv: P(s) = $2P,(9),
n care P,(s) are proprietatea P,(0) # O (P,(s) nu are nici un pol in origine). Functia de
transfer a cdii directe, G(s), are doi poli in origine, respectiv calea directd contine doua
elemente integratoare (1) Tnseriate. Eroarea stationara de pozitionare si eroarea stationara
de viteza (ambele Tn raport cu marimea prescrisa (de referintd)) sunt nule, ca o consecinta
imediatd a existentei a doud elemente I, Tnseriate pe calea directa. Tn acelasi timp eroarea
de acceleratie in raport cu marimea prescrisa (de referintd) este nenula (dar finitd). Daca
partea fixatd a caii directe nu contine in mod natural doua elemente I, atunci pentru
obtinerea erorilor stationare de pozitionare si de viteza nule, aceste elemente trebuie
introduse Tn regulator (pana la numarul total de doua elemente I, Tnseriate, pe calea directd).

n general, dar cu referire la (5.32) — (5.34), un sistem automat de tipul k are o functie
de transfer a caii directe care poseda k poli Tn origine (s = 0), respectiv calea directa contine
k elemente integratoare Tnseriate. Calitatea unui astfel de sistem este ca erorile stationare
(5.31) n raport cu marimea prescrisa (de referintd) de tip parabola unitard de ordinul k
(functia (5.28) — cu derivata de ordinul k unitard) sunt nule pana la ordinul k — 1 inclusiv
(conform (5.30)).

b. Eroarea stationara in raport cu perturbatia

Un studiu similar cu cel de la punctul a se poate face in cazul functiei de transfer a
erorii Tn raport cu perturbatia:

____Guls)
Gew(s) = 169G, (9 (5.35)
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pentru care se poate scrie seria Taylor:
1d*
k! dsk

Eroarea stationard se obtine cu ajutorul teoremei valorii finae (Anexa A.1.2.b.3°%),
aplicata relatiei (5.4), cu (5.35), (5.36) si

Gen(S) = +ffdksk, dy = Gen(9) (5.36)
k=0

s=0

w(t) =tKs (t)/kl, W(s)=1/sK"1, (5.37)
Se poate scrie:
eys = lim g, (t) = Iimo(d—g+% + .+ dg +dg S+ J (5.38)

t—+o0 s—0\ s st
Limita din (5.38) exista si este finita daca si numai daca:
dg =0,d; =0,...,d_4 =0. (5.39)
Tn aceast situatie rezulti:

1 d¥

Cws = dk = EQGM(S) O, k = 0,1,2, ..... . (540)

S=
Coeficientii dg, dy, d,..., d,,... se numesc coeficientii erorii stationare Tn raport cu
perturbatia. Un sistem automat se numeste de tipul k in raport cu perturbatia dacd primul
coeficient al erorii stationare nenul (in ordinea lor naturala) este d,.
Tntrucét Tn general Gep() #Geu(9) (a se vedea (5.20) si (5.32)) rezulta ca un sistem

automat nu este in mod necesar de acelasi tip Tn raport cu marimea prescrisa si cu
perturbatia.
Pentru cazul mai simplu (si uzual) caracterizat prin (5.5) — (5.7), (5.32) si

G(s) = Qs) . Q9 , (5.41)
P(s)  Pa(9R(9)
_ Qu(s)
Gw(s) = P.(9 (5.42)
(a se vedea si (4.1) — (4.3) si textul explicativ aferent), din (5.35) si (5.36) rezulta:
6o (9 = QDR 543
P(s) + ki Q(s)
_ o _1d*( QuR(S B
os = =11 1k (P(s) ¥ th(s)] s—g K=0L2 (544)

Trebuie precizat cd, de reguld, Q,(s) nu are zerouri In origine (adicd Q,[(0)=0),
respectiv nu exista elemente derivatoare (D) Tnseriate pe calea perturbatiei.

e Daca sistemul automat este de tipul k = 0, rezultd dy = 0, ceea ce implica P,(0) = 0.
Aceasta Tnseamna ca functia de transfer a regulatorului si elementului de executie nu are
nici un pol n origine (in s = 0). Eroarea stationara de pozitionare in raport cu perturbatia
este nenula (dar finitd).
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e Daca sistemul automat este de tipul k = 1, rezultd dy = 0, d; # 0, ceea ce implica
P(0) = 0, respectiv Py(s) = sPy; (9),

n care Py, (S) nu are nici un zero n origine (adica Py, (0)=0). Functia de transfer a
regulatorului si elementului de executie are un pol Tn origine, respectiv fie regulatorul fie
elementul de executie contine un element integrator (I). Eroarea stationara de pozitionare
in raport cu perturbatia este nula si aceasta este o consecintda imediatd a prezentei
elementului | mentionat mai sus. In acelasi timp eroarea stationara de viteza este nenuld
(dar finitd).

e Daca sistemul este de tipul k = 2, rezultd dy = 0, ceea ce implica

P(0) =0, Py(S) = SPy; (8), P(S) = sP4(s) si

_d[ QO _ QuORs(0) _
ds{ sP(9)+ kQ(9) Js=0  kQ(O)

Aceasta conduce la

Ppa (0) =0, respectiv Py(s) = Py, (9), P(S) = $2P,(9),
in care Py, () si Py(s) nu au nici un zero in origine (adica Py, (0) =0, si Pp,(0) = 0).
Functia de transfer a regulatorului si elementului de executie are doi poli Tn origine,
respectiv acestea, Tmpreund, contin doud elemente integratoare (I) Tnseriate. Eroarea
stationara de pozitionare si eroarea stationara de viteza (ambele n raport cu perturbatia)
sunt nule, ca o consecinta imediata a existentei celor doua elemente | deja mentionate. In
acelasi timp eroarea de acceleratie in raport cu perturbatia este nenula (dar finita)

In general, dar cu referire la (5.41) — (5.44), un sistem automat de tipul k are o functie
de transfer a regulatorului si elementului de executie care poseda k elemente integratoare
nseriate. Calitatea unui astfel de sistem este ca erorile stationare (5.44) in raport cu
perturbatia de tip parabold unitard de ordinul k (functia (5.37) — cu derivata de ordinul k
unitard) sunt nule pand la ordinul k — 1 inclusiv (conform cu (5.39)).

1

Exemplul 5.1 (sistem de reglare automata a turatiei; continuare)

Pentru ilustrarea studiului privind eroarea stationard se considera sistemul de reglare
automata a turatiei motorului electric de c.c. analizat Tn cadrul exemplelor 2.1, 2.2 si 3.1.

Se cere determinarea erorilor stationare n cazurile in care regulatorul este de tip P si PI.

Schema bloc structurald are forma din fig.I11.16. Functiile de transfer aferente au fost
cele de la exemplele 2.2 sau 3.1, cu particularizarea kp = k;. Aceste functii de transfer au

expresile:
O = erRs T kg 1 hiky " ) = s RiIsrkg) ik PO =G =ke

a) Gr(s) = kg (regulator P)
Tn conformitate cu (4.1) — (4.3) si (5.41), (5.42) se identifici urmatoarele polinoame:
P(s) = Pa(s) = (Ls+ R)(Js+ k) + kika, By (s) =1, Q(S) = kokgkrk,Qy(s) =Ls+ R

Cu aceste polinoame si utilizand relatiile (5.34) si respectiv (5.44) se obtin erorile
stationare de pozitionare:

kg kaGR (S) Ls+R
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e —Cn= P(O) _ Rk3 + k1k2
P07 P0) + kQ(O) Rz + Kyky + kikokgkgk
Qu(0)R, (0) R
ews =do =— = 0 _ :
P(0) + kyQ(0)  Rkz + kqky + kikakgKrk
1 _ kRT| S+

b) Gr(s)=kr+—
) R() R T|S T|S

n conformitate cu (4.1) — (4.3) si (5.41), (5.42) se identificd urmatoarele polinoame:
P(s) = Pa(s)Py(s) = [(Ls + R)(Js + k3) + kik, [Ty,

Pa(8) = Pi(S) = (Ls + R)(Js + k3) + kK3,

Po()=Tis, Rn(s) =1 Q(s)=kakgk(krTis+1), Qu(s)=Ls+R

1 (regulator PI)

Utilizdnd aceste polinoame si relatiile (5.34) si respectiv (5.44) se obtin erorile
stationare:

e de pozitionare:
___PO____
P(0)+kQ(0)
4 - QuORBO _
0= =Y
P(0) + ki Q(0)
e de viteza:

€ps =Co

eWS:

Pl(O) Rk3+klk2
eps = C1 = = ,
keQ(0)  kekokgk

o _g4 _Quw@Pn(O __ R
ws =l k;Q(0) kekokgk




6. Performantele unui sistem automat

6.1. Indici de calitate

Abilitatea de a obtine un anumit regim permanent (stationar) si un anumit regim
tranzitoriu rezidd Tn alegerea adecvata a structurii si parametrilor regulatorului Th conditiile
n care celelalte elemente ale sistemului automat sunt, de reguld, prestabilite (fixate). Pentru
aceasta trebuie definitd forma dorita a marimii de iesire n termenii performantelor pe care
trebuie sa le realizeze sistemul automat. Tn mod obisnuit aceste performante se definesc Tn
cazul raspunsului indicial. Se mai folosesc de asemenea raspunsul la functia rampa (unitard)
si raspunsul la functia parabola (unitar).

Performantele definite cu ajutorul raspunsului indicial se evalueazd prin indici de
calitate care se Tmpart Tn doua grupe:

de regim stationar: erorile stationare care se exprima de reguld in forma
procentuald; acestea au fost definite Tn subcap.5;

de regim tranzitoriu: suprareglarea, durata regimului tranztoriu, durata de
crestere; acestea au fost definite la 11.7.1; In functie de necesitatile analizei si / sau
sintezei unui sistem automat se mai adauga: durata pana la primul maxim; perioada
oscilatiilor; numarul de perioade de oscilatie pe durata regimului tranzitoriu.

Acesti indici de calitate sunt specificati sau specificabili (de reguld prin tema de
proiectare) si constituie obiective care urmeazd a fi realizate pe parcursul proiectarii
sistemului automat. Tntrucat Tn majoritatea cazurilor pentru realizarea indicilor de calitate
specificati se ajunge la solutii (privind structura si parametrii regulatorului) contradictorii,
pe parcursul proiectarii trebuie sa se adopte solutii de compromis prin care sa se asigure
valori acceptabile pentru toti indicii de calitate.

Valorile admisibile ale indicilor de calitate se adopta pe baza urmatoarelor considerente:

- Pentru erorile stationare: acestea trebuie sa aiba valori compatibile cu clasa de

precizie a traductorului. Clasa de precizie a unui sistem automat nu poate fi Tn nici
un caz mai buna decat clasa de precizie a traductorului utilizat.

Pentru suprareglare: s% £18 - 20%.

Pentru durata regimului tranztoriu si durata de crestere: acestea trebuie sa fie
automatizare. De exemplu: regulatorul, elementul de executie sau instalatia
automatizatd au domenii limitate de variatie a marimilor de intrare si de iesire.
Aceste limitari au caracter tehnologic (fenomenul de saturatie, puteri nominae
limitate etc.). De reguld, realizarea unei viteze de variatie mari a marimii de iesire
implicd generarea unei marimi de comanda a instalatiei automatizate de amplitudine
mare, ceea ce practic nu este posibil ntotdeauna din cauza limitarilor mentionate.

6.2. Indicatori sintetici de calitate

Faptul c& intre solutiile care realizeaza indicii de calitate pot apdrea contradictii a
condus la ideea definirii unor indicatori sintetici de calitate care sa Tnglobeze toate
aspectele avute Tn vedere atunci cand s-au definit indicii de calitate pe baza raspunsului
indicial.

Un indicator sintetic de calitate asigurd o apreciere globald a calitdtilor unui sistem
automat. El se exprimd printr-un numar real si pozitiv, poate fi calculat si masurat
experimental. Se doreste, uzual, minimizarea valorii indicatorului, ceea ce implicit
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fnseamna realizarea unei optimizari a sistemului automat. Acest fapt are consecinte asupra
structurii si parametrilor sistemului automat (in primul rand ai regulatorului).

Cei mai utilizati indicatori sintetici de calitate sunt urmatorii:

1° ISE (integral of the square of the error)

T
l1=¢, e?(t)dt, T3 ts.
Acest indicator asigura o buna distinctie intre raspunsurile (indiciale) slab amortizate si
cele puternic amortizate. |, = minim se obtine pentru o valoare de compromis a amortizarii. |
este foarte util pentru tratdri matematice si pentru simulare numerica.

2° IAE (integral of the absolute magnitude of the error)
T

12=Q le®ldt, T2 t.

Acest indicator este adecvat pentru studii de simulare numerica, dar mai dificil de
utilizat Tn abordari matematice.
3° ITAE (integral of the time multiplied by the absolute magnitude of the error)

I3:(‘:gt|e(t)|dt,T3tS.

Tn acest caz prezenta variabilei t in integrand are ca efect o ponderare adecvatd a
valorilor initiale si finale ale erorii e(t). Astfel, valorile initiale, de reguld mari (in valoare
absolutd), ale lui e(t) intra cu o pondere micd (deoarece t este mic), Tn schimb valorile
finale, de reguld mici, ale lui e(t) intra cu o pondere mare (deoarece t este mare). Creste
astfel rolul vaorilor mici (finale — de regim stationar in cazul raspunsului indicial) ale
erorii. Prin minimizarea lui |5 se realizeaza implicit si o reducere a erorii pentru t de valori

mari. In plus I3 are o sensibilitate ridicatd la variatia parametrilor sistemului automat, astfel
ca |5 = minim poate fi determinat experimental féra echivoc.
4° ITSE (integral of the time multiplied by the square of the error)

T
la=Q, te?(t)dt, T 3 t..
Acest indicator are proprietati similare cu | 5.

Exemplul 6.1 (comparatie intre I1 Si I3)

Pentru examinarea comparativda a proprietdtilor indicatorilor 1, si I3 se considera
sistemul automat cu structura din fig.11.25, pentru care: Gy(s)=1/(s?+2zs+1),
E(s)=[(s2+2zs)/(s2+2zs+1)]U(s). Rezultatele obtinute prin simulare pentru u(t) =s(t)
sunt reprezentate in fig.111.26. Acestea confirma cele prezentate la 1° si 3°.00

Ui ~EG| 1
+ s+2z

nlk

Y

04 08 12 16
Fig. 111.25. Schema bloc structurala a sistemului automat Fig.11.26. Graficele indicatorilor sintetici 14 si I3
de laexemplul 6.1.

laexemplul 6.1
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De obicei legea de reglare este materializatd de regulator (fig.111.14), dar existd si
exceptii Tn sensul ca anumite componente ale legii de reglare pot fi localizate in partea
fixatd a sistemului automat (de exemplu in elementul de executie). Tn acest caz componenta
respectiva exista Tn mod natural si ea este folosita ca atare, nefiind necesard introducerea
unei componente similare Tn regulator. Tn spetd este vorba de componenta integratoare (1)
care poate existaTn mod natural in partea fixata.

1. Regulatoare realizate cu amplificatoare operationale

1.1. Amplificatorul operational
Un amplificator operational, conform fig.IV.1, este constituit dintr-un amplificator
electronic de c.c. (Acc) la care se adaugd un circuit de intrare (impedanta Z;(s)) si un circuit
de reactie (impedanta Z,(s)). Amplificatorul electronic de c.c. (redizat ca circuit integrat)
se caracterizeaza prin:
factorul de amplificare, K, este foarte mare pentru un domeniu larg de frecvente;
rezistentele de intrare si de iesire au valoare foarte mare si respectiv foarte mica.
Tinand seama de notatiile din fig.1V.1, pentru domeniul de liniaritate al Acc, se scrie:

pentru nodul N:
11(8)+15(9) =0, (1.2) () =—
deoarece se considerd ca rezistenta A 119 N
proprie de intrare a Acc este infinita; gy N— X(9)
pentru circuitul deintrare: ( Z1(9) QN(S) )
A(s)- Un(9)
11(8) =———; 12
19==79 (12 S 1,
pentru circuitul de reactie: Fig.IV.1. Schema unui regulator electronic cu amplificator
operational; Acc — amplificator de c.c., Z(s) — impedanta de
Iy (S) - X(s)-U N (s) . (1_3) intrare, Z,(s) — impedanta de reactie; A(s) — abateres,
Z5(9) X(s) — marimea de comanda (a elementului de executie)
- pentru Acc:
X(8) =- KgUn(9)- (1.4)
Eliminand 1(S), 1,5(s) si Up(S) Tntre ecuatiile (1.1) - (1.4) rezulta:
4
X(9=- 229 L) (15

Zy(s) 1 1 §+Zz(s)8
Koé Zi(9¢
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Xs h saturatie i
[T limitare .
———————— — : Ix
limitare
- X
Xiimr
Fig.IV.2. Caracteristica statica a amplificatorului Fig.IV.3. Schema amplificatorului operational: (a) cu
operational (de tip P): cu zond de saturatie circuit de limitare cu diode Zener ; (b) caracteristica
(naturald) si cu zond de limitare (fig.1V.3) circuitului de limitare
in care se disting:
. . « S Z5(s
- functia de transfer ideala aregulatorului: Gi(s) = - 22—(()) (1.6)
ne
- factorul de corectie: C(s) = 1 , .7
1- (UKo)L+Z5(s)/Za(9)]

- functia de transfer aregulatorului: G (s) = G{?(s)C(s). (1.8)
Din (1.7) rezulta:

IimK0®¥ C(S) =1 (19)

ceea ce permite sa se faca uzual aproximatia:
Gr(s) @Gk(9). (1.10)

Asa cum evidentiaza relatiile (1.6) si (1.10), prin alegerea adecvata a impedantelor Z(s)
si Z5(s) se pot obtine functii de transfer, respectiv legi de reglare de o relativ mare varietate

deforme.

Din (1.5), respectiv (1.6) se remarca faptul ca regulatorul realizat cu amplificator
operational introduce si o schimbare de semn intre intrare si iesire. Tn consecinti este
necesara ncd o schimbare de semn pe parcursul céii directe a sistemului automat. Aceasta
se realizeaza de obicei Tn regulator, dar este posibila si in elementul de executie.

Regulatoare cu structurd izomorfa cu cea din fig.1V.1 se pot realiza si cu amplificatoare
pneumatice. Se obtin astfel regulatoare pneumatice utilizate Tn special Tn industria chimica
si petrochimicd (deoarece folosirea regulatoarelor electronice este inadecvatd din cauza
pericolului de explozie).

Se stie ca zona de liniaritate a Acc este marginita de fenomenul de saturatie, asa cum se
ilustreaza n fig.IV.2. Functionarea Acc Tn zona de saturatie este anormald deoarece Acc
raméane Tn aceastd zona un timp relativ mare, chiar in situatia in care cauza (ag de
amplitudine mare), care a adus Acc Tn saturatie, a disparut. Pentru evitarea acestui fenomen
se introduce un circuit de limitare pe calea de reactie, de exemplu ca in fig.IV.3.a.
Limitarea se realizeaza la un nivel (ajustabil) mai mic decat al saturatiei, cu ajutorul
diodelor Zener (conform caracteristicii i, = f(x) reprezentatd grafic in fig.IV.3.b). Se evita
astfel zona de saturatie (fig.1V.2). Zona de limitare, desi similard formal cu saturatia, nu are
dezavantajul acesteia deoarece punctul de functionare se poate misca pe palierul de limitare
ca si in zona de liniaritate.
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Evident, un element dinamic cu o caracteristica staticd cu limitare, pentru care punctul
de functionare ajunge Tn zona de limitare, este neliniar. Tn acest caz ecuatiile (1.1) si (1.4) si
rezultatul lor — ecuatia (1.5) nu mai reflectd ceea ce are loc Th zona de limitare. Pentru a
descrie si fenomenele din zona de limitare este necesard o abordare pe baza teoriei
sistemel or automate neliniare (cap. VII).

1.2. Regulatoare uzuale

Elementele de circuit utilizate obisnuit pentru realizarea circuitelor de intrare si de
reactie conform fig.IV.1 sunt rezistentele si condensatoarele (de foarte buna calitate). Cu
acestea, in combinatii adecvate, se pot obtine practic regulatoare cu functii de transfer
prestabilite. Céteva dintre cele mai utilizate regulatoare cu amplificatoare operationale din
categoria PID sunt prezentate Tn tabelul 1V.1.

Tabelul 1V.1. Regulatoare din categoria PID

Tip | Zy(9 Zy(9) Parametri GR(9=G (9) Schema
_ Rz R]_ R2
P Ry Ry kp = R, -kp
R, .
R kp =2 K o 3
PT1 Rl R C§+l Ry _ P 1 c
2 T =R,C Ts+1
R
kp = —2 1 /e [
Pl R, | Rp+— Ry - (kp +—1) c
Cs T, =RC Tis
Ry kP = & Ry Ry
PD | Res+1 Ro Ry -(kp +Tp9)
1 Tp = R,C c
R, +R
Ro . kp +Tps
PDT1 Ry Rs Tp = RaRs _PTD
Braai +
RyCs+1 Ry Ts+1
T= RgC
R Gy ]
R 1 R C 1 R
PID 1 Ry +—— L %2 | o+ Tps+—0) 2 Cy
RlCS+1 Czs TD = ch T|S Cl
T =RCy

Este important de observat ca fiecare dintre parametrii regulatorului depinde de mai
multi parametri ai circuitelor de intrare si de reactie. Aceasta inseamna cd ntre parametrii
regulatorului exista o anumitd interdependenta. De exemplu Tn cazul regulatorului PID
(tabelul 1V.1) modificarea rezistentei R, conduce la modificarea simultana a lui ks si T, (si

anume Tn sensuri contrare). Aceasta interdependentd poate crea unele inconveniente la
ajustarea parametrilor regulatorului. Situatii de acest fel pot fi evitate realizand regulatoare
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cu mai multe amplificatoare operationale interconectate adecvat (in serie si parael) astfel
ncét interdependenta dintre parametrii regulatorului sa se reduca sau chiar sa se elimine.

1.3. Caracteristici aleregulatoarelor din categoria PID

Scurta prezentare care urmeaza se refera la legile de reglare realizate de regulatoarele
din tabelul 1V.1. Se au n vedere functiile de transfer din penultima coloana, pentru care,
din motive de simplificare, se face abstractie de semnul [-] (s-a aratat la 1.1 cd acest semn
se compenseaza adecvat pe parcursul cdii directe a sistemului automat).

Principalele caracteristici ale regulatoarelor din tabelul 1V.1. sunt prezentate in tabelul
1V.2 si anume: zerourile si polii suplimentari care pot fi introdusi de regulator in functia de
transfer a cdii directe a sistemului automat, legea de reglare (ca relatie intrare — iesire
temporald) si graficul raspunsului indicial.

Tabelul 1V.2. Caracteristici ale regulatoarelor din categoria PID

Tip | GuO=GHO | “onimenat” | Legeareglarii he(t) @R ()
kp
P kP - X= kpa ¢
ke 1
= - — + =
PT1 To+1 p T TX+ x = Kpa
;= 1 X =kpa+
1 -
Pl kp + — kpT| 1.t
Tis — O adt
' p=0 T, Q
TDA(t)
PD kp +TDS Z:-k—P X:kpa‘l'TDa kP
Tp t
o
T
;= Ke ke
ppT1 | X *TpS To X+ x=
Ts+1 _ 1 kpa+Tpa Kp
PTTT To
T tga = (ke—To/MIT ,
a2 Clex x=kpa+ TD(t
1 2 0
PID +TpS+— - AT /T, 4 2T, 1.t . kef="2_ _ _ __
e+ To Tis ko~ 4o '5°P T_Q)adt"'TDa tga=1T t
|
p=0




2. Proprietati ale sistemelor automate cu regulatoare P, PD, Pl si PID

Scopul acestui subcapitol este acela de ailustra, printr-o analiza succinta, proprietatile
sistemelor automate echipate cu regulatoare din categoria PID. Problema sintezei
regulatorului pornind de la indicii de calitate admisibili sau de la calitdtile de BIBO-
stabilitate impuse prin tema de proiectare face obiectul capitolelor V si respectiv VI.

Pentru a asigura o prezentare unitara si pentru obtinerea unor rezultate comparabile Tn
cazul celor patru tipuri de regulatoare, se considera sistemul automat cu schema bloc

structurala din fig.IV.4 n care, pentru () Y(s)
simplificarea studiului, partea fixatd este un > Gr(9) > Gg(S) >
element de tipul PT2 cu functia de transfer: —
2
GF (s)= L , (2,1) Fig.IV.4. Schema bloc structurala pentru studiul
s2 + ZZWnS+W% proprietatilor regulatoarelor din categoria PID

incarek>0, z > 0,w,, >0 sunt fixati. Tn cazul polilor reali, Gg () are forma
k 1

. T —
2 ’ 1,2 ’
TT,s? + (T + Tp)s+1 Wn[z - /22_1)

Functia de transfer a regulatorului, Gg(s), urmeaza sa fie concretizata in conformitate cu
tabelul 1V.2, pentru legile de reglare P, PD, P1 si PID.

Ge(s) = z>1 (22

2.1. Sistem automat cu regulator P
Functia de transfer a regulatorului este:
Gr(s)=kp; kp>0. (2.3

Conform schemei din fig.IV.4, cu (2.1), (2.3), functia de transfer a sistemului automat
areexpresia

k 2
Go(9=— 0¥no ko =kpk/ (kpk + Dwing =W Jkpk +120 =2 /Jkpk +1. (2.4)
S +2Z W, oS+Wpo

Dependenta acestor parametri de parametrul ajustabil kp al regulatorului este ilustrata
in fig.IV.5. Remarcabil este faptul cd prin cresterea lui kp se produce o scadere a
factorului de amortizare z,, ceea ce implica o crestere a suprareglarii s, respectiv o
crestere a erorii in regim tranzitoriu, si o scadere a duratei de crestere t,, respectiv o
crestere a rapiditdtii raspunsului indicial (datorita

S WnoZo+ Ko W

cresterii lui w,g). no

Tntrucat regulatorul utilizat este de tip P (un singur 1
parametru ajustabil) rezultd ca efectele mentionate se
datoreaza in primul rand reactiei negative. z

O caracterizare pertinentd a calitdtii sistemului Wi,
automat este posibild pe baza indicilor de calitate ai
regimurilor stationar si tranzitoriu. !

In conformitate cu 111.5.a, eroarea stationara este: ~ Fig.IV.5. Dependenta parametrilor kg, g

e = 1/(kpk +1). si zg dekp (relatiile (2..4)) in cazul

regulatorului P
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Utilizand 11.7.2.c3 se poate scrie:
e pentru suprareglare:

Sg= e_pz"/@ = efpz/\‘kpkﬂf22 ,0<z4 <1,
e pentru durata regimului tranzitoriu:
~ {62 0/Wno =62 /wy, (kpk +1), zo > 0,707
" |3/z gWpg = 3/zw,, =constant,0<z g < 0,707
e pentru durata de crestere:
teo = 18/wp/kpk +1,03<2 < 08,
Pe ansamblu efectele cresterii lui kp sunt contradictorii: egsi t, scad, ty, initial scade dupa

care ramane constant, in schimb s creste. Este usor de constatat ca dacd se impun valorile
admisibile ey, S, tya Si tega Satisfacerea conditiilor:

s <€x,S 0 =S pa:tso <tspartco Steoa (25)
cu gjutorul singurului parametru gjustabil, kp, este de obicei imposibila.
Pe de alta parte realizarea unui compromis ar presupune de fapt schimbarea valorilor
€sar Soar tsna Si teoa CEEA CE NU este posibil, de reguld, decét intre limite relativ mici. Din

acest motiv, regulatorul P este utilizat mai putin frecvent. Un caz in care rezultatele
utilizarii unui regulator P pot fi satisfacatoare este acela in care partea fixata este de tip
PT1. Acest caz va fi studiat ca un caz particular la 2.2.b (relatia (2.9).

2.2. Sistem automat cu regulator PD
Functia de transfer a regulatorului este:
GR(S) = kp +TDS; kp >0, TD >0. (26)

a) Pentru z >0, conform schemei din fig.IV.4, cu (2.1) si (2.5), functia de transfer a
sistemului automat are expresia

2
Go(9= kowioL+STp /kp) ko= P kT zg = 2T (27)
12 2" kpkr1 v 2 Jkok+1
oWnoS+Wno P pk+1

Comparand (2.4) cu (2.7) se constatd ca dependenta parametrilor ky, Wy si zq de kp este
similard cu aceea din cazul regulatorului P. Tn plus z, depinde si de Tp. Tn acest caz la
cresterea lui kp, cerutd de exemplu de cresterea lui kg (respectiv de reducerea erorii stationare
& = 1 - k) si / sau de cresterea lui w, (respectiv de reducerea duratei de crestere t,), este
posibila compensarea unei eventuale scaderi a factorului de amortizare z, prin cresterea
adecvatd a lui Tp. De fapt singurul efect al componentei derivative Tp's a regulatorului este
acela ca prin cresterea lui Ty are loc o crestere a factorului de amortizare z,. Acest efect este

de luat Tn seama atunci cand factorul de amortizare z al partii fixate este foarte mic.
Regulatorul PD introduce un zero suplimentar pe calea directa a sistemului automat
care se regdseste neschimbat in Gy(s) (relatia (2.7)). In aceste circumstante duratele ty si ty
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depind Tntr-o prima aproximatie de zgw,q Si respectiv wi,q, cain cazul elementului T2 (dupa
cum s-a aratat la 11.7.2.¢3). Tn schimb asa cum s-a aratat la 11.7.5, zeroul suplimentar poate
introduce o dependentd a suprareglarii s de Tp /Kp.
b) Tn cazul particular z > 1, pentru schema din fig.1V.4, cu (2.2) si (2.5), se obtine:
T kpk
Gr(9)Gg (8) =1+ 25| —P— (2.8)
kp (TlS+l)(T23+1)
Tn aceste conditii zeroul suplimentar introdus de regulator poate fi utilizat pentru
compensarea polului celui mai lent din partea fixata. Se poate deci adopta:
ceea ce transforma partea fixatd ntr-un element PT1; regulatorul devine de tip P si
sistemul n circuit deschis are functia de transfer:
kpk
Tos+1
Functia de transfer a sistemului automat are expresia:

k
Go(S) = To_pll ko = kpk/(kpk +1), TO = Tz/(kpk +1) (29)
0

Pentru indicii de calitate: ez=1/(kpk+1), tgy=3T,=3T,/(kpk+1) si inegalitdtile
corespunzatoare din (2.5) se poate ajunge la o solutie adecvata pentru alegerea lui kp,
deoarece cresterea lui kp are ca efect atét scaderea lui eg cat si a lui tg. O datd ales kp,
in final se poate alege:

Tp = kpTy.

2.3. Sistem automat cu regulator Pl

Functia de transfer a regulatorului este:

GR(S)ka +Ti, kp 20, T| >O. (210)
1S
a) Pentru z > 0, conform schemei din fig.1V.4., cu (2.1) si (2.10), functia de transfer a
sistemului automat are expresia:
kw2 (Kps+1/T)
3 + 22w, 52 + W2 (kpk + s+ kw2 /T,
Problema prioritard care trebuie rezolvata este aceea a BIBO-stabilitatii. Tn acest scop se
asociaza polinomului polilor lui Gy(s) matricea Hurwitz:

Go(s) = (2.11)

2Zw,, 1 0
Ha=| kw2 /T, wl(kpk+1) 2zw,, |. (2.12)
0 0 kw2 /T,

Conform criteriului Hurwitz (teorema 7 de la 11.6.4.) din (2.12) se obtin conditiile:
detHy = 2zw,, >0, detHy =w2[2zw,, (kpk +1) —k/T,]>0, detHg = (kw?2 /T,) detH > 0.
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Rezultd cd sistemul automat este BIBO-stabil daca si numai daca:
z>0, T, > k/[2zw,, (kpk +1)]. (2.13)

Inegalitatea (2.13), pentru care se da si imaginea din fig.IV.6, este o conditie de ajustare
a parametrilor regulatorului Tn scopul asigurarii BIBO-stabilitatii.
Conditia (2.13) poate fi pusa si sub forma:

z>0, 1T <2zwq(kpK +1)/k, (2.14)

care exprima faptul ca amplitudinea 1/T, a componentei | a regulatorului PI (relatia

(2.10)) nu poate fi oricat de mare. Cu alte cuvinte, pentru 1/T, foarte mare (T, foarte

A mic) actiunea componentei | a regulatorului

T z>0 este foarte puternica si acest lucru, in

/////////// situatia nesatisfacerii conditiei (2.13), face

BIBO-stabilitate ca, prin circuitul de reactie, abaterea sa nu

L mai evolueze Tn sensul propriei sale

diminuari sau chiar anuldri, ci dimpotriva.

Sistemul automat este BIBO-instabil. Din

kp acest motiv  ajustarea  efectivda a

parametrului T, (sistemul automat fiind Tn

Fig. IV.6. Domeniul de BIBO-stabilitate (conditia  functiune) se face Tntotdeauna de la valori
(2.13)) in cazul regulatoruiui P foarte mari citre valori mici.

Tn situatia Tn care este necesard o conditie de ajustare Tn scopul realizarii unei
rezerve de stabilitate a,;,, se face schimbarea de variabilda s = z — a,;,, in polinomul
polilor, urméand ca pentru noul polinom sa se faca uz de criteriul Hurwitz sau de
ecuatiile (6.19) de la 11.6.7.

Avantajul principal al prezentei componentei | pe calea directd a sistemului
automat, sub rezerva satisfacerii conditiei (2.13) (sau (2.14)), este ca sistemul automat
realizeaza eroarea stationara de pozitionare nula, conform relatiei: ;=1 - G(0) = 0.

b) Tn cazul particular z > 1, pentru schema din fig.1V.4, cu (2.2) si (2.10), se obtine:
k/T)
S(Ms+1)(Tos+1)
Tn aceste circumstante zeroul suplimentar introdus de regulatorul PI poate fi utilizat pentru
compensarea celui mai lent pol al partii fixate. Se adoptd kpT, =T, (ramura unei hiperbole,

fig.IV.6 — cu linie subtire), ceea ce transforma partea fixatd intr-un element PT1; Tn regulator
raméane componentade tip | si sistemul n circuit deschis are acum functia de transfer:

kpTi=T,z>1

GRr(S)GF (s)=(kpT;s+1)

k/T
Gr(8)GE (8 =1
S(Tos+1)
Functia de transfer a sistemului automat are expresia:
k w?

Go(s) = 5 Wno = K/ToT} 2o = [T /KT, /2.

ToT, s? +Ts+k s2+27 oWnoS+Wng
Ajustarea lui T, urmeaza sa se faca in scopul satisfacerii ultimelor trei inegalitati din
(2.5), eventual pe baza unui compromis acceptabil Tntre Sq,, tos tq avand In vedere cd
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gjustarea lui T, are efecte contrare asupra factorului de amortizare z, si pulsatiei naturale
Wpo- O daté ales T, se determind infinal:
2.4, Sistem automat cu regulator PID
Functia de transfer a regulatorului este:
1
GR(S):kp +T—+TDS; kpZO, T| >0, TD >0. (215)
1S
Pentru z > 0, conform schemei din fig.IV.4, cu (2.1) si (2.15), functia de transfer a
sistemului automat are expresia:
k\NrZI(TDSz + kpS+]/T| )

Gy(s) = .
° %+ wp (22 + kwy Tp )s? +w2(L+ kpk)s+ kw? /T,

(2.16)

Si Tn acest caz este necesar sa se analizeze cu prioritate BIBO-stabilitatea. Tn acest scop
se asociaza polinomului polilor lui Gy(s) matricea Hurwitz:

wn(2z + kwpTp) 1 0
Hg=|  kw2/T, w21+ kpk) wp(2z +kw,Tp)|. (2.17)
0 0 kw? /T,

Conform cu criteriul Hurwitz (teorema 7 de la 11.6.4) din (2.17) se obtin conditiile:
detH =w(2z+kw,Tp)>0, detH2=Wn2[wn(22+kWnTD)(kpk+1)—k/T|] >0, detHy
= (kw,2/T,)detH,>0. Din acestea rezultd ca sistemul automat este BIBO-stabil daci si
numai daca:

Tp>0, T, >k/[wy(2z +kw,Tp)(Kpk +1)] (2.18)

Inegalitatea (2.18), pentru care T->0

% o s g D
se da o imagine graficd n fig.
IV.7, este o conditie de ajustare a / / /
parametrilor regulatorului pentru 2wz N BIBo-sxabiIi7at/
Tp=0,z >0

asigurarea BIBO-stabilitatii. Com- ____ K
parativ cu regulatorul Pl, prezenta Wn(Z +kwqTp)
componentei D Tn functia de
transfer a regulatorului ofera

posibilititi ceva mai largi de 0 -
gustare a parametrului T;. Acest

fapt este vizibil $i din (2,18)1 n Fig.IV.7. Domeniul de BIBO-stabilitate (conditia (2.18))
care cresterea / micsorarea lui TD n cazul regulatorului PID (mai larg fata de cazul PI, To=0)

permite micsorarea / cresterea adecvatéd a lui T,. Este de asemenea evident ca legea de
reglare PID Tmbina toate proprietatile legilor PD si Pl prezentate la 2.2 si 2.3.
Functia de transfer a sistemului Tn bucla deschisa este:
1 kw2Tp

kp
GRr(S)Gg (s) = (sz +—S+ J .
To  TiTp ) s(s? + 2zw,s+w2)
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Tn aceasta situatie zerourile suplimentare introduse de regulatorul PID pot fi utilizate
pentru compensarea polilor partii fixate. Se adopta:

Kp/ Tp=2zw,,, 1/T, Tp=w2.
Tn regulator existd componenta de tip | si sistemul Tn circuit deschis are functia de
transfer:

2:
Gr(8)Gr (9 = 0T

Functia de transfer a sistemului automat are expresia:

2
GO (S) = kWnTD = 1 TO = 1 .
s+kw2Ty Tos+1 kw2Tp

Ajustarea parametrului T, urmeaza sa se faca n scopul satisfacerii conditiei:
ten = 3To < tepm
respectiv conform inegalitatii:
Tp = 3/kwp,2tgoq-
Pe aceastd baza, In final urmeaza sa se gjusteze:
kp = 2zW,Tp,

T, = Uw,2Tp.



Capitolul
METODA LOCULUI RADACINILOR

| V

1. Formularea problemei si ecuatiile locului radacinilor

1.1. Formularea problemei

S-a aratat deja ca intre performantele unui sistem dinamic (exprimate prin indicii de
calitate — a se vedea I1.7.4 — 6) si localizarea polilor si zerourilor functiei sale de
transfer exista a legatura foarte stransa. Tn cazul sistemelor automate aceastd afirmatie
are o relevanta speciald in conexiune cu particularitatea ca Tn scopul sintezei
regulatorului (adicd a unei parti a cdii directe) este necesar ca, pornind de la indicii de
calitate admisibili, sa se gdseasca ce localizare trebuie sd aiba polii si zerourile
sistemului automat si pe aceastd bazad sa se stabileascd structura si parametrii
regulatorului. Nu trebuie pierdut din vedere cd solutia se obtine in conditiile Tn care o
parte a sistemului automat este prestabilitd; este vorba de partea fixata formata din
instalatia automatizata, elementul de executie si traductorul (fig.111.14).

Schema bloc structurald avutd in vedere este cea din fig.111.16, cu relatiile (111.2.1) -
(111.2.4). Tn ipoteza ca Gp(s) = kp, se poate face abstractie de elementul de prescriere, astfel
cd schema bloc structurala pe care se bazeaza dezvoltarile din acest capitol este aceea din
fig.V.1. Pentru simplificarea expunerii se considera W(s) = 0, dar o abordare similara cu cea
din acest capitol este posibilad si pentru W(s) 0.

Conform schemei din fig.V.1, functia de transfer a sistemului automat are expresia:

Gy (9)

Go(s) = Gil(s), (1Y) U@ Yi(9) Y(s)

in care e TQ‘{ G(9) |—'| Gi(9) ‘—‘-—-G{l(s)l—’
Gq (s) =G(s)Gi (9) » (12) Fig_.V.l. Schema ploc stryc'gur:alfi pentru studiul
G(3) = GR(S)GE ()G (S) (1.3) metodei locului raddacinilor

sunt functia de transfer a sistemului n circuit deschis si functia de transfer a caii directe
(fig.111.14 si (111.2.4)). Intrucét G,(s) este de reguld o functie de transfer de tip P sau PT1,

rezult ca G,~1(s) nu are poli finiti. Conform cu (1.1), urmeaza ci

1+Gy4(s) =0, (1.9
numita si ecuatia caracteristica a sistemului automat, are ca radacini exact polii sistemului
automat. Functia de transfer a sistemului in circuit deschis poate fi exprimata sub forma:

Gy (s) = kM (s)/N(s), 1.5
in care M(s) si N(s) sunt polinoamele (relativ prime intre ele) zerourilor si respectiv polilor

sistemului Tn circuit deschis si k > 0 este un parametru dependent de factorul de amplificare
al sistemului Tn circuit deschis. Din (1.4) si (1.5) se obtine:

1+ kM (s)/N(s) =0. (1.6)
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Prin eliminarea numitorului N(s) din (1.5) rezulta:

N(s)+ kM (s) =0, (2.7)
care este ecuatia polilor sistemului automat.

Ecuatia (1.7) pune n evidentd faptul ca polii sistemului automat (in circuit inchis)
depind de parametrul k > 0 si de polii si zerourile sistemului in circuit deschis. Se poate
aprecia cd evaluarea acestei dependente este de o importanta cardinald atat pentru analiza

proprietatilor sistemului automat cat si, mai ales, pentru sinteza regulatorului. Un studiu al
unei astfel de dependente s-a facut in subcapitolul 111.4, laexemplul 4.1.

Exemplul 1.1 (hodograful polilor)

Pentru schema bloc structurald din fig.V.1 se considera: Gja(s) = 1/(Ts+1), Gg(s) = 1,
Gi(s) = 1si a) Gr(s) =k, b) Gr(s) = K/s, ¢) Gr(s) = k(ts + 1)/s.

Se cere sa se studieze dependenta polilor sistemului automat de parametrul k > 0.

a) Tn acest caz G4(s) = G(9) = K/(Ts+ 1), cu M(s) = 1 si N(s) = Ts+ 1. In conformitate cu

(1.7), ecuatia polilor sistemului automat este: Ts+1+ k=0, din care se obtine polul:

s=—(k+ 1)/T. Pentru ilustrarea dependentei acestui pol

k=0 T Pl.s de parametrul k se utilizeaza reprezentarea grafica din

fig.V.2. Reprezentarea se face in planul complex

deocarece, in general, polii unui sistem automat sunt

numere complexe. Sageata indica sensul de parcurgere a

hodografului pentru k luand valori crescatoare; pentru

Fig.V.2. Hodograful polului sistemuiui K= 0 polul sistemului automat coincide cu polul s=-1/T

automat laexemplul 1.1.a a sistemului in circuit deschis; pentru k = +o0, polul

sistemului automat ajunge in punctul de la infinit al

K= +o0 3

—yt |9

k=L |k=+xlPls planului complex.

47 | b) Tn acest caz Gy(8) = G(s) = k/[s(Ts+1)], cuM(s) = 1
k=0 ,k: 2 si N(s) = S(Ts+1). Tn conformitate cu (1.7) ecuatia polilor
11 0 ssemului automat este: Ts? + s + k = 0, din care se obtin

T 21 polii:
k=+w
N {(—1i\/1—4kT)/2T, 0<k<1/4T,
Fig.V.3. Hodograful polilor sistemului 2= .
automat laexemplul 1.1.b (1% jv4kT _l)/ZT ) k>1/4T.

Dependenta acestor doi poli de parametrul k este ilustrata Tn fig.\VV.3. Comparativ cu cazul a,
se observa ca polul s= 0, existent in G4(s), produce o deplasare spre dreapta a hodograf ului.

Pentru k = 0 polii sistemului automat pornesc din polii s; = 0 si s, = -1/T a sSistemului in
circuit deschis; pentru k =1/4T se obtine s; = s, = —1/2T si pentru k>1/4T cei doi poli sunt
complex conjugati, ajungénd in punctul de la infinit pentru k = +oo.

c) Tn acest caz Gy (s) = G(S) = k(ts+1)/[s(Ts+1)],cuM(s) = ts+1si N(s) = §(Ts + 1).
Tn conformitate cu (1.7) ecuatia polilor sistemului automat este: Ts? + (tk+1)s+ k=0, din
care se obtin polii:

N [—(tk+l)i\/(tk+l)2—4kT]/2T, (tk +1)2 > 4TK,
, =
[—(tk+l)ij\/4kT—(tk+l)2]/2T, (tk +1)2 < 4Tk.
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Discriminantul ecuatiei polilor este: D = t%k? + 2(t—2T)k + 1. Tntrucat D este un polinom
de gradul 2 in variabila k, trebuie avut in vedere si discriminantul ecuatiei D = 0. Aceasta
este D= 4T(T-t).

Tn functie de valorile constantelor T si t se disting
urmatoarele cazuri:

I. t <T, D >0, Radacinile ecuatiei D = 0 sunt:
kyp =[~t —2T)£2TT 1)1/t 2, ky <ko.

1° Pentru k €[0, kq]U[K5,+0) rezultd D> O, ceeace
inseamnd ca polii s, sunt redi. Pentru k=0 Figv.4 Hodograful polilor sistemului
rezultd s; = 0 si s, = -UT. Pentru k = k; rezulty ~ automatlaexempiul 1.1.c(cazul I)
spp=—1/t + /Ut ~1/T)/t, iar pentru k = kz rezultd s, =—1/t —/(1/t —=1/T)/t . Pentru
k = +oo s obtine s1 = -1/t Si 2 = —o0.

2° Pentru k e (kj, ky) rezulta D < 0, ceea ce Tnseamna ca polii s;, sunt complex
conjugati. Cei doi poli descriu un cerc, fig.V.4. Pentru a demonstra acest lucru se noteaza:

x=—(tk+D/2T,y = \/4Tk—(tk+l)2 /2T, care reprezinta partile reald si imaginard ale
polilor s; ,. Eliminand k ntre x si y se ajunge la ecuatia: (x+1/t)2+y2 — (Ut — UT)/t = 0.
Aceasta este ecuatia unui cerc cu centrul in (-1/t, 0) si raza /(L/t —1/T)/t .

t=T P.s
k= -+ k=0
T 0
Fig.V.5. Hodograful polilor sistemului automat la Fig.V.6. Hodograful polilor sistemului automat la
exemplul 1.1.c (cazul I1) exemplul 1.1.c (cazul I11)

Il.t >T,D; <0. Tnacest caz D> 0 pentru k > 0, ceea ce inseamna ca polii sistemului
automat, s, ,, sunt redi. Pentru k = 0 rezultd s; = 0 si s, = =1/T. Pentru k = + oo rezulta
sy ==t si s, = - 0. Hodograful polilor s, , este reprezentat in fig.V.5.

1.t =T.Tn acest caz Gy(s) = G(s) = k/s. Efectul polului s=-1/T este compensat de

efectul zeroului s =-1/t. Ecuatia polilor sistemului automat este s+ k = 0, din care se
obtine polul s = — k. Hodograful corespunzator coincide cu semiaxa reald negativa
(fig.v.6). O

Dupa cum se poate constata de la exemplul 1.1. (in special punctul c) determinarea
radacinilor ecuatiei (1.7) ca functii explicite de parametrul k nu este procedura
utilizabild Tn general deoarece se bazeaza pe calcule relativ laborioase, iar Tn cazul
ecuatiilor de grad mai mare ca 4 nu exista formule pentru calculul radacinilor.

Sintetizand ceea ce s-a prezentat pana aici, rezulta ca problema de fond care va fi solutionata
in continuare este aceea a determindrii prin proceduri neconventionale, sub forma grafica, a
dependentei radacinilor ecuatiei (1.7) a sisemului n circuit Tnchis de parametrul k al sistemului
n circuit deschis. Rezultatul este locul radacinilor sau hodograful polilor sstemului automat,
care este locul geometric al radacinile ecuatiei (1.7) pentru k luand valori dela 0 la +oo.

141
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1.2. Ecuatiile fundamentale ale locului radacinilor

Pentru a gjunge la formularea unui rezultat fundamental, utilizabil la reprezentarea
locului radacinilor, se concretizeaza urmatoarele:

M(s) =T} (s- ). (L8)
N(s) =TT (s pp). (1.9)

ncarems<nsiz, #py, a=1m, b=1n; z, sip, suntzerourile si polii finiti ai sistemului
in circuit deschis; z, si p, sunt numere reale sau complexe; Tn acest ultim caz zerourile i

polii respectivi exista ca perechi de numere complex conjugate.
Inlocuind (1.8) si (1.9) in (1.6) se obtine:

[T (s-2)
kel 2 -1 seC keR,. (1.10)
Fie s= Aeld, A>0, q eR. Sedefinesc fazorii:
s—z, =Azel%, a=Im A, >0 QucR (1.12)
s—pp=Ape ¥, b=1n Ay >0 queR (112)
Tnlocuind (1.11) si (1.12) in (1.10) rezulta:

m 9z

kHl Agnelin

n App
HlAPb e

din care, in mod echivalent, se obtin ecuatiile:

m
A
HlApb
YU — Y =(2+Dp,ieZ, (1.14)

Conform ecuatiei (1.14) se formuleaza urmatorul rezultat.
Teorema 1
Punctul s apartine locului radacinilor daca si numai dacd suma tuturor argumentelor
fazorilor cu originea Tn zerourile lui Gy(s) si varful Tn s (fazori definiti prin (1.11)) minus
suma tuturor argumentelor fazorilor cu originean polii lui Gy (s) si varful in s (fazori definiti

prin (1.12)) este un multiplu impar dep. O

Este usor de intuit ca ecuatia (1.14), care nu depinde de k, contine proprietatea esentiala
utilizabilda pentru constructia locului radacinilor.

Ecuatia (1.13), explicitatd sub forma:

k=TT 2w /T1 A (1.15)
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Pe baza ecuatiei (1.13) si (dupd caz) a ecuatiilor (1.6), (1.10) si (1.13) se pot formula
urmatoarele 10 reguli de trasare calitativd rapida a locului radacinilor pentru Gy(s) dat in
forma factorizata (relatia (1.5) cu (1.8), (1.9)).

1° Pentru k luand valori de la 0 la+w cele n radacini ale polinomului polilor sistemului
automat pornesc din polii lui Gy4(s) si ajung in zerourile lui Gy(s).

£ Ecuatia polilor (1.7) este de gradul n si are n radacini. Pentru k = 0, din (1.7) cu
(1.9), ecuatia polilor este: Hf(s— Pp ) =0, ceea ce Tnseamnd cd locul radacinilor
porneste din polii sistemului tn circuit deschis. Tnmultind (1.10) cu 1/k si ficand apoi
k — +wo se obtine: H;“(s— z,) =0, ceea ce inseamna ca m dintre polii sistemului

automat ajung in zerourile finite ale sistemului Tn circuit deschis. Restul de n — m poli ai
sistemului, pentru k — + oo, gjung Tn punctul de la «. Acest lucru este vizibil din (1.10)
pentruk — + o0 §i | S| — +00.00

Exemplul 2.1.

Se considera Gy(s) = k(s + 2)/[(s+ 1)(s+ 3)]. Se cere sd se traseze locul radacinilor.

Tn conformitate cu (1.4), dupa eliminarea numitorului si efectuarea tuturor calculelor, se
obtine ecuatia polilor sistemului automat: 2 + (k + 4)s + 2k +3 = 0. Aceasta are radécinile:

s12 =[-(k+4) £ Vk? + 4]/2. Pentru k = 0 rezultd s; = -3, s, = -1; pentru K = + © se
obtine s; = —0, s, = —2. Avand n vedere cd s; , sunt numere reale pentru orice k > 0,
rezultd ca locul radacinilor are imagineadin fig.vV.7. O

£ Polinomul polilor (1.7) are toti coeficientii numere reale. Ca urmare, radacinile
ecuatiei (1.7) sunt numere reale sau perechi de numere complex conjugate. O

Exemplul 2.2

Se considerd Gy(s) = k/(s*+ 1). Se cere sa se traseze locul radcinilor.

Pl.s k=+o
Pl.s
k=+0 k=0 k=40 k=0 j k=0
3 2 -1 ‘0 -5 x k=0
k=4 o
Fig. V.7. Locul radacinilor la exemplul 2.1 Fig. V.8. Locul radcinilor la exemplul 2.2

Utilizand (1.4), dupad eliminarea numitorului, se obtine ecuatia polilor sistemului
automat: §2 + k + 1 = 0, ale carei radacini sunt: s, =+jvk+1 Pentru k = 0 rezultd
Sp2 =+]; pentruk = + oo se obtine: s; , =+ joo. Tntrucat Sy o sunt numere imaginare pentru
orice k>0, rezulta ca locul radacinilor are imaginea din fig. V.8. O
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3° Se plaseaza pe axa reald a planului s zerourile reale (marcate prin ) si polii reali
(marcati prin ") ai lui Gy(s). Se noteaza punctele corespunzatoare cu Lq, Ly, Lg, ... Tn
succesiunea lor de la +wo la —o, contorizndu-se si multiplicitdtile respective.
Segmentele LqiL,, Lal,, Lglg... (unele degenerate n puncte) apartin locului
radacinilor.

£ Un punct al axei reale aplanului s apartine locului radacinilor daca si numai dac la
dreapta sa, pe axa reald se afld un numdr impar de zerouri reale si de poli reali a lui Gy(s),
fiecare considerat cu ordinul sau de multiplicitate.

Pl.s
qz=0 Op= P
S
e N |
z p 0
Fig. V.9. Contributia in ecuatia (1.14) in cazul s € R Fig.V.10. Contributia in ecuatia (1.14) in cazul
si pentru perechi de zerouri sau poli complex conjugati s e R si pentru zerouri sau poli reali

Aceasta afirmatie este o consecintd a ecuatiei (1.14), particularizatd pentru s e R.
Punctul s € R apartine locului raddcinilor daca si numai daca contributia argumentelor
fazorilor (1.11) si (1.12) Tn (1.14) este un numar impar de p. Contributia unei perechi
de zerouri / poli complex conjugati este 2p (fig. V.9). Contributia unui zero / pol real
situat la dreapta (stanga) lui s este p (respectiv 0) (fig.V.10). in consecintd, se R
apartine locului radacinilor exact atunci cand numarul de zerouri si de poli reali
(inclusiv multiplicitatile) ai lui Gy4(s) situati la dreapta lui s (pe axa reald) este impar. O

Exemplul 2.3

Se considerd Gy(s) = k(s+1)(s+3)(s+5)/[(s+2)2(s+4)?]. Se cere sa se traseze acea parte a
locului raddcinilor care este situata pe axa reala.
Conform regulii 3° se plaseaza pe axa reald a planului s zerourile -1, -3, -5 (marcate
CuU ) si polii =2 (dublu), —4 (dublu) (marcati cu
Le L3 Pl s “). De la dreapta la stinga se noteaza aceste
L; Ls La Lo 4 T ' puncte cu Ly, LoLg (-2 este pol dublu), L,
C 9 3 29 -1 1o Lslg (- 4 este pol dublu), Ly figV.11
Fig. V.11. Partea situata pe partea reala a locului Segmentele L1L,4, punctul Lgl g si semidreapta
radacinilor la exemplul 2.3 dela L la—w apartin locului radacinilor. O
4° Pentru n — m > 1 locul radacinilor are n — m ramuri care gjung in punctul de la
pentru k— +o0. Dacd n — m = 1, este vorba de o singura ramura care coincide cu o parte a
(semi)axei reade (negative). Dacd n — m > 2, este vorba de n — m ramuri care ajung in
punctul de la oo (pentru k— +o0) de-a lungul an — m asimptote care trec prin centroidul:
Sog = — (prb - za) 21
n-m
si care au directiile:
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g =2"tpi-in-m 2.2)
n-m

2 Se inmulteste ecuatia (1.10) cu H:(s— Pp )/H;n(s— z, ) si se obtine:

H:(s— Pp )/H:T(S—Za)'f'kzo; n-mx>1. (2.3)

Pentru k— +oo rezultd |s| — +oo. Efectudnd Tmpartirea specificatd in (2.3), pentru k
suficient de mare si |§ suficient de mare, restul acestei Tmpartiri poate fi neglijat, astfel ca
din (2.3) se obtine:

s+ (Z{nza - Z:pb j sty +k=0. (2.4)

Aceasta are radacinile s(k), i = 1,n-m, cu [s(K)|>+ pentru k—+oo . Conform primei
formule Viete se poate scrie:

PHEYCRE DN W

Centrul de greutate al acestor radacini, respectiv centroidul asimptotelor locului
radacinilor, este dat de formula (2.1).

Pentru a determina directiile asimptotelor se are n vedere ca, pentru k— +oo Si
| S| +o0, din (2.4) se obtine: s¥™M+ k= 0. Din aceasta rezultd (k) = KU(n-m)e(2-DP ji(r-m),
i =1,n— m, ceea ce inseamné cé cele n-m asimptote au directiile exprimate prin (2.2). O

5° Pe segmentele locului radacinilor situate pe axa reald intre doud zerouri reale sau

intre doi poli reali existd Tn mod necesar puncte de ramificare ale caror abscise se afla
printre radacinile reale ale ecuatiei :

m 1 n 1
- =0, R. 25
24 — 20 ~ Xe (2.5)

Pentru k luand valori crescdtoare, intr-un (dintr-un) punct de ramificare situat ntre
doua zerouri reale (doi poli reali) sosesc (pleacd) doud ramuri ale locului radacinilor.
£ Aceasti reguli este o consecintd a regulilor 1° si 3°. Pentru a obtine ecuatia (2.5)

se porneste de la (1.4) cu s=xeR, adica de la 1+G4(x) = 0. Aceasta trebuie sd aibd o
radacina dubld pentru xeR, adicd (1+G4(x))' = 0, respectiv G'y(x) = 0. Pe de altd parte,

utilizand (1.4), (1.8) si (1.9) se scrie: InGg(X)=Ink+ > "In(x—2,) = >"In(x— pp).

Derivand aceastd expresie se obtine: Gj(s)/Gq (9) =E;“1/(x—za )—Zdn]/(x— Pp) =0, care
este chiar ecuatia (2.5). O

Exemplul 2.4.

Se considerd Gy(s) = k(s+ 4)/[(s+ 1)(s+ 2)F]. Se cere sa se traseze locul radacinilor.

Segmentul corespunzator intervalului [-4, —1] apartine locului radacinilor. Tntre —2
si —1 existd un punct de ramificare a cdrui abscisa se afla printre radacinile reale ale
ecuatiei: 1/(x+4)-1/(x+1)-2/(x+2)=0. Eliminadnd numitorul comun se obtine ecuatia
polinomiald: 2x2+13x+14=0 ale cérei radacini sunt x,=-5,125 si x,=—1,36. A doua
radacina este abscisa punctului de ramificare.
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Conform regulii 4° locul radacinilor are doud ramuri care ajung Tn punctul de la oo.
Centroidul celor doua asimptote este de abscisa Seg = (-1-2+4)/2 = -1/2. Directiile celor doua
asmptote sunt g, = p/2 si g, = 3p/2. Locul radacinilor este reprezentat in fig. V.12. O

6° Tn zerourile reale multiple si din polii reali multipli sosesc si respectiv pleacd un

numar de ramuri egal cu multiplicitatea zeroului si respectiv polului. Directiile tangentelor
larespectivele ramuri (in zerourile sau polii corespunzétoare, de multiplicitate g) sunt:

g =20i/q, i=0,9-1, 2.6)

daca numarul de zerouri si de poli reali situati la
dreapta (polului / zeroului considerat) este impar,
sau

qi:(2i+l)p/q, i=0,q-1 2.7)

dacd numarul de zerouri si de poli reali situati la
dreapta (polului / zeroului considerat ) este par.

D. Aceastd reguld este o consecinta directa a
ecuatiei (1.14). Demonstratia este similard cu aceea
de laregula 3°. Pentru obtinerea formulelor (2.6) si (2.7) cu ajutorul ecuatiei (1.14) se tine
seama ca argumentul corespunzator unui pol sau zero multiplu este qq 1n care g este
multiplicitatea corespunzétoare. O

Fig.V.12. Locul radacinilor la exemplul 2.4

Exemplul 2.5
Se considerd Gy (s)=k(s+1)/s?. Se cere sa se traseze locul radcinilor.
Semidreapta corespunzatoare intervalului
k=4 dhis (—o0, —1] apartine locului raddcinilor. Din polul dublu
s= 0 pornesc doua ramuri ale cdror tangente in s= 0 au
k=+o0 k= +o0 k=0 directiile qy = p/2 si q; = 3p/2. Aceasta inseamna ca
- 5 1 T locul radacinilor este tangent, in origing, la axa

imaginara a planului s.

Conform regulii 5° existd un punct de ramificare
la stdnga punctului -1. Abscisa acestui punct se
gaseste printre radacinile reale ale ecuatiei:
V(x+1) — 2/x = 0. Punctul de ramificare este x = -2 si ramurile care pornesc din s= 0 ajung
n acest punct pentru k = 4. Locul radacinilor este reprezentat in fig.Vv.13. O

7° Tn zerourile complexe multiple sosesc si din polii complecsi multipli pleacd un
numdr de ramuri egal cu ordinul de multiplicitate m, a zeroului si respectiv n, a polului.

Directiile tangentelor la respectivele ramuri se calculeaza cu:

Fig.V.13. Locul radacinilor la exemplul 2.5

1 . R —
i :m—a[Z::13¢aarg(za—za)—Z'Q,Zlarg(za— Pp)—(2i +1)p] i =0,m, -1, (28)

n cazul zeroului z,, si

1 . L
a9, = E[Z;‘Llarg( Po ~ Za) =26 @0 Py~ Pp) (@i +Dp |, i=0mp -1 (29)

n cazul polului py,
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D . Aceastd reguli este o consecinta directd a ecuatiei (1.14). Demonstratia este similara
cu aceea de la regula 3°. Pentru obtinerea formulelor (2.8) si (2.9) se tine seama ca
argumentul corespunzator unui zero sau pol multiplu este m,g,,, respectiv Nppp- O

8° Dupa determinarea punctelor de ramificare si a numarului de ramuri care sosesc n si
pleaca din fiecare punct de ramificare (in total 2r ramuri), rezultd cd unghiurile dintre doua
ramuri aldturate este p/r.

£ Aceasta reguli este o consecinti directd a ecuatiei (1.14). O

9° Se determina punctele de intersectie ale locului raddcinilor cu axa imaginara a
planului ssi valorile corespunzatoare ale lui k. In acest scop se utilizeaza ecuatia:

N(jw)+kM(jw) =0, we R, k>0. (2.10)

£ .Ecuatia (2.10) se obtine din (1.7) pentru s = jw. O

O alta posibilitate de determinare mai intai a lui k si apoi a lui w o ofera schema Routh
(a se vedea 11.6.5). Anuland elementele penultimei linii din schema Routh se obtin valorile
lui k pentru care locul radacinilor intersecteaza axa imaginara. Daca elementele
antepenultimel linii sunt notate cu a(k) si b(k), atunci punctele de intersectie ale locului
radacinilor cu axa imaginara se obtin ca radacini ale ecuatiei:

a(k)s? +b(k) = 0.

10°Parametrizarea dupd k > 0 a locului radacinilor este posibila prin masurarea
segmentelor A, ,a =1m, Ay, b =1n, pentru punctele dorite ale locului radacinilor,

dupa care se calculeaza valoarea lui k utilizand formula (1.15). O

Exemplul 2.6 (aplicarearegulilor 1° — 10°)

Se considera:
k(s+2)
S(s+3)(s+8)(s+4- j5)(s+4+j5)
Secere s se traseze locul radacinilor.
a. (Regula 1°) Se plaseazd n planul s z;=-2, p;=0, py,=-3, p3=-8,
P4 5=—4%]5. Pentru k = 0 locul radacinilor pleaca din pj,....., ps $i pentru k= +o0 0 ramura
ajunge in z; si alte patru ramuri ajung in punctul de la oo (fig.V.14).

b. (Regula2°) Locul radacinilor este simetric fatd de axa reald a planului s.

c. (Regula 3°) Se traseaza acea parte a locului radacinilor care apartine axei reale a
planului s (fig.V.14).

d. (Regula4°) Numdrul de ramuri care ajung Tn punctul de la o eten-m=5-1=4,
Centroidul celor patru asimptote are abscisa: Seg = (0-3-8-4+j5-4-j5+2)/4=-4,25.
Directiile asimptotelor sunt: g, =p/4,0,=3p/4,03=5p/4,0q,=7p/ 4.

e. (Regula 5°) Tntre -8 si —3 existd un punct de ramificare. Abscisa acestui punct se
afla printre rddacinile reale ale ecuatiei: 1/(x+2)-1/x-1/(x+3)-1/(x+8)-1/(x+4-5)—-
1/(x+4+j5) = = 0. Radacina cdutata este x = -5,2.

f. (Regula7°) Unghiurile tangentelor ramurilor care pleaca din p, g sunt:

O =0z~ @py +0p2 +0 pg +0 ps) ~180° =112° - (128° +101° +51° +90°) ~180° =

Gy (s) =
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=438 —>q %, =78, q } =78,

q;)95 fiind obtinut prin simetrie fata de q tr?4. Unghiurile 01,9 p1.d p2,d p3.dps au fost
masurate pe baza reprezentarii la scara din fig.V.15.

; “k:+°° AP s

128°

k= +o0

Fig.V.15. Determinarea unghiului de plecare din

Fig. V.14. Locul radécinilor la exemplul 2.6
polul complex ps laexemplul 2.6 (punctul f)

g. (Regula 8°) Unghiurile dintre doud ramuri aldturate in punctul de ramificare sunt
egalecu p/2.
h. (Regula9°) Ecuatia (1.7) are forma:
$5+1954+15353+ 64352+ (948+k)s+2k = 0.
Pentru s = jw se obtine:
19v4 -643w2 + 2k =0
w5 —153w4 + (984 + K)w =0
din care rezultd wy = + 4,939 si ky = 2165. Punctele de intersectie cu axa imaginara sunt:

s = +j4,939 si ele corespund lui k = 2165. Se trage concluzia ca pentru k > 2165 sistemul
automat este BIBO-instabil.

i. (Regula10°) Locul radacinilor se poate parametriza dupa valorile lui k. De exemplu,
pentru punctul P (fig.V.14) se masoard Ap; = [Pp,| = 24, Ap, = |Pp,| = 2,02, Ap; =
= |Pps| = 487, Ap, = |Pp,l = 12, Aps = |Ppg| = 442, Az; = |Pzy| = 1,99.
Utilizand (1.15) rezultd k= 63. 0



3. Efectul unui zero suplimentar

Se considerd functia de transfer a sistemului n circuit deschis:

Hl( B
(S Pp)

n care s = z este un zero real suplimentar care poate luavalori dela— oo la +o0. Se admite ca
mt+1 < n, astfel cad Gy(s) este o functie proprie.

Cu referirelaregulile 1° — 10° (subcap.2), efectele zeroului real suplimentar sunt:

1° Gradul polinomului polilor sistemului automat rdmane acelasi, adica n. Tn schimb
creste cu 1 numarul zerourilor finite, respectiv locul radacinilor are o ramura care ajunge in
s=zsi scade cu 1 numarul ramurilor locului radacinilor care ajung Tn punctul de la oo.

2° Ramane neschimbata.

3° Se schimba configuratia locului radécinilor pe axa reald in functie de pozitia
zeroului s=zfatd de z,, a=1,m, sip,,b=1n.

4° Dacd n— m = 1, prin prezenta unui zero suplimentar, locul radacinilor nu mai are
ramuri care gjung Tn punctul de la co. Daca n — m = 2, prin prezenta zeroului suplimentar,
locul radacinilor are o singura ramura care ajunge in punctul de la oo, care coincide cu o
parte a axei reale (de regulda a semiaxei reale negative). Dacd n — m > 3, prin prezenta
zeroului suplimentar locul radacinilor are n—m— 1 ramuri care gjung in punctul de la co.

Centroidul scé fata de vechiul centroid Scg (relatia (2.1)), are expresia:

-m-1+1 1 [ o 1
Seg = (Zpb —Zza—z]—ner [zpb —Zza]—n_m_z:
1 1

Gq(s) = (S— 2), (3.1)

n-m-1 n-m-1 n-m
=S¢q + 1 (s 2) , din care rezulta:
9 h-m-1"% ’ '

S~ = (Sog ~ D). (32)

Pentru z < s, se obtine s.§>syg, pentru z = sy, rezulta s.§ = s §i pentru z> sy are loc
S <Seg: Zeroul suplimentar produce o deplasare a locului radacinilor: pentru z situat la
stanga / dreapta Iui sy locul radacinilor se deplaseaza la dreapta / sténga lui Segr conform
relatiei (3.2). Unghiurile asimptotelor cresccu p / [(n— m)(n— m—1)].

5° Numarul si pozitia punctelor de ramificare se modifica in functie de pozitia zeroului
suplimentar s=z fatd de pozitia zerourilor z,, a=1,m,, si polilor p, , b =1,n. Ecuatia
punctelor de ramificare este:

Z;“X -3 L _0 xeRr (33)

X— Pp Tx-z

6° Pentru z, € R, de multiplicitate m, si z= z,, numarul de ramuri care sosesc in z,
este m,+1, iar unghiurile intre doua ramuri aldturate scade cu 2p / [my(m,+1)].
Pentru p, € R si z= p,, are loc 0 compensare a efectului polului p,, prin efectul zeroului
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suplimentar s = z Dacd p,, este de multiplicitate n, > 2, atunci numarul de ramuri care
pleaca din p, este n,—1; unghiul dintre doud ramuri alaturate creste cu 2p / [ny(ny-1)].
7°—8°  Raman neschimbate.
9° Punctele de intersectie cu axa imaginara (daca ele existd) isi schimbd pozitia Tn
functie de pozitia zeroului suplimentar s=zfatide z, ,a= 1,m,sip, ,b= 1n.
10°Parametrizarea dupa valorile lui k> 0 a locului radacinilor se modifica in functie de
pozitia zeroului suplimentar s=zfatide z, ,a= 1Lm,sip, ,b=1n.

Exemplul 3.1

Se considerd Gy(s) = k/[s(s+2)(s+4)]. Prin introducerea unui zero suplimentar (prin
intermediul functiei de transfer a regulatorului) se obtine Gy(s) = k(s-2)/[s(s+2)(s+4)]. Se
cere sd se traseze locul radacinilor pentru Gy(s) dat initial si pentru Gy(s) avand zeroul
suplimentar plasat Tn diferite puncte ale axel reale: z<-4,z=—4,-4<z<-2,2=-2-2<2
<0,z=0,z> 0. Locul radacinilor este reprezentat in fig.V.16. 1

P_02|'§|a Locul radacinilor P_OZ'Ua Locul radacinilor
luizeR luizeR
4 Pl.s
Fara zero .
i z=-2 >
suplimentar
P
/; Pl.s Pl.s
7<-4 % % > | -2<2<0 T
z -4 -2 \ 0

z=-4 * x >
-4 { -2 To
\ Pl.s
-4<z2<-2 z>0 3% X
§-4/ -2 0z

Fig.V.16. Locul raddacinilor la exemplul 3.1
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4. Efectul unui pol suplimentar

Se considera functia de transfer a sistemului n circuit deschis:

m
[[[G-z) 1

= —
Hl(s_ pb) S-Pp
Tn care s = p este un pol real suplimentar care poate lua valori de la—wo la +o.

Cu referirelaregulile 1° — 10° (subcap.2), efectele polului real suplimentar sunt:

1° Gradul polinomului polilor sistemului automat creste cu 1. Locul radacinilor are o
ramura noua care porneste din s= p.Numarul de ramuri care ajung la oo creste cu 1.

2° Rdméane neschimbatd.

3° Se schimba conflgura'gla locului radacinilor pe axa reald n functie de pozitia polului
s=pfatddez,a= 1,m,si Py, b=1n.

4° Dacd n = m, prin prezenta unui pol suplimentar, locul radacinilor are o singura
ramurd care ajunge Tn punctul de la o« care coincide cu o parte a axei reale (de regula a
semiaxel reale negative). Daca n — m > 1, prin prezenta unui pol suplimentar, locul
radacinilor are n—m+ 1 ramuri care gjung Tn punctul de la .

Gq(s) = k (4.1)

Centroidul nou, st , fata de vechiul centroid, sqq (relatia (2.1)), are expresia:

i fod o 5]

n-m+1 n— m+1p
= + - , din care rezulta:
Scg n_m+1(p ch)
S8 ~Sog = ————(P - Scg) (42)
9T m+1 o '

Pentru p < sgy se obtine 5c8< Segr PENtTu p = seq rezultd SCB: Seg si pentru p >Spq A€ loc
ScB > Sy Polul suplimentar produce deplasarea locului radacinilor si anume: pentru p Stuat la
sténga / dreapta lui Scg locul radacinilor se deplaseaza la stanga / dreapta lui S.,, conform
relatiei (4.2).

Unghiurile asimptotelor se micsoreaza cu p/[(n— m)(n —m+ 1)].

5° Numarul si pozitia punctelor de ramificare se modificd in functie de pozn;|a polului
suplimentar s = p fata de pozitia zerourilor z, , a = 1m, si polilor p, , b= 1n.

Ecuatia punctelor de ramificare este:

> 1 -3 1 1 _oxer (4.3)

X=2Zy X=Pp X-Pp

6° Pentru z, € R si p = z, are loc 0 compensare a efectului zeroului z, prin efectul
polului suplimentar s = p. Daca z, este de multiplicitate m, > 2, atunci numarul de ramuri
care gjung in a, este m,—1; unghiul dintre doua ramuri aldturate creste cu 2p / [my(m,-1)].

Pentru p, € R, de multiplicitate ny, si p = p,, numarul de ramuri care pleaca din p, este

g’
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ny+1, iar unghiurile intre doud ramuri alaturate scade cu 2p / [ny(n,+1)].

70_80

Ré@man neschimbate.
9° Punctele de intersectie cu axa imaginard (daca ele existd) isi schimba pozitia in

functie de pozitia polului suplimentar s=pfatiz, ,a=1,m,sip,,b=1n.

10°Parametrizarea dupa valorile lui k> 0 a locului radacinilor se modifica in functie de

pozitia polului suplimentar s=pfatide z, ,a = Lm,sip, ,b=1n.

Exemplul 4.1

Se considerd Gy(s) = k/[s(s+2)(s+4)]. Prin introducerea unui pol suplimentar (prin
intermediul functiei de transfer a regulatorului) se obtine Ggy;(s) = k/[s(s+2)(s+4)(s-p)].
Se cere sa se traseze locul radécinilor pentru Gy(s) dat initial si pentru Gy;(s) avand
polul suplimentar plasat in diferite puncte ale axei reale: p<-4,p=-4,-4<p<-2,

p=-2,-2<p<0,p=0, p>0. Locul rddacinilor este reprezentat in fig.V.17.1

?OZ't'a Locul radacinilor F?OZ't'a Locul radacinilor
luipeR luipeR
Fara pol _
suplimentar p=-2
p<-4 -2<p<0
p=-4 p=0
-4<p<-2 p>0

Fig. V.17. Locul rad&cinilor la exemplul 3.2




5. Sinteza regulator ului

5.1. Tema de proiectare

Prin tema de proiectare a unui sistem automat (fig.111.14) se precizeaza urmatoarele:

a Instalatia tehnologicd automatizatd ca sistem: se definesc marimile de intrare
(marimi de comanda si perturbatoare), marimea de iesire si relatiile dintre ele.

b. Marimea de iesire este marimea dupa care se realizeaza reactia negativa printr-un
traductor adecvat. Mdrimea de iesire — numita si marimea reglata — trebuie sa aiba o
evolutie prescrisa in conformitate cu o marime prescrisa sau de referintda (definitd ca
marime de intrare a sistemului automat — fig.111.14).

c. Performantele pe care trebuie sa le realizeze sistemul automat in regim tranzitoriu si
n regim stationar pe baza urmatorilor indici de calitate: suprareglarea s, durata regimului
tranzitoriu t., durata de crestere t. (conform cu 11.7.1) si erorile stationare in raport cu

marimea prescrisa (de referintd), €os: si cu perturbatia, e, (conform cu 111.5.2).

5.2. Rezolvareatemei de proiectare

Pentru rezolvarea temei de proiectare se parcurg urmatoarele etape:

a. Se scriu ecuatiile care guverneaza functionarea partilor componente ale sistemului si
se stabileste schema bloc structurald a intregului sistem. Aceasta este baza de pornire a
rezolvarii temei de proiectare.

Elementul de executie si traductorul se aleg (se adoptd) in functie de instalatia
automatizata (fmpreuna cu care formeaza partea fixata a sistemului).

Se subintelege cd structura si parametrii partii fixate sunt cunoscute cu precizie
acceptabila.

b. Se adopta un tip de regulator pe baza teoremei Aizerman — Gantmaher (teorema 1 de
la 111.4.2) sau pe baza experientei existente privitor la automatizarile din aceeasi categorie
cu aceea din tema de proiectare.

c. Se analizeazd BIBO-stabilitatea sistemului automat si se determind domeniile
parametrice de BIBO-stabilitate si de rezervd de BIBO-stabilitate impusa, pentru parametrii
ncd necunoscuti ai regulatorului.

d. Se realizeazd stabilizarea sistemului automat prin modificarea adecvatd a
parametrilor si / sau structurii regulatorului Tn scopul realizérii valorilor admisibile ale
indicilor de calitate.

Metoda locului raddcinilor permite sd se tind seama direct si efectiv de valorile
admisibile ale indicilor de calitate. Acest avantaj deriva din faptul cd prin metoda
locului radacinilor se pot realiza configuratii cu o pereche de poli dominanti a caror
localizare se coreleaza direct cu valorile (maxime) admisibile ale indicilor de calitate (a
se vedea ll.7.5) si anume:

- 8, —suprareglarea admisibila, careia 7i corespunde conditia: s < s:

- tg, — durata admisibila a regimului tranzitoriu, céreia Ti corespunde conditia t< tg,
- t.o — durata admisibild de crestere, céreia ii corespunde conditia t.<t.,.

Se va alege regulatorul astfel Tncét sistemul automat sa aiba polii dominanti:

P12 :Wr,?zij 1-222 0<z <1
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Suprareglarea s depinde numai de factorul de amortizare z ; aceasta dependentd este
strict monoton descrescatoare (fig.11.47)
1) Conditias £ s,areloc daca si numai dacd z * z,, z, fiind factorul de amortizare

(minim) admisibil. Pentru z = cosy, cu 0 <y < 90°, conditia s £ s are loc daca si numai
dacay £y ,, undey , defineste sectorul unghiular (maxim) admisibil in care se pot localiza
polii dominanti (fig.11.53). Relatia dintre y , si s 4 este:

cosy 5, =2,3|lgs 4 |/,/9,86+ (2:3lgs ,)?.

Sedegey oLy , (fig. V.18), cuy o cét mai apropiat dey ,, din care rezultd zy=cosy
2) Conditia tg £ tg, seiain considerare cu gjutorul fig.11.47 sau a formulei:
tg=w,t,@B/z.
Pentru z, deja ales la punctul 1 se determina t g din fig.11.47 sau, pentru 0 < z; < 0,707, cu
relatia t iy @3/z,. Durata reald a regimului tranzitoriu, tyy, trebuie sa satisfaca conditia:

tsozt sO/WnOEtsa*

n care wj, este pulsatia naturald a polilor dominanti care se determina din chiar aceasta
inegalitate si anume din conditia:

Wno * tsoltw'
3) Conditiat; £ t, seiain considerare cu gjutorul formulei:
t. @L8/w,, pentru0,3 £ z £ 0,8.

d s Pentru z, deja adoptat, durata realda de
(do) | S crestere, ty, trebuie sa satisfaca conditia:

0
Pr X JW 01[1' z2
- n 0 teo @L,8/W, o £ty

din care rezulta;

0 ~ Whmina
k 3
/ Wpo 3 L8/t

Din conditiile ty £ tg, $i teg £ te, rezultd in

nmina final conditia de alegere a pulsatiei wyq,
respectiv:
- jWpoyl- 28 Wio 3 Wi min a= Max(t gftey, 1,8/te,),

n care Wy, in 5 Ste valoarea minima admisi-

Fig.V.18. Localizarea polilor dominanti in functiede  pj|5 g pulsatiei naturale a celor doi poli

indicii de calitate admisibili . PN A < s

dominanti. Intrucat |p; ,|=w, rezulta ca

Whmina PoOate fi evidentiat, ca distantd, direct pe semidreptele (d,) si (d,) — fig.V.18,
urmand ca polii:

pfz =Wn0§ Zo* ] 1-25%
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sd fie plasati tot pe semidreptele (d;) si (d,) si anume n zonele trasate cu linie continua. Se
are in vedere ca w,,y sd nu fie prea mare fatd de w,, i, 5 deoarece in caz contrar polii p01’2

Tsi pot pierde caracterul dominant.
Polii dominanti fiind stabiliti, se alege functia de transfer a regulatorului, Gg(s),

astfel ncat functia de transfer a sistemului automat, Gy(s), sa se caracterizeze prin polii
dominanti p; ,. Utilizand metoda locului radacinilor acest lucru se realizeaza relativ
simplu prin introducerea unor zerouri si / sau poli suplimentari care produc modificari
ale locului radacinilor si in final prin alegerea adecvatd a parametrului k > 0.

Exemplul 5.1.

Se considerd
125
(s+D(s+25)
(fig.IV.4) si s =0,17, tgy =3seC, tey =15seC. si €ps= 0. Se cere sd se determine Gg(s).
Pentru a redliza €ps = 0 se introduce Tn regulator o componenta integratoare. Pana la
stabilirea structurii definitive aregulatorului se considera:

Gr(9)=

k
GR(S) = ?T’

k, fiind factorul de proportionalitate.

Pentru s, = 0,17, din fig. 11.47 rezultd z, @0,5
si apoi y , @60°. Se adoptd z; = 0,5 si y 5 = 60°.
Din fig .11.47 rezultd tyy = 6,25. Mai departe,
Womina= Max(tft,,1.8/t)) = max  (6,25/3, -
1,8/1,5) @2,1 [sec] L. Se adopta w,o= 2,2 [sec] L.
Asadar polii dominanti care asigurda realizarea
indicilor de calitate admisibili sunt pd, =

=2,2(-0,5+j0,87).
Functia de transfer a sistemului in circuit
deschis (relatia (111.2.4)) este:

k Fig.V.19.Locul radécinilor pentru

Gg (s) = Gr(S)GF (s) = W Gy(9) GR(9)=k /s laexemplul 5.1r

in care k = 12,5k;. Locul radacinilor este reprezentat in fig. V.19. Se observa ca oricare ar fi
k3 0 sistemul automat nu poate avea polii dominanti pe semidreptele AB si A'B’ (pe care se
afla si polii dominanti impusi, polyz).

Se stie cd prin introducerea Tn G4(s) a unor zerouri si / sau polii suplimentari locul
radacinilor se modifica. Tn cazul de fatd este necesard o deplasare a locului radacinilor
spre stdnga, fard modificarea numarului de ramuri care ajung Tn punctul de la ¥ )dar cu
reparametrizarea dupa valorile lui k) astfel incat ramurile C si C' sa intersecteze

semidreptele AB si A'B’ (fig.V.19). Pentru aceasta este suficient sa se introduca un
zero suplimentar Tn -1 (care compenseaza polul cel mai lent al partii fixate situat in —1)
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si un pol suplimentar indepadrtat, de exemplu Tn -20, care sd deplaseze locul radacinilor
spre stanga. In aceste circumstante se adopta:

60°

"

7

i7.1
Pl.s

—j7.1

Fig.V.20. Locul radacinilor pentru

GR(S) =k (s+1)/[s(s+20)] laexemplul 5.1

k
Gr(S) =——r o
s(s+1)(s+20)
Cu care se obtine:
k

Ca®) = Ssr 257 20)

Locul radacinilor corespunzator acestui Gd(s)
este reprezentat Tn fig.V.20. Pentru confirmarea
faptului ca locul radacinilor intersecteaza
semidreptele AB si A'B’ se rezolva sistemul de
ecuatii:

}G4(9) +1=0
i
fIms=-(tg60°)Res.
Rezultd Re s=-10/9 si Im s=104/3/9, respectiv

|9 @22, ceea ce inseamna ca locul radacinilor se intersecteaza cu semidreptele AB si A'B'
foarte aproape de polii dominanti impusi polyz. Valoarea lui k pentru care are loc aceasta
intersectie se calculeaza din:

Gy (-10/9+ jlo\/élg)‘ =1

Rezulta

k=-10/9+ j10¥3/9]%- 10/ 9+2,5+ j10y/3/9|x|- 10/ 9+ 20+ j10y3/9| @100 .

Tntrucét k = 12,5k, rezultd k; = 8. Functia de transfer a regulatorului este:

Gr(s) =

8

s(s+1)(s+20)

Functia de transfer a sistemului automat este:

Go(s) =

100

100

3422552 +50s+100 (s+10/9- j10v3/9)(s+10/9+ j10y3/9)(s+20,25)

din care rezultd in mod evident ca polii p, =-10/9+ j104/3/9 sunt dominanti. m



Capitolul
METODA FRECVENTIALA

| \A

Metoda frecventiala este prima metoda de analiza si de sinteza a sistemelor automate
care s-a dezvoltat coerent si unitar si care s-a aplicat consecvent Tn perioada clasicd a
automaticii (anii 1930 — 1960). Se poate afirma cu certitudine cd marea majoritate a
sistemelor automate de tip clasic existente astazi in industrie sau Tn alte domenii au fost si
sunt proiectate si realizate pe baza conceptelor si tehnicilor elaborate in cadrul metodei
frecventiale. Succesul aplicérii acestei metode in proiectarea sistemelor automate liniare a
determinat utilizarea ei, cu adaptdrile de rigoare, si pentru sistemele automate neliniare (se
vavedeain capitolul VII).

Fundamentul matematic pe care s-a dezvoltat metoda frecventiald este constituit de
transformarea Laplace (Anexa A.l), transformarea Fourier (Anexa A.2 si 3, Anexa B.2),
teoria functiilor de variabila complexa, iar in cadrul acesteia de principiul argumentului.

Baza experimentald a metodei frecventiale o constituie raspunsul la frecventad. Suportul
matematic constituit de transformarea Fourier conferda raspunsului la frecventd rigoarea
necesara pentru dezvoltari teoretice eficiente Tn analiza unor aspecte ale principiului
cauzalitatii (abordarea ntr-o maniera intuitiva in subcap. I1.1 si Tn mod riguros Tn subcap
V1.3) sau pentru formularea unor caracterizari pertinente ale BIBO-stabilitdtii sistemelor
automate, cu elaborarea subsecventa a unor procedee de sinteza a sistemelor automate.

1. Raspunsul la frecventa

1.1. Semnificatia functiei G(jw)

Se considerd sistemul dinamic neted, cu parametri concentrati, liniar si invariant n
timp, cu o singurd marime de intrare si 0 singurd marime de iesire, ambele functii scalare de
timp, descris de ecuatia (1.4) de la 11.1.3. Conform cu 11.1.4, transferul intrare — iesire este:

Y(s) =G(s)U(s), (11)
n care functia de transfer G(s) are expresia (1.11) delall.1.4.

Mérimea de intrare este functia sinusoidala:

u(t)=sinwgt, teR,, (1.2
n care wye R este un parametru (in sensul ca w poate lua orice valoare reald fixatd). Se
stie ca intre pulsatia w [radxs™] si frecventa f [s] exista relatia w = 2pf, ceea ce inseamnd
ca din punct de vedere dimensional w si f sunt de acelasi tip. Din acest motiv nu se face o
distinctie speciala intre pulsatie si frecventd, exceptand situatiile cand se {ine seama efectiv
de relatia cantitativa dintre w si f. In acest context se vorbeste de «metoda frecventiald»,

«raspunsul la frecventa» etc., desi variabila frecventiald avuta in vedere este pulsatia w.
Se va determina componenta de regim permanent y.(t) a marimii de iesire y(t). Se stie

cd: U(s)= sinwgt} =wq/(s2+wq?), ceea ce, dupa inlocuirea in (1.1), conduce la:
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Y(s)=G(9) (13

s +w§'
Pentru simplificarea calculelor se presupune ca s = £jwg nu sunt nici zerouri si nici poli
ai functiei G(s). Componenta de regim permanent, Yp(s), se separd foarte usor din Y(s)
deoarece, dupd cum s-a aratat si la I11.5.1., aceasta este formatd din fractiile simple
corespunzatoare polilor lui U(s). Acestia sunt s; 5 = £jw,. Asadar:
Yo(s)= —1 P2 (1.4)
S— JWp S+ Wy
pentru care, din (1.3), conform teoremei dezvoltdrii (Anexa A.1.2.b.1°), rezulta:

A2 —{(s+ iwo)G(s) g}s g iz—lje(iiww. (15)
G(s) este o fractie ral;lonala cu coeficienti reali, astfel ca se poate scrie:
G(x jwp) = R(Wo) £ jI (W), (16)
n care R(wp) si (W) sunt partea reala si respectiv imaginara ale lui G(jwg). Prin inlocuirea
n (1.4) a relatiilor (1.5) si (1.6), dupé calcule elementare, se obtine:

Yp(s):i.G(ﬂWo) _1jW —5 Gl-iw 0)S+JW
=—[R(wO)+u(wO)1 S ——[R(wO)—J'< 0)]s+JW )
:_ RWo)l< JWO s+ljwo] —J(o)[ JWO SJWO]:
= Riwo) +?N(‘)2 +1Wo) ?

Functia original corespunzatoare (conform Anexei C.1) este:
yp (t) = Rwg) sinwgt + | (wg) coswgt = Riwg){sinwgt + [l (wg)/R(wg)] coswgt} =
tgy =sinj /cog .7
=|G(jwo)|sinfwot + argG(jw)), teR.,,
n care

1G(jwo) = R2(Wo) + 12Wp), agG(jwo)=j Wo)=arctgl Wo)/Rw)].

Rezultatul (1.7) pune in evidenta faptul ca in regim permanent sinusoidal marimea de
iesire a sistemului descris de ecuatia intrare — iesire (1.1) este o functie sinusoidald de
amplitudine egala cu modulul Iui G(jwy) si de faza egald cu argumentul lui G(jwg). Pentru o

intrare de amplitudine U si pulsatie w cele doua sinusoide sunt reprezentate in fig. VI.1.a,
n care, n virtutea liniaritatii, are loc:

=[G(jW)Um, | =argG(jw).

Formal, G(jw) rezultd din G(s) pentru s = jw. Raspunsul la frecventa se obtine prin
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calcul (cand se cunoaste functia de transfer) sau pe cale experimentald. Dacd este necesara
o validare a unui rezultat obtinut prin calcul sau G(s) nu este cunoscuta cu precizie
adecvata, G(jw) se determind experimental, de exemplu conform schemei fig. VI1.1.b.

Ym“_f’_(_t?i_}'_(t) j =agG(jw) u(t) = Upsinwt
Um|----- y(t) Y(t) = Ysin(wt + @)
u y
0 .
u(t) L IG(wW)| = Ym/Un
a b PC L aga(w) =j

Fig. VI.1. (a) Marimile de intrare si de iesire n regim permanent perodic sinusoidal;
(b) Determinarea experimentald a réspunsului la frecventd; Ty, Ty — traductoare, PC — calculator

1.2. Definitii
Definitia 1
Functia G(jw) care defineste complet regimul permanent sinusoidal pentru w € R se
numeste raspunsul la frecventa al sistemului descris de functia de transfer G(s). O
Tntrucat G(jw) se obtine din G(S) pentru s = jw, care este ecuatia axei imaginare a
planului s, rezultd cad G(jw) este imaginea axel imaginare prin transformarea conforma:
z=G(9).

jwht Pl.s i (w) )
Pl 2=GO S o
+oo A
w<0 “~
S:jW ] \\\

I W =40 Y

T

|

\l
—joo

Fig.IV.2.(a) Conturul Nyquist gn (&) parcurs Tn sens orar (trigonometric negativ; separat, cu linie-punct este
indicat sensul pozitiv — trigonometric); (b) hodograful obtinut prin transformarea conforma z = G(s)

Axa imaginard a planului s este o curba Tnchisa (prin punctul de la infinit), numitd
conturul Nyquist (gn,, fig.1V.2.a). Rezulta ca hodograful G(jw), w € R, este de asemenea o
curbd Tnchisd (eventual prin punctul de la infinit din planul 2) — fig.IV.2.b. Sagetile de pe
gn Si de pe G(jw) indica sensul crescator al pulsatiei w (de la — o la +m). Acesta
corespunde parcurgerii Tn sens trigonometric negativ alui gn (sensul pozitiv este indicat de
sagetile cu linie-punct). Urmeaza ca domeniile marginite de gu si de G(jw) se afla la dreapta
contururilor respective atunci cand acestea sunt parcurse Tn sensul crescator al pulsatiei w.

Tinand seama de faptul ca G(s) se exprima si sub forma transformatei Laplace:

G(s)= Ao} = [ g®e “dt,
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n care g(t) este raspunsul la impulsul Dirac (11.3), urmeaza ca inlocuind s = jw se obtine:
G(jw) = {9} =, gtye” " dt. (18)

Rezultd ca raspunsul la frecventd, G(jw), este transformata Fourier a raspunsului la
impulsul Dirac, g(t). Transformata Fourier din (1.8) este unilaterala deoarece g(t) = 0
pentru t < 0. Acest rezultat prilejuieste si o interpretare frecventiald a transformatei G(jw)
(si In general a transformarii Fourier), In sensul cd G( jw) este o imagine a spectrului de
frecvente continute de originalul g(t).

Transformata inversa:

9) = 7 HG(W)} = o[ 6(jwyel dw 19

p -
pune Tn evidenta faptul cd g(t) reprezinta o superpozitie, in forma integrala, a unor oscilatii

complexe de forma: elWt=coswt + jsinwt de amplitudine G(jw), w € R.
Interpretarea frecventiald a transformarii Fourier se extinde in mod natural si Th cazul
semnalelor u(t) si y(t) (in fond si g(t) este un semnal).

Definitia 2.

n cazul Tn care originalul f(t) este un semnal, imaginea, F(jw) = Z{f(t)}, se numeste
densitatea spectrala si modulul imaginii, |F(jw)|, se numeste densitatea spectrala de
amplitudine ale semnaului f(t). O

1.3. Transferul intrare - iesire Tn domeniul frecventelor

Tn cazul transferului intrare — iesire (1.1), pentru s = jw se obtine:

Y(jw) =G(jw)U (jw), (1.10)
care exprimd modul Tn care se transforma densitatea spectrald a marimii de intrare, U(jw),

Tn densitatea spectrald a marimii de iesire, Y(jw), prin transferul prin sistemul caracterizat
de raspunsul sau la frecventa, G(jw).

Exemplul 1.1

Ecuatia (1.10) poate fi utilizatd pentru obtinerea, pe altd cale, a rezultatului (1.7). Tntr-
adevar, avand in vedere cé pentru (1.2) se poate scrie (Anexa B.2.1.b.3%):

U (jw) = {sinwgt} =p[d W -wg)-d(W +wp)]/],

din (1.10), dupa ce se inlocuieste U(jw), se obtine:
Y(jw)=p[G(jwg)d(w-wq)-G(-jwg)d(w+wg)]/j.

Utilizand (1.6), se scrie:
Y(jw) = RWwo)p[d (W —wg) —d (W +wWg)]/j+1 (W) p[d(w—-wWq)+(W+Wq)]

din care, trecand la domeniul timpului, rezulta (1.7). O
Ecuatia (1.10) mai evidentiaza si faptul ca sistemul dinamic descris de (1.1) se
comportd, in domeniul frecventelor, ca un filtru.

Exemplul 1.2

Pentru u(t) =d(t) , care se caracterizeaza printr-o densitate spectrald uniforma si unitara (fig
VI.3.a; Anexa B.1.2.b.1°, Anexa C.2): U(jw)=<{d({t)}=1, din (1.10) rezulta:
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Y(jw) =G(jw) -

Asadar, marimea de iesire, y(t), are o densitate spectralda neuniforma si neunitara (fig.
V1.3.b, diferita de aceea a marimii de intrare, u(t)), densitate spectrald dependenta de G(s)
(in acest caz chiar egala chiar cu G(jw)). O

1Y) = W) 5~
UGw) = 71d 0} =1 IYGw)l 5 1GGw)]
1

Fig. VI.3. Transferul frecvential intrare — iesire al impulsului Dirac (exemplul 1.2)

Forma densitatii spectrale de amplitudine pentru principalele tipuri de filtre ideale si,
corespunzator, pentru cateva sisteme realiste (filtre electrice uzuale) se prezinta in 3.1 si
respectiv 3.2 (exemplele 3.1 - 3.4).

Exemplul 1.3
Se considerd un filtru cu (Anexele A.1.2.c.40, C.2)
1, |wlswy,
0, |W| >Wo,

G(J'W)={

} = ryoW)=s (W -wg)-s (W +wg), weR,
ncare wo > 0 este pulsatia de taiere a filtrului. Graficul functiei G(jw) este reprezentat in
fig. Vl.acu linie intreruptd. Pentru marimea de intrare:

u) = ke Pt teR,

cu 2k/|al >, se cere sd se determine densitatea spectralda a marimii de iesire y(t).

7= Yiw) = G(w)U(w) ]@

Y(w)

Fig. VI1.4. Transferul frecvential la exemplul 1.3; wo — pulsatia de taiere
U(jw) are expresia:

. 2ka
u(jw) =———.
w? +a?
si este reprezentat In fig. VI.4.a (Anexele A.2.1.c.2°, C.2). Utilizdnd (1.10) se obtine
densitatea spectrala a iesirii:
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2ka
. 2ka —— |W|<Wy,
Y(jw) =[s W-wp)-s W+Wo)l ——— =1w? +a? wl<wo weR.

w”+a 0, w[>wg,

Rezulta cé filtrul considerat este de tipul «trece-jos» in sensul cé, la iesire, pulstiile mai
mari capulsatia de tdiere wo (existente in spectrul lui u(t)) sunt eliminate — fig. VI.4.b. O

1.4. Caracteristica reald de frecventa si relatia cu raspunsul indicial

Tn anumite abordari teoretice si Tn unele aplicatii se utilizeaza si caracteristica reald de
frecventd R(w) si caracteristica imaginara de frecventa I(w).

Ca functie pard, R(w) poate fi utilizatd pentru determinarea relatiei dintre raspunsul
indicial si raspunsul la frecventa. Pe baza relatiei (4.3) de la 11.4.1 pentru G(s) BIBO-stabil,
cu (2.1) (in conditiile precizate in Anexa B.2.3.b) si conform proprietdtilor 12° din Anexa
A.2.1.b, in urma unor calcule elementare, se obtine:

h(t):(g"’l{H(s)}:(g"’1{§G(s)}:—j RW )S'”"” . (1.11)

a. Relatia dintre durata regimului tranzitoriu si pulsatia de taiere

Fie doua sisteme diferite cu caracteristicile R1(w) si R2(w) si Ri(w) = Re(aw), a > 1,
Cele doua caracteristici reale de frecventd sunt similare ca forma dar diferite numai prin
factorul a> 1 de scalare apulsatiei. Tn conformitate cu (1.1) se poate scrie;

smwt snwt

hl(t)——j Ry(w) :—j Ro(aw) -

- —j Rz(w)wd(aw) = hy(t/a) .
p-o0 aw

Din acest rezultat se trage concluzia ca durata regimului tranzitoriu ts este cu atat mai
mica cu cat R(w) se extinde pe un interval de frecvente mai mare, respectiv cu cat pulsatia
de taiere (pentru un sistem de tipul «trece-jos», exemplul 1.3) este mai mare.

b. Relatia dintre suprareglare si maximul functiei R(w)
Cu substitutia h = wt, din (1.11) pentru R(w) >0 si dR(w)/dw < 0, w > 0, se obtine:
h(t) = Zk . j(k*l)p R /t)ﬂdh <EI R /t)ﬂdh <—R(0)J'pﬂdh <118R(0).

Pe de altd parte, cu (4.2) de la 1.4, pentru valoarea de regim stationar se scrie:
h =lim - h(t) = G(0) = R(0) (1.12)

deoarece 1(0) = 0 (I(w) este functie impara, Anexa A.2.1.b.9°). Utilizand (7.1) delall.7.1 si
rezultatul (1.12), pentru suprareglarea sistemului se obtine: s % < 18%.
In situatia in care R(w) are o forma oarecare, cu un singur maxim Rmax > R(0) > 0,
procedand Tn mod similar, se poate ardta ca suprareglarea satisface: s % < 18%[Rmax /R(0)].
Se trage concluzia ca o valoare Rmax /R(0) mare corespunde unei limite superioare mari
a suprareglarii s %. Tn acelasi timp, un raport Rmax /R(0) de valoare redusd poate asigura ca
limita superioara a suprareglarii sa fie de asemenea redusa.



2. Reprezentari grafice ale raspunsului la frecventa

Raspunsul la frecventa se utilizeaza practic si sub forma unor reprezentari grafice. Cele
mai utilizate sunt locul de transfer si diagrama Bode.
2.1. Locul de transfer

Locul de transfer este hodograful functiei G(jw), w € R (fig.IV.2.b). G(jw) se obtine din
G(s) pentru s=jw si este imaginea conturului Nyquist (gn, fig.1V.2.8). Locul de transfer se
parametrizeaza dupa valorile lui w.

Functia de transfer G(s) este raportul a doua polinoame cu coeficienti reali. Tn aceste
conditii are loc:

G(-jw) =G(jw), (2.2)
n care bara superioara simbolizeaza operatia de conjugare a numerelor complexe. Conform
relatiei (2.1), rezultd ca locul de transfer G(jw) este simetric fata de axa reald a planului z
Tn consecinta este suficienta reprezentarea locului de transfer numai pentru we R, urmand
ca restul locului sa se obtina prin simetrie fata de axa reala.

a. Forma locului de transfer la frecvente Tnalte

Pentru a determina forma locului de transfer la frecvente Tnalte se considera functia de
transfer (1.11) de la I1.1.4. Se Inlocuieste s=jw si se obtine:

o el :

G jw) = By g G0 L by ) by 22
an(JW)" +ay 1 (jw)"+..+a(jw) + g

Pentru w — +o se obtine:

G(+ joo) = liMy_y., G(jw) :z—mlimwwuw)”m D gimnp 2 i, W,

n n

Valoarea limitel depinde de m — n. Pentru
cazul b,/ a, > 0 se poate scrie:

m-n=1 G(+ o) = +0elP/? = 4o
m-n=2, G(+joo) = +oelP = o
m-n=3, G(+joo):+ooej3p/2:—joo
m-n=4, G(+jo) = +0el® = 4o

Este evidenta o periodicitate a valorii limitei,
perioada fiind egala cu 4. In continuare:

m-n=0,G(+jw)=b,/a, >0,

(menp /2 Fig. V1.5. Forma locului de transfer la frecvente
m-n<-1G(+joo) =0-el(MP/2 _q_jm-n, Tnalte (W—>-+c)

fiind vizibila si aici o periodicitate a valorii limitei, perioada fiind aceeasi.
Pentru — 4 < m- n < 4 toate situatiile posibile ale formei locului de transfer la frecvente
Tnalte sunt reprezentate in fig. V1.5. Sagetile indica sensul de crestere a lui w.
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b. Forma locului de transfer la frecvente joase

Formalocului de transfer pentru w {4 0 depinde de numérul de zerouri si de poliin s=0
ai lui G(s). In aceste circumstante, pe baza expresiei (2.2), se porneste de la:
S(jw) = D)™ By g (W)™ L+ 4 by (W2
an(iw)" + a1 (jw)" 1+ .+ ap(jw)P
in care z si p reprezintd numarul de zerouri si respectiv de polith s=0,cu0<z<msgsi
0<p<n
Pentruw 4 0, din (2.3), se obtine:

(2.3)

G(+0) = lim G(jw) _b lim(jw)zpP = &ei(zfp)p/Z limwz-p,
w0 ap wio ap w0

Vaoarealimitei depinde de z- p. Pentru cazul bZ/ap > 0 se poate scrie:

z2-p=-3 © poy  Z-Pp=-1 G(+0) = +oe P/Z = —juo
& Z-p=-2, G(+0) = +o0e P = oo
N .
~p=1 4 2—p=-3 G(+0) = +0e 1 ¥/2 —
z-p=2 b,/a Cn—_ _ -2 _
// <\ / \\ z- p=-4, G(+0) = +we +00
I
|
N

limitei, perioada fiind egald cu 4. n

L continuare:
\\ - o z-p=0,G(+0) =b,/a, >0,

Fig. V1.6. Forma locului de transfer la frecvente joase W 0)  z—p>1,G(+0) =0- g i@pp/2 _q. i“P,

fiind vizibila si aici o periodicitate avalorii limitei, perioada fiind aceeasi.
O analiza speciald a cazului z— p = -1 arata c& |ReG(+0)| < +oo Tn timp ce jImG(+0) =
= —joo. Pentru a sustine aceasta afirmatie se considera G(jw) factorizata sub forma:

6w = ¥/ jw)lb /ap ) (T (che iw+ /TTP (e iw+3))

n care, pentru simplificarea calculelor, se considerd: ¢;, d, eR, i=Ln-p,k=1m-z
Se amplifica fractia cu conjugata numitorului. Dupa calcule elementare se obtine:

bz 1j—w( ::fdk—zi”:‘lpci)-jwz( ......... Yo
ap W w2y Pef 4 .

Pentru w 4 0 rezult:

G(jw) = -

. ) b — . - . .
ReG(+0) = limReG(jw) = —Z( km__lzdk —zin_lpci ) J IMmG(H0) =limj ImG(jw) = —joo.
wi0 ap = - w0
Pentru —4 < z— p < 4 toate situatiile posibile ale formei locului de transfer la frecvente
joase sunt reprezentate in fig. V1.6. Séagetile indicd sensul de crestere a lui w.
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2.2. Diagrama Bode
Diagrama Bode este o reprezentare in coordonate carteziene a functiilor:
Ags W) = 201glG(jw)], we R, (2.4)
j (w)=agG(jw), weR,, (2.5)
de reguld, pentru o scara logaritmica (in baza 10) a pulsatiei — fig.VI.7.
* Agg(W) se numeste atenuarea raspunsului la frecventa si se masoara in deciBell (dB) si
ej (w) se numeste faza raspunsului la frecventd si se masoarda in grade (mai rar n
radiani).
Diagrama Bode este utilizatd mai ales in aplicatii, deoarece, adeseori, caracteristica
atenuare — frecventa (2.4) si, uneori, caracteristica faza — frecventa (2.5) pot fi aproximate
prin linii frante. Totodata, diagrama Bode permite evidentierea si utilizarea mai simpla a

corelatiilor care existd sau se doreste sa existe, pe anumite benzi de frecvente, intre

atenuarea si faza raspunsului la frecventa.
10" 10° 10 100w
| 2 3 4 56789| 2 3 456789 2 3 4 56789|
| | L 11 J11 | | | | 11 | 11
-1 0 1 2

Fig. VI.7. Scara logaritmica (in baza 10) a pulsatiei

2.3. Elemente de transfer tipice

Tn continuare se va analiza comportarea In domeniul frecventelor a elementelor de
transfer tipice prezentate lall.7.2.

a) Elementul proportional (P) are functia de transfer:

Gp(s) = K. (2.6)
Raspunsul la frecventa este Gp(jw) = K. Locul de transfer se reduce la un punct situat pe
axa reala si diagrama Bode se reprezinta utilizand A yg(w) =201gK sij (w) =0.

S-a ardtat la 11.7.2.a ca functia de transfer (2.6), in cazul unor sisteme dinamice reale,
este 0 aproximare bazata pe idealizari si / sau simplificari ale modelului matematic.
Aproximari similare se pot face pe baze
experimentale, si anume atunci cand Agg(w) =
constant si j (W) ~0 pe domenii relativ largi de
frecvente (incepand cu frecventa nuld).

b) Elementul de intarziere de ordinul 1 (T1) are
functia de transfer:

Gr1(s) = . 2.
11(9) Tor1 (2.7)
Raspunsul la frecventa are expresia:
1 1 Fig.VI.8. Locul de transfer a elementului de
Gry(jw) =- = —, h=Tw, (28 ntarziere de ordinul 1 (T1).
jTw+1 1+ jh
n care h este pulsatia normata (adimensionald). Din (2.8) rezulta:
RW) = ——+ ! oW , 2.9)

T2W2+1 h2+1' T2w24+1  h2+1
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Agg W) = 20Ig; =20lg !
VT2 +1 h?+1
Ecuatia locului de transfer se obtine imediat din (2.9) prin eliminarea lui h intre R(w) si
I(w). Rezultd h=—1(w)/R(w), care se Tnlocuieste Tn R(w), dupa care se obtine: R2+12-
— R=0. Aceasta este ecuatia unui cerc (fig.\VV1.8) cu centrul in (1/2,0) si de raza 1/2.
Pentru a trasa diagrama Bode se are n vedere ca din (2.10) rezulta:

, ] (w)=—arctgTw = —arctgh. (2.10)

Ags (W) = —20Igyh2 +1 = {?’ngh’ fihhfiw (2.11)
0, 0<h<<01

j (W) =-arctgl0'9" ={-45°(Igh +1), 0l<h <10 (2.12)
-90°, 10 <<h < 4.

Agg(W) si j (w) conforme cu (2.10) sunt trasate . cu linie intrerupta in fig.V1.9. Conform
cu (2.11), caracteristica atenuare — frecventa are doud asimptote: Ayg(W)=0 si Agg(W)=—-20

Igh. Ele se intersecteaza in punctul de frangere, de abscisa h =1 (Igh =0); h =1 (w= 1T)
se numeste pulsatia de frangere. Asimptotele se utilizeaza pentru aproximarea
caracteristicii atenuare — frecventd, fig.V1.9.a. Eroarea maxima introdusa este de 3dB
pentruh = 1 (aceasta rezultd din

A i

A"S 438 ) Agg(L/T) = -201g+/2 = ~3dB).
[} NS Din fig.V1.9.a mai rezultd cd
20 a elementul T1 este un filtru «trece-
N jos», cu panta de —20dB/decada
_40 N o pentru puls:a;ii mai mari cah=1
Tx~tb (w=1T). In mod conventional,
, 0 . h=1 (w=1T), pentru care
~ 60 "‘(I/PT%J N " Ap@T)=-3B, se  numeste
L] TN —9ge pulsatia de tdiere Tn sensul
002005 710,2 05 25 , 20 50 Twi=h filtrelor (coincide cu pulsatia de
19 19 19 19 197 ign " frangere), iar intervalul de pulsatii

[0,1] (respectiv [0,1/T]) este banda
detrecere afiltrului «trece-jos».

Tn mod similar, tinand seama
de (2.12), caracteristica faza — frecventa poate fi aproximata prin trei segmente de dreapta,
fig.V1.9.b. Remarcabil este faptul cd j (U/T)=— 45°.

c) Elementul de intarziere de ordinul 2 (T2) are functia de transfer:

Fig.V1.9. Diagrama Bode a elementului de intérziere de ordinul 1
(T1); caracteristicile: (a) atenuare — frecventd si (b) fazd — frecventa

2
w

S +2ZW,S+W

Raspunsul la frecventa are expresia:
2
. w 1 w

Gra(jw) =—5———" =——>—— h=—, (2.14)

wh —w<+ jZzw,w  1-h<+ j2zh Wn

n care h este pulsatia normata. Din (2.14) rezulta:
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RGW) = wg(wg —w2) _ 1-h2

(W2 -w2)2+4z2w2w2  (1-h2)2+4z2h?2 2.15)
|w) = - 2ZwW3w B -2zh '

C (W2-W2)24+47 2022 (1-h2)+4z 2
2
Ags W) = 20Ig Wn - 20Ig !
Jw2 -w?)? 1 4z 2w Zw? J@-h?)2 1 4222 218
j (w)= —arctg% = —arctg 7
W, —W 1-h

Ecuatiile (2.15) nu mai oferd posibilitatea obtinerii pe cale analiticd a ecuatiei locului de
transfer (ca functie implicitd de Rsi | ). Ecuatiile (2.15) pot fi utilizate pentru trasarea prin
puncte alocului de transfer — fig.V1.10, pentru diferite valori ae factorului de amortizare z.

Diagrama Bode, in conformitate cu (2.16), este reprezentata in fig.VV1.11. Se constata ca

Ags(w), pentru 0<z<1/J§, ae un maxim AdBmax=20Ig(]/2z,/1—zz) la pulsatia

hy =y1-222 (W, =w,y/1-222 <w,,). Acesta este fenomenul de rezonantd: mérimea de
intrare (1.2) are amplitudinea 1 (respectiv 201g 1 = 0) in timp ce marimea de iesire in regim
sinusoidal — (1.7) are amplitudinea 1/(2z,1-z2)>1 (respectiv 201g[1/(2z \1-z 2)] > 0).
Remarcabil este faptul cA pentru 0<z <1/+/2 existd o bandi de pulsatii pentru care
Agg (W) > 0, numitd si banda de rezonanta.
Tnlocuind Agg(W) din (2.16) n inegalitatea
precedentd rezultd banda de rezonanta:
((0,4/2h,) adicd (0,w,{/2(1- 2z 2)). 170° 1,6= ///

Si in cazul elementului T2 se pot pune _160° \ h=0,5

in evidenta doud asimptote ale :
caracteristicii atenuare — frecventd. Din _j5q0 ‘ 5 20
prima relatie din (2.16) rezulta: 1 \ 0,64
0} 0<h<<1 _14'00 -30°
Ags (W) = :
—40Igh, 1<<h < +oo. _130°
Aceste asimptote se intersecteazd pe axa
absciselor in punctul h = 1, adica Igh = 0.

Acesta este punctul de frangere i -90° -80° 70
h = 1(w =w,,) este pulsatia de frangere.  Fig.VI.10. Locul detransfer al elementului de intarziere
. . o o i de ordinul 2 (T2)
Din fig.VI1.11 rezultd cd utilizarea
asimptotelor pentru aproximarea caracteristicii atenuare — frecventd nu este adecvatd decat
incazul ze [0,4, 0,6], datoritd erorilor inacceptabile care se introduc pe aceastd cale.
Caracteristica atenuare — frecventa din fig.VI1.11 aratd ca elementul T2 este un filtru
«frece-jos», cu panta de —40dB/decadd pentru pulsatii mai mari ca h = 1(w =w,).

Conventional, ho (wo) pentru care Ayg(wo) = — 3dB se numeste pulsatia de tdiere Tn
sensul filtrelor iar banda de trecere a filtrului «trece-jos» este [0,hg] (respectiv [0,wq]).
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Semnificativ este faptul ca pentru h = 1 (w = wj, care este pulsatia naturald) se obtine:
Agg(W,) =-20192z si j (w,) =-90°

Ageh Ai
16 N Do
12 X z=0,05
|
4 \
8 043 VAN 01
0,5: S—1 0,15
4 N \\ [
L Ade [ S\ 10.2
0 = > N \\\ \\ 03
L R e e e N\
—ald ~ W= 0,707 @
== WS 1|
_ N
8 BN \ \ _30°
—12 NN oY N\
N \\ z=0,1 N\
-16 NN 0.8 \ —60°
20 O'430 5 N
B : 0,3 o
0,707 —90
—24 1
-28 —120°
-32 o
N ~150°
_36 NNAN
RSN o
0 — —180
10t 020304 06 08 0 020304 06 08 19 wiwp=h
-1 0 1 Igh

Fig.VI1.11. Diagrama Bode a elementului de intérziere de ordinul 2 (T2)
d) Elementul integrator (I) are functia de transfer:

1

G (8)=—. 21

1(9) Ts (217)
Raspunsul la frecventa are expresia:

. 1 1

G (jw)=—=—, h =Tw, 2.18

1 (jw) iTw _jh I (2.18)

n care h este pulsatia normatd. Din (2.18) rezulta:

Rw) =0, I(w)=-YT\w=-1h, (2.19)
Agg (W) = 201g(/h), j (w)=-90°. (2.20)

Locul de transfer si diagrama Bode sunt reprezentate respectiv in fig.V1.12 si fig.V1.13.
e) Elementul derivator (D) are functia de transfer:

Gp(s)=Tps. (2.21)
Réspunsul la frecventa are expresia:

Gp(jw) = jTpw = jh, h =Tpw, (2.22)
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Ajl i
w=-o’ A:g o
‘ Pl.z
W =—00 R 0 -90°
W=+
4 -20
_ 102 5 100 2 5 10! Tw=h
W=+0 1 0 1 lgh
Fig.VI.12. Locul de transfer al elementului Fig.V1.13. Diagrama Bode a elementului
integrator (1) integrator (1)
n care h este pulsatia normatd. Din (2.22) rezulta:
Rw) =0, | (W) =Tpw =h, (2.23)
Agg =201gTpw = 20Igh, j (w)=90° (2.24)
Locul de transfer si diagrama Bode sunt reprezentate respectiv in fig.V1.14 si fig.VI.15.
Al Adgs j
W =+00 20
Pl.z
w=o0f R 0 90°
0
] _20 0°
10t 2 5 10° 2 5 10 Tw= h
W =—00 -1 0 1 lgh
Fig.VI1.14. Locul de transfer al elementului Fig.V1.15. Diagrama Bode a elementului
derivator (D) derivator (D)

f) Elementul cu timp mort (TM ) are functia de k=0,123,..
transfer

G(s)=e'5; T>0. (2.25)

Raspunsul la frecventd are expresia: h =2kp

G(jw)=e 1™ =cosTw — jsinTw =
=cosh — jsinh, h =Tw,

h =(4k+3)p/2

(226)  h=(k+Dp h=(ak+1D)p/2
Fig.IV.16. Locul detransfer a

n care h este pulsatia normata. Din (2.26) rezulta: elementului cu timp mort (TM)
R(Ww) = cosTw = cosh, [(w)=-sinTw =-sinh, (2.27)
IG(jw)|=1 | (w)=-Tw=-h. (2.28)

Din (2.27) sau (2.28) se obtine R%+ | 2= 1, ceea ce Tnseamnd c& locul de transfer este
un cerc, fig.V1.16. Caracteristicile (2.28) fac obiectul paragrafului 3.1.a(fig.V1.19).

2.4. Trasarea diagramei Bode prin linii poligonale aproximante

Principalul avantaj al definitiei (2.4) a caracteristicii atenuare — frecventd constd in
faptul c&, dacd |G(jw)]| este in forma factorizatd, atunci 1g|G(jw)| se exprima sub forma
unei sume. De reguld termenii acestei sume admit aproximari grafice sub forma de linii
frante (asa cum s-a ardtat la elementul T1 - fig.V1.9.a.). Prin sumarea grafica a respectivilor
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termeni se obtine relativ usor caracteristica atenuare — frecventd sub forma unei linii
poligonale aproximante. In mod similar se poate obtine si caracteristica faza — frecventa. In
acest caz se are in vedere, ca posibilitate, aproximarea utilizata la elementul T1-fig.V1.9.b.

Exemlpul 2.1

Se considera functia de transfer: G(s) = 10(0,1s+1)/[s(10s+)] $i Se cere sa se traseze
diagrama Bode prin linii poligonale.

Pentru s = jw, Tn conformitate cu (2.4) si (2.5), se obtine:

Agg (W) = 201910 - 20Igw + 201g4/1+ (04w)2 — 201gy/1+ (10w)?

j (W)= -90° + arctg0,lw — arctglOw.
Diagrama Bode este reprezentatd in fig.V1.17. Cu linii intrerupte s-au trasat
caracteristicile partiale, corespunzatoare termenilor din functiile Ayg(w) sij (w).O

i

]
80
60 "4
\ .
40 C\> fuB J
200 b >IN LA L LT 60
F< 7 ~ -
oL LN\ ___L~7 40~ <
N N < A -
20 AN 2 -
N N \/\/
~40 4 LN o Op—r- <
2N a ~ W d
-60 —~ N e e S
- 0 N AT Y
B0 — =T 0 -40 7% it ek Seaks Y
> \g 45 60 _e< > 450
81 >\ __ L _ _of ___/_/__.__f 00
0 N )
-135 - AN —45O
j _180° " e 19 IS -%0

10% 102 100 1® 100 102 10°w  10° 10° 100 1 100 10° 10*w

-3 =2 -1 0 1 2 3 lgw -3 -2 -1 0 1 2 3 lgw

Fig.V1.17. Diagrama Bode laexemplul 2.1; a, b, ¢, d Fig.v1.18. Diagrama Bode la exemplul 2.2; a b, ¢, d
corespund respectiv termenilor din Ayg(w); corespund respectiv termenilor din Ayg(w);
e, f, g corespund respectiv termenilor dinj (w) e, f, g corespund respectiv termenilor dinj (w)
Exemplul 2.2

Se considera functia de transfer: G(s) = 0,1(10s+1)/[s(0,1s+1)] Si se cere sd se
traseze diagrama Bode prin linii poligonale.
Pentru s=jw, in conformitate cu (2.4) si (2.5), se obtine:

Agg (W) = 201g 01— 20Igw + 201g4/1+ (10W) 2 — 201g y/1+ (0w)2
j (w)=-900 +arctglOw — arctg0,w.

Diagrama Bode este reprezentatd n fig.\V1.18. Cu linii intrerupte s-au trasat
caracteristicile partiale, corespunzatoare termenilor din functiile Ayg(w) sij (w).0



3. Principiul non-anticiparii

Tn acest subcapitol se vor prezenta caracterizari in domeniul frecventelor ale sistemelor
dinamice liniare care satisfac principiul non-anticiparii (a se vedea observatiile 1.1 si 1.3 de
la 11.1.4). Tn acest scop si pentru a crea contrastul necesar si un cadru propice pentru o
intelegere profundd a ntregii problematici, se va examina mai Tntdi o clasd de sisteme
dinamice liniare cu proprietati ideale. Tntrucét sistemele dinamice se comporti Tn domeniul
frecventelor ca niste filtre (desi nu au, de reguld, in mod explicit o astfel de destinatie),
respectiva clasa de sisteme este desemnatd in mod traditional prin sintagma filtre ideale.

3.1. Filtreideale

Caracterul ideal al acestor sisteme dinamice consta in aceea ca raspunsul la frecventa,
G(jw), are o formd care nu satisface principiul non-anticiparii. De exemplu, pe anumite
intervale de frecventd G(jw) = 0. Aceasta Tnseamna cé frecventele respective, desi sunt
prezente Tn mdrimea de intrare, sunt absente Tn marimea de iesire (a se vedea exemplul 1.3).
De reguld, aceasta idealizare constituie o simplificare prin care se elimind dificultatile
implicate de utilizarea formel exacte a lui G(jw) si are avantajul considerarii proprietatilor
frecventiale esentiale ale sistemelor dinamice. Dezavantajul introducerii acestor simplificari
idealizatoare este ca se Tncalcd principiul non-anticiparii. O abordare pertinentd, n
domeniul frecventelor, a principiului non-anticiparii va face obiectul paragrafului 3.2.

a. Filtrul ideal «trece-tot» (elementul cu timp mort) A M@w),j (w)
N M
In conformitate cu definitia raspunsului la frecventa se AN 2
poate scrie: MW)
G(jw) = M Ww)ell W), 3.1 0 o
(jw) ( ) | | (31) )
M (W) =|G(jw)|, j W)=argG(jw) (32

sunt modul si faza_réspunsului la frecventa. Fig. V1.19. Raspunsul la
G(s) are proprietatea ca pentru seR are loc G(s)eR (G(s) frecventd al filtrului ideal

icienti i a ca G(jw) = i «trece-tot» (FITT
e socficlenl real Rerulia ¢ 6w = R + 1) e g i imp mon
G(-jw) = G(jw) = RW) — jl ), (3.3)
R(-w) =RWw),  I(-w)=-I(Ww), (3.4)
M(-w)=MW), j (-w)=- (w). (3.5)

Se spune ca un sistem dinamic caracterizat prin raspunsul la frecventa (3.1), cu (3.2),
este un filtru ideal «trece - tot» (FITT) daca:

M (W)= Mg = constant > 0 (3.6)
j (w)=-Tw, T = constant > 0, (3.7

fig.V1.19 (modulul nu depinde de frecventa si faza este liniar descrescétoare). Orice abateri fata
de (3.6) si / sau (3.7) reprezinta distorsiuni de amplificare si /sau de faza.
Din (3.1) si (3.6), (3.7) rezulta:

G(jw) = Mge-iTw, (3.9)
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ceea ce Tnseamna cad transferul intrare — iesire Tn domeniul frecventelor are forma:

Y(jw) = Mge-ITWU (jw). (3.9
Trecand la domeniul timpului (translatia originalului, Anexa A.2.1.b.14°) se obtine:
y(t) = Mgu(t- T). (3.10)

Conform cu I1.7.2.f si 2.3.f, ecuatia (3.10) reprezinta un element proportional cu timp
mort (PTM). Comportarea ideald (3.10) este de fapt un deziderat (mai ales in tehnica
transmisiunii informatiei) Tn sensul cd este de dorit ca, exceptand intarzierea T, necesara
propagarii lui u(t) prin sistem, marimea de iesire, y (t), s& fie proportionalda cu marimea de
intrare, u(t). Conform cu (3.8) functia de transfer este:

G(s) = Mge ™. (311)

b. Filtrul ideal fara distorsiuni de faza

Sistemul dinamic caracterizat de raspunsul la frecventa:

M (w) # constant
{j W) - —Tw (312
G(jw) = M(w)e 1T (3.13)

se numeste filtru ideal fara distorsiuni de faza.
Dacd M(w) este functie absolut integrabild, atunci exista o functie original
m(t) = F Y M(w)}. Tntrucat M(w) este reala si para, rezultd ci si m(t) este pard, adici:

m(—t) = m(t). (3.19)
Caurmare:

m(t) = & H{MWw)} = %I::M (W)ej""tdw = le‘O*w M (w)coswtdw, t e R. (3.15)

Din (3.11), conform teoremei translatei originalului (Anexa A.2.1.b.14°), se obtine:

g(t)=m(t-T). (3.16)
Pentrut—T =t, din (3.12) si (3.14) rezulta:
g(T+t)=9(T-1), (3.17)

ceea ce Tnseamna ca graficul raspunsului la impuls, g(t), este simetric fata de dreaptat=T
(paraleld cu axa ordonatelor).

Tn continuare, din (3.17) — (3.19) rezulta:
(3.18)

gt)=m(t—T) =pijo+°° M (w) cosw(t - T)dw, t R,
din care se mai obtine:
1 ¢+
lg()| < Ejg M W)dw = g(T), t e R, (3.19)

adica g(t) Tsi atinge maximul int =T.
Raspunsul indicial se poate determina cu ajutorul produsului de convolutie:

h(t) = jjg(t ) (t—t)dt, teR. (3.22)

Tntrucat F{s (t)} =pd (W) +1/ jw (AnexaB.2.3.b.3° k=0), din (3.18) se obtine:
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H(jw) =G( J'W){pd (W) + %W} =pG(0)d (W) + G(jw) Jiw =pM (O)d (W) + M (w) JLW oW
Revenind la domeniul timpului se obtine raspunsul indicial:
h®) =M@ +— [ M) 3D gy, e R (3.21)
2 p o0 w
Din (3.21), pe baza substitutiei t — T =, se scrie:
h(T-t)-M(©0)/2=M(0)/2-h(T -t), (3.22)
adica h(t) este o functie impara intr-un sistem de axe cu origineain (T, M(0)/2).

Se remarca faptul ca g(t) si h(t) sunt nenule pentru t < 0, ceea ce contravine principiul ui
non-anticiparii.

bl. Filtrul ideal «trece-jos»
Un filtru «trece-jos» permite transferul frecventelor intr-un interval [-wq, w4], Tn timp

ce pe celelalte le atenueazd sau, in cazul ideal, le elimina. Intervalul [-wq,w] se numeste

banda de trecere a filtrului «trece-jos». Raspunsul la frecventa (3.13) al unui filtru ideal
«trece-jos» (FITJ) se caracterizeaza prin (fig.V1.20):

Mo, We[-wy,w] M(w),j (w)
M (w) :{ . (323 i (W) M
0, we(-o, —Wp) U Wq,+0) — L M(w)
Raspunsul la impulsul Dirac se obtine Tnlocuind ! 0 ;
(3.23) In (3.18). Dupa calcule elementare se obtine: —W, W) W
1 sinwy(t-T)
9(t) = E Mo tl_T LeR, (3.:24) Fig.IV.20.Raspunsul la frecventa al filtrului

al carei grafic este reprezentat in fig.V1.21. Idedl «rece;jos» (FITJ)

Raspunsul indicial se obtine Tnlocuind (3.23) in (3.21). Rezulta:

h(t) = Mo[%+£8iwl(t—T)}, teR, (3.25)
p
incare Siax = J-(;(sn ax dx este functia sinusintegral.
X

Graficul raspunsului indicial este reprezentat in fig.V1.22.
Adoptand ca masurd a rapiditatii raspunsului indicial panta sa maxima normata (prin
impartirea la M), care se obtine pentru t = T, se constata ca:

hiax = N'(T)/ Mg = g(T)/ Mg =w; /p. (3.26)
(VI SIS A

Mo/2
/

t

Fig.IV.21. Raspunsul la impuls al filtrului Fig.IV.22. Raspunsul indicial al filtrului
ideal «trece-jos» (FITJ) ideal «trece-jos» (FITJ)
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Rapiditatea astfel definitd este proportionald cu banda de trecere, w 1, a filtrului ideal
«trece-jos». Pe de altd parte, calitativ, rapiditatea este invers proportionald cu durata de
crestere, te, definitd la 11.7.1. Ca urmare, se poate afirma cé durata de crestere t este invers

proportionald cu banda de trecere afiltrului ideal «trece-jos». Acest fapt este confirmat de
relatia (7.33) dela11.7.2.c3 si are valabilitate calitativa generala pentru filtrele «trece-jos».
Rezultatul (3.26) este consistent cu definitia (3.23), care exprima faptul ca filtrul ideal

«trece-jos» transfera numai semnalele sinusoidale a caror pulsatie este maximum w 1, i ca,
n context frecvential, w 1 este 0 masura a rapiditatii.

b2. Filtrul ideal «trece-sus»

Un filtru «trece-sus» permite transferul frecventelor n intervalele (—oo,—w1], [wq,+),
in timp ce pe celelalte le atenueazd sau, ™n cazul ideal, le elimind. Intervalul
(w1, wq) se numeste banda de blocare afiltrului «trece-sus». Raspunsul la frecventa (3.13)
al unui filtru ideal «trece-sus» (FITS) se caracterizeaza prin (fig.1V.23):

0, we (-Wq,Wyq),

M (W) = { (3.27)

Mg, We(—owo,—wW uwq,+x).

MUCIOY

_,\ _______ ,’L(W) ’ FITT ty
W, P'w\vv FITJ E -
j (w)

Fig.IV.24. Filtruideal «trece-sus» (FITS) format
Fig.IV.23. Raspunsul la frecventa al unui filtru ideal prin conectarean paralel aunui filtru ideal «trece-tot»
«rece-sus» (FITS) (FITT) si unui filtru ideal «trece-jos» (FITJ)

Este usor de constatat ca un FITS se poate realiza prin conectarea unui FITT si a unui
FITJcainfig.V1.24, in care se au in vedere fig.V1.19, 20 si 23.. Pe aceasta baza se pot scrie
expresiile raspunsurilor la impulsul Dirac si indicial.

b3. Filtrul ideal «trece-banda»

Un filtru permite transferul frecventelor Tn intervalele [-w 2, —w1], [w1, w 2], in timp ce
pe celelalte le atenueaza sau, in cazul ideal, le elimina. Aceste intervale constituie benzle
detrecere aefiltrului «trece-bandax.

Raspunsul la frecventd (3.13) a unui filtru ideal «trece-banda» FITB st caracterizeaza
prin (fig.1V.25.a):

M W) = {M 0 Wel[-wo-wiulwywy], (328)

0, W € (—00,~W 5) U (W 1,W 1) U (W 5,+0) .

Un FITB se poate realiza prin conectarea in serie, ca in fig.lV.25.b, a unui FITJ, cu

banda de trecere [- w 2, w 2], si a unui FITS cu banda de blocare (—w 1, w 1), W 2 >w 1,
fig.lV.25.a. Pe baza fig.IV.25.b se pot determina si raspunsurile la impulsul Dirac si
indicial.
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FITB Mo b MW), | (W) FIOB Mo | M(W), ] (W)
~ | L Mw) ~ LMW
W, —-W; . Wi Wy VV Wy Wy | Wi W \/\7
¢ i W) ¢ i (w)
FITJ M FITJ Mo

Fig.IV.25. Raspunsurile la frecventa ale filtrelor ideale: a — «trece-banda» (FITB), ¢ — «opreste-banda» (FIOBY);
b - FITB obtinut prin conectarea in serie a FITJ si FITS; d — FIOB obtinut prin conectarea in paralel a FITJ si FITS

b4. Filtrul ideal «opreste-banda»

Un filtru «opreste-banda» permite transferul frecventelor in intervalele (- o, —-w ],
[- wq,wq], [wW,, + ), In timp ce pe celelalte le atenueaza sau, in cazul ideal, le elimina.
Intervalele (—w,, —wy), (Wy, W,) condtituie benzle de blocare ale filtrului «opreste-bandd».

Raspunsul la frecventa (3.13) al unui filtru ideal «opreste-banda» (FIOB) are forma
(fig.IV.25.c):

M(w):{MO’

0, W e (W 5,—Wq) U (Wq,W5).

W e (= o0,~W o] U[-W3,W 4] U[W 5, +00) (3.29)

Un FIOB se poate realiza prin conectarea in paralel, cain fig.1V.25.d, a unui FITJ, cu
banda de trecere [-w 1,w 4], si a unui FITS cu banda de blocare (-w ,,w 5), W 5 > W 4.
Caracteristica (3.31) se obtine ca in fig.VI.25.c. Pe baza fig.IV.25.d se pot determina
raspunsurile la impulsul Dirac si indicial.

3.2. Sistemedinamicerealiste

Raspunsul la frecventa al filtrelor reale, comparativ cu comportarea ideala statuata prin
(3.8), prezinta distorsiuni de amplitudine si de faza. Pentru exemplificare si pentru a trece
distorsiuni de faza se vor prezenta in continuare patru filtre electrice «R, C» pasive sau
active, de tip cuadripol. Se are Tn vedere ipoteza conform céreia rezistenta de sarcina este
infinitd, respectiv curentul de iesire al cuadripolului este nul.
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Exemplul 3.1

Cel mai simplu filtru «trece-jos» este dlementul T1. Varianta electrica este cuadripolul
«R, C» dinfig.IV.26.a, cu G(s) = 1/(Tst+1). Pulsatia de taiere in sensul filtrelor estew = /T

(M(w,) =M(0)/ /2 = 0,707 i [0, w,] este banda de trecere afiltrului «trece-jos». O

Exemplul 3.2

Cel mai smplu filtru «trece-sus» este elementul DT1. Varianta electrica este cuadripolul «R
, C» dinfig.IV.26.b, cu G(s) = T9(Ts+1). Pulsatia de blocare in sensul filtrelor etew , = 1T

(M(w,) = M()/+/2 =0,707) si [0, W] este banda de blocare afiltrului «trece-sus».0]

Exemplul 3.3

Conform fig.IV.25.b, un filtru «trece-banda» se poate realiza prin conectarea in serie a
elementelor T1 si DT1 Varianta electrica este cuadripolul din fig.IV.26.c, cu G(9) =
=T,9[(T;s+)(T,s+1)]. O

Exemplul 3.4

Tn conformitate cu fig.IV.25.d, un filtru «opreste-banda» se poate realiza prin conectarea
in paralel a elementelor T1 si DT1. Varianta electrica este cuadripolul din fig.IV.26.d, cu
G(9) = (TyT,S+2T,s+D)/[(T;s+1)(T,s+1)]. O

B vw)
R 0,707
C
T _
T=RC w=Ul/T a Wi | Wy w
A
o ¥ o 1MW)
C
R
0,707
(o, O »
T=RC W2=1/T b - W»y Wy w
0,707 1 } M(w)
Rz ;—l Cl e
CGTF|Al R | |
- y : N,
w1=1/RiC; wo=1/R,C, c —Wo-W1l Wiw's w
A
-I|: 0,707 11 M(w)
| Ry N e N —
C L As|
2 Cj_T DRZ
w=1RC; w,=1RC;, d -Wo - Wilw'y W/zvv

Fig.IV.26. Filtre electrice: a— «trece-jos» (exemplul 3.1); b — «trece-sus» (exemplul 3.2); ¢ — «trece-banda»
(exemplul 3.3), A — amplificator ; d — «opreste-bandé» (exemplul 3.4), Ay — amplificator sumator
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Observatia 3.1 Rezistor

Filtrele prezentate laexemplele 3.1- 3.4 (fig.V1.25)
sunt constituite cu elemente de circuit (R si C) ideale.
Elementele de circuit reale nu sunt ,,pure”, ci se

caracterizeaza prin parametri suplimentari. Astfel, un o l o
rezistor, pe langa rezistenta R, se caracterizeaza si prin Fig.IV.27. Schema unui filtru «R,C»
inductanta Ly si un condensator, pe langd capacitatea real «trece-jos»

C, se caracterizeaza prin rezistenta de pierderi R.. Tn aceste conditii, de exemplu schema

efectivd a unui filtru real «rece-jos» nu este cea din fig.VI.26.a, ci aceea din fig.VI1.27.
Evident, dacd Ly si 1/R- au valori foarte mici ele pot fi neglijate, pe benzi de frecvente

precizabile, ceea ce justifica utilizarea Tn multe situatii a schemei din fig.V1.26.a. O
Definitia 1

Un sistem dinamic se numeste realist daca satisface principiul non-anticiparii, adica
raspunsul sistemului (marimea de iesire) nu precede Tn timp excitatia (marimea de
intrare).d

Pentru sistemele dinamice liniare aceastd proprietate se poate exprima cu ajutorul
raspunsului la impuls, g(t), sub forma (ase vedea |1.3.2.a):

g(t)=0, t<O. (3.30)

Observatia 3.2

Tn unele lucrari se utilizeazi denumirea de sistem dinamic fizic realizabil (in loc de
sistem dinamic realist), adica fizic concretizabil, ceea ce depaseste limitele definitiei 1.
Modelele matematice sunt ele insele sisteme dinamice. Atributul fizic realizabil se
utilizeaza de reguld in legaturda cu modelele matematice. Evident, nu toate modelele
matematice care sunt realiste sunt si fizic realizabile (se are in vedere observatia 3.1). O

Teoremal

Un sistem dinamic liniar realist este complet caracterizabil fie de partea para, fie de
partea impara a raspunsului sdu la impuls.
2. Fie gp(t) si g;(t) partea para si respectiv
9(0), gp(®). Gi(t) impara ale raspunsului la impuls g(t). Se scrie:
g(t)=gp(t)+g(t), teR. (3.31)
Din (3.30) si (3.31) rezulta:

NO [t gp(t)+G(t) =0, t<O, (332
ai(t) gn(t) = Gi () respectiv:

Fig.IV.28. Exemplificarela gp(-)+g(-t)=0, t>0. (3.33)
demonstratia teoremei 1
Din (3.31) - (3.33) se obtine:
0=1, = (3.34)
=129, () =20 (1), 1> 0. :

Tn conformitate cu (3.31) si (3.34), cu titlu de exemplu, reprezentarea grafici a
raspunsului la impuls se prezinta in fig.V1.28.
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Teorema 2
Raspunsul la impuls al unui sistem dinamic linear realist este complet determinat fie de
partea reald, fie de partea imaginara a raspunsului la frecventa.
2. Pentru g(t) = 9o) + g si G(jw) =RWw)+ jl (w)=<{g(t)}, conform unei
proprietati a transformatei Fourier (Anexa A.2.1.b.12°) se pot scrie relatiile:

R(W) = j_*:g oe i, jlw)= j_*:fgi (e W, (3.35)
g, :%J:Q:R(W)ejmdw, g (t) :% [ wye™aw. (3.36)
Tin&nd seama de (3.34) se obtine:

0, t <0,
git)=11 (3.37)

o " : o
p-j_* Rw)e!"Wdw = ; j_; il w)el"dw,t > 0.

Rezultatul (3.37) sugereaza existenta unei legaturi Tntre R(w) si jI(w) Tn cazul sistemelor
liniare realiste. Intr-adevar, Tnlocuind (3.36) 1n (3.32) si (3.33) se obtine:

jgw[R(w)coswt + I (w)sinwt]ldw =0, te R\{C}. (3.38)

Rezultatul (3.38) este o relatie implicitd intre R(w) si 1(w) Tn cazul sistemelor dinamice
liniare realiste. Explicitarea lui R(w) Tn functie de I(w) sau alui I(w) Tn functie de R(w) face
obiectul rezultatului urmator. Acest rezultat este fundamental pentru caracterizarea
raspunsului la frecventa al unui sistem dinamic liniar realist.

Teorema 3 (transformarea Hilbert)

O conditie necesara si suficienta ca G(jw) = R(w) + jl (w), functie de patrat integrabil,
sa fie raspunsul la frecventa al unui sistem dinamic liniar realist este ca sa aiba loc:

(W) = -+ [ = RO g, (3.39)
p —2w-—h
RW) = + - W—)dh (3.40)

D. Nec&ﬂtatea. Raspunsul la impuls satisface in mod evident relatia:

g(t) = g(t)s(t). (341)
Trecand la transformate Fourier, in conformitate cu teorema transformarii produsului de
originale (Anexa A.3.b.2°), din (3.41) se obtine:

G(jw) = i G(jw)* (i +pd (w)] din care rezulta:
2p jw

G(jw) == G(jw)* = (3.42)
P w

Tn mod explicit, din (3.44) se obtine: RWw) + jI (w) = I Mdh din care,

prin identificarea partilor reala si imaginara, rezulta (3.41) §| (3.42).
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Suficien[a Se poate porni de 1a(3.39) sau (3.40). De exemplu din (3.40) rezulta:
Rw) =—
) j Qb h)

Tntrucét 2/ jw=&{sgnt}, trecand la domeniul timpului, din (3.43) se obtine:
gp(t):gi(t)sgnt din care, pentru t < 0, rezulta gp(t) = —g;(t) si pentru t > 0 rezultd gp(t) =
g;(1). Tn aceste conditii g(t) are forma (3.34), adicd reprezintd un sistem dinamic liniar
realist. O

= jl(w)* i (3.43)
jw

Exemplul 3.5

Se considera G(s) = 1/(s+1). Se cere sa se arate ca raspunsul la frecventa corespunzator
satisface conditiile teoremei 3.

Pentru s = jw se obtine:

R(W) = 2Aw 2+1), 1(w) = —w /(w 2+1).

Conform relatiei (3.41) se scrie:

| )——fjm " :—ffm th=-1[ 1 (“+W+ L },h_

© (w-h) h? +1)(w h) pw?+1\h?+1 W-h

L i [P i ML [ L an |-
ﬂ’ih2+1 elol a2 w-=h w+ew —h

P W2 4+la—>+w

1t im 1In(thrl)‘ﬁLa erarctgh‘+a —Iiriln\w—h\rw_e +In’w—h\‘+a ﬂ:
P w2 +1a—+w 72 —-a —a el —-a w+e
= _plw2l+1a£Tm _% In@ 2 +1)—% In(a 2 +1)+w arctga +w arctga —
. 1 . w+a w
—lim{lne-I Inw-a|-I =—= | 2warct | =— .0
eino( ne-Inw+al+Inw-al ne)} — +1a—I>T arctga + r{w—aj 1

Deoarece teorema 3 este mai putin utilizatd Tn aplicatii datorita dificultdtilor de calcul pe
care le prezinta relatiile (3.39), (3.40), s-au elaborat si alte rezultate mai usor de aplicat
practic.

Teorema 4

Dacé G(s) este olomorfa in semiplanul {Re s >0}, G(jw) este absolut integrabila pentru
w € R si Tn plus are loc:

|G(s) & % ,Res>0, (3.44)
S

ncare M > 0, atunci G(jw) este raspunsul la frecventa al unui sistem dinamic liniar realist.
&) . Prima ipoteza asigura existenta transformatei inverse:

g(t):% [“G(iwpe™ dw. (3.45)

Tn continuare demonstratia se sprijind pe teorema reziduurilor. Tntrucdt G(s) este

olomorfa pentru {Re s>0}, pentru conturul Tnchisdin fig.VI.2.a (conturul Nyquist) se poate
scrie:
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1 st 1 ¢-R., . iwt gy
EIMNPG(S)e ds+ ELRG(jW)eJ d(jw)=0, t<0. (3.46)

Pe semicercul MNP, pe baza ipotezei (3.46), are loc evaluarea |G(s)| < M/R. Conform
lemei alui Jordan (AnexaA.1.2.b.3°), integralape MNP tinde la 0 pentru R—+c. Tn aceste
conditii din (3.45) si (3.46), pentru R—>+, se obtine: g(t) =0,t< 0. O

Rezultatul precedent este o conditie suficienta astfel incat G(jw) sa fie raspunsul la
frecventa al unui sistem dinamic realist. Ea constituie suportul riguros al observatiei 1.3 de
lall.1.4.

Teorema5 (Paley - Wiener)

O conditie necesara si suficientd ca o functie M(w) > 0, w € R, de patrat integrabil, sa
fie modulul raspunsului la frecventa al unui sistem dinamic liniar realist este ca sa aiba loc:

N M (w)

AGB o oo oo o et et o, I gdw<+oo.m (3.47)
‘ —00
ety 2
2o 8w < Am(0) <0 Exemplul 3.6
SISO Se considerd un filtru «trece-jos» descris de
S MWw), w € R, cu M(0) =1, 0< M(w) <1,
nnannnaN _grw? w0, si liM_.,MW)=0 Se cere si se
P determine multimea de functii M(w) pentru care are
loc (3.47).

Fig.V1.29. Domeniul admisibil (nehasurat) Situatia limita care trebuie avutd Tn vedere, in

pentru caracteristica atenuare - frecventda  context, este filtrul «trece-jos» de tipul ,,clopotul lui
unui filtru «trece-jos» realist (exemplul 3.6). Gauss”, descris de M(w) = e_W2 Tn acest caz

integrala din (3.49) are forma: 'f_mkvz/ (1+w2) dw, care in mod evident este divergents.

Urmeazi cd: |In M(w)| < w 2. Tntrucdt M(0) =1 si 0 <M(w) <1, w? O, pentru Agg(w) =
20 [gM(w) din inegalitatea precedenta rezulta: —8,7w?2 < Agg(w) <0, Ayg(0) = 0. Domeniul
admisibil in care se poate afla caracteristica atenuare — frecventd este reprezentat in

fig.V1.29 (zona nehasuratd din cadranul 1V). Este de domeniul evidentei ca filtrul ideal
«trece-jos» (fig.V1.19) nu satisface conditia (3.47). O

3.3. Sisteme de defazaj minim

Teorema 5 nu afirma ca orice G(jw) al carui modul M(w) satisface (3.47) este raspunsul
la frecventa al unui sistem dinamic liniar realist. Acest fapt depinde evident si de j (w) =
=argG(jw), care nu poate fi total arbitrard, asa cum, in mod implicit, rezultd din teorema 3.
Pe de alta parte, in general, principiul non-anticipdrii nu implica existenta unei relatii bine
determinate intre M(w) si j (w), detipul aceleiadintre R(w) si [(w) — relatiile (3.39), (3.40).

Tn mod firesc se pune urmatoarea intrebare: Tn ce situatie existd o relatie bine
determinatd intre M(w) si j (w)?

Pentru formularea unui raspuns se considera sistemul dinamic descris G(jw) si un nou
sistem dinamic al cdrui raspuns la frecventa este:

G (jw) = InG(jw) = InM Ww)el ™) = inMw) + jj w). (3.48)
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in condigiile teoremei 3 pentru acest sistem se pot scrie relatiile:

+00 A(h)
j w)=- f Bl (3.49)
f (W) Ch (3.50)

n care A(w) =In M(w) este atenuarea raspunsului la frecventd G(jw).

Relatiile (3.49), (3.50) sunt cunoscute sub numele de conditiile Bode. Ele stabilesc o
legdturd intre M(w) si j (w) pentru o anumitd clasa de sisteme dinamice liniare realiste
definita de transformarea (3.48).

Pentru G(s) = Q(s)/P(s), Tn care Q(s) si P(s) sunt doua polinoame relativ prime ntre ele,
n conformitate cu (3.48), se poate scrie: G/(s) = InQ(s) — In P(s). Rezulta ca (3.49), (3.50)
au loc numai daca Q(s) si P(s) au, ambele, toate zerourile In {Re s < 0}, deoarece
respectivele zerouri constituie singularitati pentru functiile In Q(s) si InP(s).

Definitia 2

Sistemele dinamice liniare ale cédror functii de transfer au toti polii si toate zerourile in
{Res< 0} se numesc sisteme de defazaj minim.

Sistemele dinamice liniare ale caror functii de transfer au toti polii si numai o parte din
zerouri Tn {Res < 0} se numesc sisteme de defazaj neminim. O

Denumirile (introduse deja la 11.7.1) sunt justificate de faptul cd ambele tipuri de
sisteme satisfac teorema 5 si sistemele de defazaj minim se disting prin aceea ca dintre toate
sistemele dinamice liniare realiste care au acelasi modul al raspunsului la frecventd, numai
acestea introduc defazajul cel mai mic. Defazajul y (w) se defineste ca diferenta intre
fazele marimilor de intrare si de iesire, ceea ce Inseamna y (w) =—j (w) =—argG(jw).
Sistemele de defazaj minim satisfac conditiile Bode — relatiile (3.49), (3.50).

Exemplul 3.7

Se considera sistemul de defazaj minim G (s) = (bs+1)/[(a;s+1)(ay+1)], cu ay,a,, b >0,
si sistemul de defazaj neminim G, (s) = (bs-1)/[(a;st1)(ay*1)]. Se cere s& se compare

defazajele introduse de cele doua sisteme.
Se remarcd mai Tntéi cd cele doua sisteme au acelasi modul al raspunsului la frecventa. Intr-
adevar:

M 04) = M () = (60 1) (a2 + DB £ 1]

Defazgjele introduse de cele doud sisteme sunt: y (W) =- n(w)=arctgaw +
+arctga,w —arctgbw si y \ W) = m(W) = arctggyw + arctga,w + arctgbw. Este de
domeniul evidentei c&: y (W) <y pmW).O

Exemplul 3.8 (termometrul cu mercur; continuare)

Se considera termometrul de la 11.7.2.b, exemplul 7.1. Se cere s& se determine relatia
dintre variatia Dx,, a lungimii coloanei de mercur si variatia Dg; a temperaturii de masurat.

Ca urmare a variatiei Dg,,, a temperaturii mercurului, se produce o variatie a volumului
mercurului: DV, = K\Da,,, Tn care k;,, este 0 constanta.
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Tntr-o prima aproximatie si din punct de vedere geometric, variatia DV, are expresia:
DV, = AgpDx, + XoDAg , Tn care Ay este aria initiala a sectiunii tubului capilar, x,, este
lungimea initiald a coloanei de mercur si DA este variatia ariei sectiunii tubului capilar.

Variatia DA este cauzatd de variatia Dg; a temperaturii de masurat, conform relatiei
AAs = kg, Si se datoreaza dilatarii tubului capilar.

Eliminand DV, , DA si Dqy,, Tintre relatiile de mai sus si T(dAq,/dt)+Dq,, = Dg;
(obtinutda la exemplul 7.1) rezultd: TdDx,/dt+Dx,=k(Dqg;-T,dDg;/dt), in care:
k= (Km = XmoKs)/Aso» Ty =TXmoKs/(Km = XmoKs)-

Functia de transfer corespunzitoare are forma: G(s) =k(1-T;s)/(1+Ts), ceea ce
Tnseamnad ca termometrul este un sistem dinamic liniar de defazaj neminim.

Caracteristica esentiald a unui astfel de element se evidentiaza cu ajutorul raspunsului
indicial (fig.VI.30) si ea constda in faptul cd h(0) este de semn opus fata de

h=1lim h(t).
F_y bu, o e )
h=k L. 222 0 . Utilizand rezultatul de la [1.7.2.c,
u® =s ( r_ exemplul 7.3, se poate tine seama si de
1 rezistenta termica si capacitatea termica a
— tubului capilar. O
0 ﬁy(t) =h() Functia de transfer a unui sistem de
» Odefazaj neminim se poate scrie sub
h(0) = KT, / t urmatoarea forma factorizata:
T G(s) = M, (3.51)
Fig.IV.30. Raspunsul indicial al unui sistem de defazaj P(s)
neminim (exemplul 3.9) in care P(s) si Q4(s) sunt polinoame ae
caror zerouri sunt toate in { Res < 0} si Q,(s) este un polinom ale carui zerouri sunt toate Tn
{Res> 0}.

Tntrucét polinomul Q,(~s) are toate zerourile in {Re s< 0}, prin inmultirea membrului
drept din (3.51) cu Q,(-s)/Q,(-s) se obtine:

G(8) = Gm(9)G¢ (9), (352
in care:

Gm(s) = Qu(s)Q2(-95)/P(s), (3:53)
este functia de transfer a unui sistem de defazaj minim si

Gt (s) = Q2(5)/Q2(-9) (3.54)
este functia de transfer a unui sistem de defazaj neminim, avand proprietatea:

|Gt (iw)] =|Q2 (jw)|/|Q2 (= jw)|=1. (3.55)

Conform proprietatii (3.55), sistemul descris de functia de transfer (3.56) se numeste
filtru ideal «trece - tot» cu distorsiuni de faza.

Ca urmare a proprietatii (3.55), din (3.52) se obtine:

|G(iw)| = |Gm(iw)],
ceea ce Tnseamnd cd sistemele dinamice liniare caracterizate prin acelasi modul al
raspunsului la frecventd se deosebesc intre ele numai prin filtrele ideale «rece - tot» de
forma (3.54) conform factorizarii (3.52).



4. Stabilitatea si stabilizarea sistemelor automate
4.1. Principiul argumentului

a. Integrala pe contur a derivatei logaritmice

Fie

G(s) =Q(s)/ P(s) (4.1)
functia de transfer a unui sistem dinamic liniar Tn care P(s) si Q(s) sunt doud polinoame cu
coeficienti reali, relativ prime intre ele si cu grad Q(s) = m, grad P(s) = n.

Ipoteza 1. Fie g un contur inchis, situat Tn planul complex C, in interiorul caruia G(s)
are mg zerouri $i ng poli (incluzéndu-se si multiplicitdtile corespunzdtoare). O

Principiul argumentului, care permite evaluarea variatiei totale a argumentului functiei G(s)
pentru seg se deduce din urmatorul rezultat clasic din teoria functiilor de o variabild complexa.

Teorema 1 (Cauchy)

Functia G(s), conform ipotezei 1, satisface relatia:
G'(s)

J4Ge &= 2i(mg —ng): (42)

2. Fie z, de multiplicitate mj, zerourile lui G(s) situate Tn interiorul conturului g si pk ,
de multiplicitate nk , k = 1n, polii lui G(s) situati in interiorul conturului g Evident, au loc:

m _ n _
Zlmi =My, Zlni =g
Pentru G'(s)/G(s) = d[InG(s)]/ds, numita si derivata logaritmica a lui G(s), atét z cat si
pk sunt, dupa cum se va arata imediat, singularitdti de tip pol simplu. Ca urmare, pentru
evaluareaintegralei pe contur din (4.2), se aplicad teorema reziduurilor si se obtine:
G'(s .
j G gs - 2pj[2£nRezg (z)+ ZZRezg (pk)} (4.3
9 G(s)
Pe de altd parte, pentru z se poate scrie: G(s) =(s—2z)™ G(s), unde G;(s) este o
functie pentru care z nu este zero. Tn aceste conditii se obtine: G(s)/G(s) =

=mi/(s-z)+G'i (3)/ Gi (s), ceea ce inseamna ca: Rezg(z) = mi. Caurmare;

Y 'Rezg(z) = "m =my. (4.9

Tn mod similar pentru pk se poate scrie: G(S) = (S— px) K Gk (), unde Gy(s) este o
functie pentru care pk nu este pol. Acesta conduce la G'(S)/G(s) = — n/(s— pK)+
+G'k(9)/G(s), ceea ceTnseamnd cd: Re zg (p,) = —nk. Caurmare,

zqRezg(pk)z—zrl'nk =-ng. (4.5)

Tnlocuind (4.4)si (4.5) Tn (4.3) se obtine (4.2). O

Ipoteza 2. Se presupune Tn plus ca G(s) are rﬁg zerouri si ﬁg poli (incluzandu-se si
multiplicitatile corespunzétoare) pe conturul g(cu tangenta continua). O

Se prezinta Tn continuare, fara demonstratie, un rezultat care tine seama si de ipoteza 2.
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Teorema 2 (Cauchy)

Functia G(s), conform ipotezelor 1 si 2, satisface relatia:
G'(s)

fg@d5=mj(mg—ng)+pj(rﬁg—ﬁg).D (4.6)

b. Variatia totalda a argumentului
Din (4.6) se obtine:

[ING(9)]seg = 2pj (Mg —Ng ) +pj(My —Ng ). (4.7
Tnlocuind G(s)=|G(s)|e ia9(®) in (4.7), dupé calcule elementare, rezulti:
[arg G(S)]seg = 2p (My — 1) +P (T —1y)- (4.8)

Relatia (4.8) este expresia analiticd a principiului argumentului. La o aegere
convenabild a conturului g, relatia (4.8) poate fi folosita pentru evaluarea variatiei totale a
argumentului in functie de numarul de zerouri si de poli ai lui G(s) in semiplanul
{Res> 0}. Un astfel de contur este conturul Nyquist gn —fig.VI1.2.a

Fie myy = m+ $i ngy = n+ numarul de zerouri si respectiv de poli ai lui G(s) situati in
{Re s>0}. Fie de asemenea mg i no numarul de zerouri finite si respectiv de poli finiti n
{Re s=0}. Se stie cd G(s) mai are Tn punctul de la infinit: fie un zero de multiplicitate
|[m — n| pentru m < n, fie un pol de aceeasi multiplicitate pentru m > n. Tntrucét R = +o,
fig.V1.2.a, rezulta ca punctul de la infinit apartine conturului gv. Caurmare

My ~Tyy =M~ = (m-n).
Tn aceste circumstante, pentru s = jw, din (4.8) se obtine:

) =400
argG(JW)[x:_wﬂp(m—m+)+p(no—mo)+p(m— n), (4.9)
=-° = +00
deoarece s-a tinut seama de arg G( jW)[Z =—argG( jw)[&j .
= 400 = —00
R = 400 = 400 . . .
Intrucét argG(jw)tz =2ag GUW)[Z 0 din (4.9) se mai obtine :
= —00 =
; =+ p p
agG(jw), o =P =m)+= (Ng —mp)+= (m-n). (4.10)

c. Criteriul Cremer - Leonhard

Forma (4.10) a principiului argumentului poate fi utilizata pentru obtinerea unui rezultat
de BIBO-stabilitate (subcap. 11.6) atunci cand se cunoaste polinomul polilor.
Fie D(s) un polinom monic, cu coeficienti reali si grad D(s) =r.

Teorema 3 (Cremer - Leonhard)

Polinomul D(s) este hurwitzian daca si numai daca:

ag D(jw)[g - gw _ % r. (4.11)
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Q. Fie r, si ro numdrul de zerouri (incluzandu-se si multiplicitatile corespunzatoare)
situate Tn { Res < 0} si respectiv in {Re s=0}. Tnlocuind n (4.10): n, =0, no=0, N =0 si
m, =r,, No= ro, M=r seobtine:

argD(jw) Tl r pr +pr (4.12)
gb(J -0 =-pry 2 0 2 ' .

Suficienta. Dacé (4.11) este adevaratd, atunci din (4.11) si (4.12) rezulta r,.=0 i ro=0,
ceea ce Tnseamna cd D(s) este hurwitzian.

Necesitatea. Dacd D(s) este hurwitzian, atunci r, =0 si ro = 0. Tn aceste conditii din
(4.12) rezulta (4.11). O

Un rezultat echivalent cu teorema 3, care face uz de hodograful D(jw), este urmatorul.

Teorema 4 (Cremer — Leonhard)

Polinomul D(s) este hurwitzian daca si numai daca hodograful D(jw), w> 0O, parcurge in
sens pozitiv exact r cadrane n succesiunea lor naturald. O

Exemplul 4.1

Se considera polinomul D(s) = S3+17s%+
+2st1. Se cere s& se studieze natura acestui
polinom Tn conformitate cu teorema 4.

Dupa trasarea prin puncte a hodograful
D(jw), w > 0, se obtine imaginea din w=0

fig.\V1.31. Conform teoremei 4 rezultd ci '~ _ ' ° _
D(s) este hurwitzian. O Fig.V1.31. Hodograful D (jw) la exemplul 4.1

-33

4.2. Criteriul Nyquist
a. Utilizarea locului de transfer

Fie sstemul automat cu structuradin fig.V1.32 (conform schemei dinfig.V.1), in care

G (9) = G(9G (9) =% (4.13)

este functia de transfer a sistemului in circuit deschis, cu m=grad Q, n=grad P si m<n.
Functia de transfer a sistemului inchis are

expresia U Ye(® 1Yo
_Gu(9 — )—_— Gd(9) Gt O =
Go(s) = S (4.14) N
in care
F(9) =1+ G (s) = P(s) + Q(s) (4.15) Fig.v1.32. Scherg::é)cl;)_cst?gﬁ?:;{i?lé pentru studiul

P(s)
este functia de transfer diferenta a reactiei (a se vedea 111.3.2). Polii lui Go(s) coincid cu
zerourile lui F(s), respectiv cu zerourile polinomului P(s) + Q(s).
Se stie de la 11.4.1 ca functia de transfer a sistemului nchis in raport cu perturbatia,
Gow(s), are exact aceiasi poli ca si Go(s). Tn aceste conditii utilizarea functiei F(s) pentru
studiul BIBO-stabilitatii unui sistem automat este pe deplin justificata.
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Tn general F(s) poate avea z, zerouri in {Re s> 0} si z zerouri in {Re s = 0}. Polii lui
F(s) coincid cu polii lui Gd(s), dintre care n, se afla in {Re s> 0} si no in {Res =0}.
Punctul de la infinit nu este nici zero si nici pol pentru F(s) deoarece F(s) este raportul a
doud polinoame de grad n. Tn aceste circumstante variatia totald a argumentului lui F(jw),
weR, se determina cu formula (4.9) si are expresia:

argF(jW)[ZZiz:a)(rh_Z+)+p(n0_20)- (4-16)

Se stie c& sistemul automat cu structura din fig.VI1.32 este BIBO-stabil (Gt (s) este un
element de tip P, PT1 sau, in mod exceptional, PT2; ca atare G¢l(s) nu are poli finiti) daca
si numai daca toti polii lui Go(s), respectiv toate zerourile lui F(s) sunt situate in { Res < 0}.
Tn consecintd se poate formula urmétorul rezultat.

Teorema 5 (Nyquist)

Sistemul automat cu structura din fig.V1.32 este BIBO-stabil dacad si numai dacd F(s),
definit prin (4.15), satisface conditia:

. =+
agF(w) " =2pn, +pno.

(4.17)
2. Suficienta. Daca (4.17) este adevaratd, atunci
din (4.16) rezultd z, = 0 si z0 = 0, ceea ce implicd

BIBO-stabilitatea a sistemului automat.
Fig.V1.33 Determinarea ui F(w) Necesitatea. Dacd sistemul ‘automat este BIBO-
din G (jw). stabil, atunci z, = 0 si 2o = 0. In aceste conditii din

(4.16) rezulta (4.17). O
Din punct de vedere practic, este mai util si mai simplu de aplicat un enunt echivalent al
teoremei 5 care se bazeazd pe urmitoarea observatie. Intrucat intre F(s) si Gd(s) existd
relatia (4.15), este suficient sa se reprezinte hodograful Gd(jw), w eR, celalalt hodograf, si
anume F(jw), w eR, rezultand automat fata de o noua origine, translata in punctul -1+ jO,
fig.V1.33. Enuntul echivalent al teoremei 5 este urmatorul.

Teorema 6 (Nyquist)

Sistemul automat cu structura din fig.V1.32 este BIBO-stabil daca si numai daca locul de
transfer al sistemului in circuit deschis (hodograful Gd(jw)) Tnconjoara punctul —1+j0, in
sens pozitiv, de un numar de n,+ no/2 ori atunci cand w variaza de la — o la+c0. O

S-a vazut ca n, si no reprezintd numarul de poli ai lui Gd(s) situati In {Re s > 0} si
respectiv { Re s=0}. Aceasta Tnseamna ca sistemul Tn circuit deschis, reprezentat de Gd(s),
poate fi arbitrar BIBO-instabil. Dacd are loc conditia (4.17), atunci prin introducerea
reactiei negative, conform fig.V1.32, sistemul automat astfel obtinut este BIBO-stabil.
Aceasta calitate deosebit de importantd a reactiei negative a fost evidentiata la 111.4, unde
S-a aratat ca reactia negativa realizeaza o alocare a polilor sistemului automat.

Un caz frecvent intalnit in aplicatii este acela in care sistemul Tn circuit deschis,

reprezentat de Gq(s), are cel mult doi poli in {Re s> 0}, si anume in originea planului s
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(s=0). Tntr-o astfel de situatie (n, = 0 si No < 2) se utilizeaza urmatoarea forma particularé a
teoremei 6.

Teorema 7 (Nyquist)

Sistemul automat cu structura din fig.V1.32, in care Gg(s), definit prin (4.13), are cel
mult doi poli Tn originea planului ssi restul polilor sunt toti situati in {Re s< 0}, este BIBO-
stabil daca si numai daca punctul —1+j0 este situat la stdnga n afara locului de transfer
Gd(jw) atunci cand acesta este parcurs pentru w luand valori dela— « la+oo. O

Atunci cand hodograful Gg(jw) are o forma complicatad este dificil sa se determine
la prima vedere dacad punctul —1+j0 este la sténga sau la dreapta locului de transfer
Gd(jw). Avand in vedere cd hodograful Gd(jw) este parcurs de la w = —o0 la w =+ oo,
deci Tn sens negativ pe conturul Nyquist (fig.V1.2.a), rezultd ca punctele situate la
dreapta hodografului Gd(jw), Tn sensul crescétor al lui w, sunt puncte interioare. Un
procedeu expeditiv de determinare a pozitiei punctului —-1+j0 fatd de hodograful
Gd(jw) consta in hasurarea partii drepte a curbei Gd(jw). Dacad punctul —=1+j0 nu este
intr-o zona hasuratd, urmeazd ca acesta este Tn exteriorul hodografului Gd(jw),
respectiv la stdnga sa, atunci cand Gq(jw) este parcurs pentru w crescator.

Exemplul 4.2 (analiza BIBO-stabilitatii)

Se considera sistemul automat cu structura din fig.V1.32 in care Gy(s) = (4s? + 10s+5) /
(B+2s%+s+1). Se cere sa se analizeze BIBO-stabilitatea.

Utilizand criteriul Hurwitz (teorema 7 de la 11.6.4) rezulta ci polinomul s3+2s2+s+1 este
hurwitzian. Tn aceste conditii se aplica teorema 7.

Pentru s = jwrezulta

Gd(jw) = [ — (WA + 4w2 - 5) — jw(AwA+11w2 — 5)]/(WE + 2wA-3w2+1).
Conform tabelului:

w 0] 02 | 04 | 063 | 08 | 093 1 10 102 |+
Re Gy(jw) 5| 53 77 | 204 | 10 ~0 -1 2102 |-2.104
Im Gy (iw) 0] 108 | 225 | ~0 | -18 | -126 | -10 | -2,2.102 |-4.1072

locul de transfer Gq(jw) are forma din fig.V1.34. Tntrucat

punctul -1+j0 este in exteriorul hodografului Gd(jw),
conform teoremei 7 sistemul automat este BIBO-stabil. O

Exemplul 4.3 (analiza BIBO-stabilitatii)

Se considerd sistemul automat cu structura din
fig.V1.32 Tn care Gd(s) = (s+1)/[s2(s+2)]. Se cere sa se
analizeze BIBO-stabilitateapentrua = 1 sia = 2.

Pentru s=jw rezulta: Gd(jw) = (jw+ 1)/[(jw)2(jw+2)],
respectiv:

Mg () = [Gg (jw)| =w 2y W? + Dw? + 4),
Fig.V1.34. Locul detransfer a sistemului

j a(W)=argGqy (jw) =—pa/2+atrctgw —arctg(w/ 2). n circuit deschisla exemplul 4.2
Conform tabelului:
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a w 0 05 1 2 3 5 10 ©
Mg(w) ® 1,08 0,63 03% | 0292 0,186 | 0,098 0
a=1
i gw) -90° —77° | 720 -71° —74° —79° -84° | 900
Mg(w) @ 2,71 0,63 0,197 0,098 0,037 | 0,009 0
a=2
i g(w) -180° | -167° | -162° | -161° | -164° | -169° | -174° | -180°

locurile de transfer corespunzatoare sunt reprezentate in fig.\V1.35 a si b. Ambele hodografe
trec prin punctul de la « pentru w= 0. Punctul —1+j0 este in afara hodografului si la stanga.
Conform teoremei 7 sistemul automat este BIBO-stabil. O

Fig.VI.35. Locul detransfer al sistemului n circuit deschis, pentru: @) a = 1, b) a = 2, laexemplul 4.3
Un caz limita interesant este acela in care hodograful Ggd(jw) trece prin punctul —1+j0. Tn
aceasta situatie exista valori ale variabilei s = jw pentru care Gy(jw) = -1, respectiv Go(s)
are poli in { Res= 0}. Evident sistemul automat este BIBO-instabil.

punctul critic

W_ 189

-1

Gy (W_100)

Fig.V1.36 BIBO-stabilitatea relativa

Se constatd cd punctul -1+j0 are o
pozitie criticd relativ la BIBO-stabilitatea
sistemului  automat. Din acest motiv
punctul —1+j0 se numeste punctul critic.
Intuitiv, este evident ca, T cazul sistemelor
automate BIBO-stabile, cu cé locul de
transfer Gy(jw) este mai indepértat de
punctul critic cu atdt sSistemul are
instabil la variatia intempestivd a unor
parametri (la modificarea lui Gd(jw)).

Pentru aprecierea calitdtii  BIBO-
stabilitdtii unui sistem automat se defineste
BIBO-stabilitatea relativa, care, conform
fig. V1.36, se evalueaza prin:

emarginea de amplificare M=1/Gd(jw-1s°)], Tn care w_i1g° este determina prin

ag Gd(jW —180°) = — 1807,

e marginea de faza: g= arg Gd(jwt) + 180°%w ¢ este pulsatia de taiere in sensul sistemelor
automate (pentru filtre, a se vedea 2.3.b, ¢ si 3.2) si se determind din |Gd(jw¢)| = 1, iar
argGd(jwt) se masoara ca in fig.V1.34 (si avand, evident, o valoare negativa).
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Valorile recomandate sunt m = 3+10 si g= 30°+50°. Realizarea acestor valori se asigura,
in faza de proiectare a sistemului automat, prin sinteza regulatorului (fig. 111.14).

b. Aplicatie: sistem automat de pozitionare

Se considera sistemul automat de pozitionare cu schema functional — tehnologica din
fig.V1.37. Elementul de executie este un servomotor electric asincron bifazat SM, comandat
reversibil cu un redresor dubla alternanta format din tranzistorii T1 si T2. Acestia sunt
comandati prin tensiunea de iesire a unui amplificator de curent continuu (Acc), care este
elementul de baza al regulatorului. Legea de reglare este determinatd de impedantele de
intrare si de reactie ale Acc. Utilizarea reactiei prin R3, C1 de la emitorii tranzistorilor
T1, T2 (uzual aceasta reactie se realizeaza de la iesirea Acc) are calitatea ca asigura un
cuplu de pornire al SM mai mare si prin aceasta o crestere a rapiditatii sistemului. Ca
element de prescriere si ca traductor de pozitie se folosesc potentiometrele identice P si
P> (acesta este cuplat la axul SM prin reductorul mecanic Rm; prin Rm se realizeaza si
actionarea partii fixate a sistemului automat de pozitionare. Partea fixata poate fi un brat
de robot, un dispozitiv de pozitionare a unei scule, un element de comanda a unei nave
(carma, profundor), o antena de radiocomunicatii etc.

Conform notatiilor din fig.V1.37, functiile de transfer ale componentelor sunt:

« potentiometrul de prescriere a pozitiei axului de intrare: Gpy (S) = Eu(S)/Yp(S) = ka,

o potentiometrul de reactie a pozitiei axului de iesire: Gpz () = Eu(S)/Y(S) = ki,

o servomotorul: Gsm(s) = Q(9)/Ec(s) = -1/[T18(T2s+ 1)],

o reductorul mecanic: Grm(s) = Y(5)/Q(S) = k2,

e regulatorul (detip PDT1): Gr(S) = EJ/E(S) = — Z2(9)/ Za(s) = — ko[ 1+K/(Ts+1)]],

n care: abaterea E(s) = Eu(S) — Ey(S) este o tensiune proportionala cu eroarea de pozitionare
Yp(s) - Y(S) §| Zl(S) = RRl/(R+ Rl + Rz) ,Zz(s) = RR2 /(R+ Rl + Rz) + R3(R3C1$+1),
ko =Ry /Ry, k=(Rs/Rp)[1+ (R +Ry)/R], T = RsCy.

comandaSM: | repaus; &, =0 rotagie); e,<0 rota;ie) ;e>0

o o [

_______________________________________________________

comanda

rotqr Y
excitatie

ﬁl(@

Fig.V1.37. Schema functional tehnologica a unui sistem automat de pozitionare
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Conform acestor relatii schema bloc structurala a sistemului automat de pozitionare are
formadin fig.V1.38. Relatia intrare — iesire are expresia: Y(s) = Go(s)U(s), in care:
Go(S) = kikoGRr(S)Ggy (9) _ Kokiko (Ts+ Kk +1)
1+ kikoGRr(S)Gau ()  TiS(Tos+D)(Ts+1) + kokiko (Ts+k +1)

este functia de transfer a sistemului automat. Semnul [-] din Ggr(S) se compenseaza prin
conectarea adecvata a infasurdrii de comanda a SM.

Yo(S Eu(s) Ec(s Q(s Y(s)

— ki Gr(S) [——Gsw(s—> ke T
+
Ey(S) k]_ <

Fig.V1.38. Schema bloc structurald a sistemului automat de pozitionare din fig.\V1.37

Pentru a examina n detaliu rolul regulatorului n asigurarea BIBO-stabilitdtii relative se
considerd urmatoarele doua cazuri.

1° ko=1 si k=0 (Ri=R si Rs=0), adicd Gr(s)=-1.
Functia de transfer a sistemului in circuit deschis are forma:

Gy = k1koGR (5)Gam () = kiko /[TyS(To5+1)].
Pentru k; = 0,05V /grad,T; / k, =0,5%ec., T, =0,05sec., Si s=jw seobtine:

M g (W) = Gz (i) I 2/ A2 + 400 41 (jw) = arg ey (jw) = 2700 - arctg(u/ 20).
Conform tabelului:

w 0 5 10 15 20 30 50 100 +00
50Mq1 +00 0,97 0,45 0,267 0,177 0,093 0,037 0,0098 0
iq -90° | -104° -117° -127° -135° -146° -158° -169° -180°

locul de transfer Ggi(jw) este reprezentat in fig.V1.39. Punctul —1+j0 este Tn exteriorul
hodografului Gd1(jw). Conform teoremei 7 sistemul automat este BIBO-stabil.

Fig.V1.39. Locul de transfer Gg1(jw)
(cazul 1°, ky = 1, respectiv Gr(s) = -1)

Fig.V1.40. Locul de transfer Gr(jw)
(cazul 2°, regulator PDT1)

Privitor la BIBO-stabilitatea relativa se constatd cd m = +oo oricare ar fi ko. Pentru ko> 1
se poate obtine g=30° + 50°. Pentru a-| afla pe ko se rezolva sistemul de ecuatii:

KoM ga(W1) = 2ko /(Wyywy? +400) =1
j q1(wy)—180° = 90° — arctg(w; / 20) = 30°
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si se obtine: w1=20V3 si ko=4003. Ecuatia polilor sistemului automat are forma:
TiT,s2 + Tys+ kgkik, = 0 si pentru valorile numerice date se obtin: pulsatia naturald

Wy, = 4/Kokiky /T{T, =37rad/sec si factorul de amortizare: z =1/(2T,w,)=0,27.
Conform fig.I1.47 rezultd o suprareglare s% = 40% si o duratd a regimului tranzitoriu
ts = 0,3 sec., ceea ce este inacceptabil.

2° Pentru k > 0 (R3 > 0) regulatorul este de tip m=57 4 jim
PDT1 si functia de transfer a sistemului in circuit _1( 05 30 2
deschisare expresia: f

20

Gy2 () = kikaGgu (S)GR () = G (S)GR (9)-

Locul de transfer corespunzator se obtine cu

. =36°
M g2 (W) = Gga (jW) = M g1 (W)M g (W) g
i g2W) =argGya (jW) =i g1 (W)+i r(W) weto
Tn care:
MrW) =| Gr(jw) F ko/ k2T 2 + (k+1)2
. . Fig.V1.41. Locul detransfer Gdz (jw)
j rRW) =argGgr(jw) = —arCtg[(k+1)/kTW] (cazul regulatorului PDT1)

definesc locul de transfer al regulatorului (fig.V1.40).

Locul de transfer Gdz(jw) se obtine prin compunerea locurilor de transfer Ggi(jw) si
GRr(jw). Este usor de observat ca efectul regulatorului consta ntr-o rotire, Tn domeniul
frecventelor medii, Tn sens negativ, a locului Gdi(jw) — fig.V1.39, ceea ce este favorabil

realizarii valorilor recomandate ale indicilor stabilitatii relative. Tntr-adevar, pentru ko = 40,
k=3si T=0,05 sec. (lacare se gunge prin cateva incercari) si conform tabelului:

w 0 5 10 15 20 30 50 100 +00
Mg 160 155 144 130 117 94 63 50 40
iR 0° -10° -19° -27° -31° -35° -35° =27° 0°
Mg +00 3 13 0,69 0,42 0,175  0,0465 0,0098 0
jgp | -90° -114° -136°  -154°  -166°  -181° -193° -196°  -180°

locul de transfer a sistemului Tn circuit deschis are forma din fig.V1.41. Tn acest caz se
obtin: m=5,7 si g = 36°, ceea ce reprezinta o stabilitate relativa satisfacatoare.

Ca observatie finala trebuie retinut faptul ca rezultatul s-a obtinut prin tatonari bazate pe
modificarile posibile ale locului de transfer a sistemului In circuit deschis, dar fara un
suport director — cantitativ pentru realizarea respectivelor modificari. Se va vedea la punctul
e ca utilizarea diagramei Bode permite o rezolvare expeditiva atat a alegerii tipului de
regulator cat si a determindrii parametrilor gjustabili ai regulatorului.

c. Sistemecu timp mort

Exista situatii, cum ar fi reglarea automatd a temperaturii cuptoarelor industriale sau
reglarea presiunii pe conducte de transport de fluide, in care partea fixata respectiv instalatia
automatizata (8 respectiv 1 n fig.111.14) contine un element cu timp mort, caracterizat prin
factorul TS, T> 0 (asevedeall.7.2.f si 2.3.f, 3.1.a). Tn astfel de cazuri functia de transfer a
sistemului Tn circuit deschis are forma:
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Gd (S) = @e*TS
P(s)
in care Q(s) si P(s) au semnificatia de la (4.13). Aceasta inseamna ca F(s) functia de
transfer diferentd a reactiei (definitd prin (4.15)) — numitorul functiei de transfer a
sistemului in circuit Tnchis (relatia (4.14)) are acum expresia:
P(s) +Q(s)e ™
P(s)

Spre deosebire de cazul sistemelor fara timp mort, numaratorul din (4.19) nu mai este un
polinom, ci o functie transcendenta. Aceastd functie are o infinitate de zerouri. Dintre
acestea numai un numar finit sunt situate in {Re s> O}. Aceasta deoarece, pentru Res> 0,
limg_,,Gd(s) = 0, adicé zerourile lui F(s) din Res> 0 se afla intr-o anumitd vecinatate a
originii. Conform unui rezultat din teoria functiilor, F(s) poate avea intr-un domeniu finit
cel mult un numar finit de zerouri.

De asemenea F(s) are Tn Re s> 0 cel mult un numar finit de poli (zerourile lui P(s)).

Tn aceste circumstante este evident c& functiei F(S) i se poate aplica principiul
argumentului Tn scopul obtinerii unor rezultate de BIBO-stabilitate. Procedand ca la punctul
a se poate formula urmatorul rezultat.

, (4.18)

F(s)=1+G4(s) = (4.19)

Teorema 8
Teoremele 5,6 si 7 se aplica si Tn cazul in care Gd(s) este de forma (4.18). O
Exemplul 4.4 (domeniul parametric de BIBO-stabilitate)
Se considerd un sistem automat cu Ggy(s) = ke TS/s, k>0, T>0. Se cere si se
determine in planul parametrilor (k, T) domeniul de BIBO-stabilitate.

Locul de transfer este descris de Gy (jw) = ke W jw =—k(sinTw + j cosTw)/w. Pentru

valori k si T adecvate, din punctul de vedere a BIBO-stablitdtii, se disting doua tipuri de
locuri de transfer — fig.VV1.42: corespunzatoare stabilitatii (a) si instabilitatii (b). Conform
teoremei 8, respectiv teoremei 7 (mutatis mutandis) conditia de BIBO-stabilitate este:

min,, ReGq (jw) = min,, [-k(sin(Tw)/w] > -1
pentru w determinat de ImGq (jw) = — (kcosTw)/w = 0, w > 0. Din aceasta ecuatie rezulta
Tw; =(2i+1)p/2, i=0,1,2,..., ceea ce conduce la conditia: min[—-2kT/((2i+1)p]>-1.

T
4
BIBO-stabilitate
|
, A
] | oein
A /
/
$5%igee .
2 4 k
Fig.V1.42. Locul detransfer laexemplul 4.4; Fig.VI1.43. Domeniul de BIBO-stabilitate

a- BIBO-stabilitate, b — BIBO-instabilitate laexemplul 4.4
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Solutia acestei inecuatii este KT < p/2 si domeniul corespunzator de BIBO-stabilitate este
reprezentat in fig.V1.43. O

d. Factorul de amplificare ca parametru

Pentru a pune Tn evidenta factorul de amplificare k a sistemului in circuit deschis, se
nlocuieste Gy(s) (definit prin (4.13) sau (4.18)) cu kG4(s), Tn care k este un parametru. In
aceasta situatie functia de transfer diferenta a reactiei — relatia (4.15) devine:

F(s)=1+kGy4(s) = k(k™1+ G4 (9)).

Este evident c& teorema 5 ramane valabild si Tn acest caz. Tn schimb teoremele 6,7 si 8
trebuie reformul ate deoarece acum punctul critic este— k-1 + jO.

Teorema 9

Sistemul automat cu structura din fig.V1.32 in care Gy(s) s-a inlocuit cu kG4(s), este
BIBO-stabil dacd si numai daca locul de transfer Gy(jw) Tnconjoard punctul — k™1 + jO, n
sens pozitiv, de un numar de n, + no/2 ori atunci cand w variaza de la — oo la+c0. O

Teorema 10

Sistemul automat cu structura din fig.V1.32 Tn care Gy(s) s-a inlocuit cu kGd(s) si Gd(s)
are cel mult doi poli Tn originea planului ssi restul de poli sunt toti situati in {Re s< 0}, este
BIBO-stabil daca si numai daca punctul —k-1 + jO este situat la stanga si Tn afara locului de

transfer Gd(jw) atunci cand acesta este parcurs delaw = — oo law = +o0, O
Teorema 11

Teoremele 9 si 10 se aplica si Tn cazul in care Gg s) este de forma (4.18). O

e. Utilizarea diagramel Bode

Dupa cum s-a aratat la 2.2, diagrama Bode poate fi aproximata, de reguld, prin segmente
de dreapta. Se va arata in continuare ca utilizarea diagramei Bode este foarte avantajoasa
atét In analiza BIBO-stabilitdtii cat si, mai ales, In proiectarea sistemelor automate BIBO-
stabile.

Tn cele ce urmeazi se au in vedere sistemele automate a caror functie de transfer in
circuit deschis este de forma:

m
%©=L&iii%%, (4.20)
# a8 +..+1

in care k>0, a =012 m<n+a, g >0, i:ﬁ, bj >0, j:J,_m T >0 si polinoamele

ans™+...+1 si bms™...+1 sunt relativ prime intre ele.

Tntrucat Tn majoritatea situatiilor care intervin in aplicatii teorema 7, cu extinderea
corespunzdtoare de la teorema 8, este Tndeplinitd, se va formula un rezultat de BIBO-
stabilitate in cazul Tn care polinomul ans™+...+1 este hurwitzian.

Cele doua situatii posibile, — BIBO-stabilitate si BIBO-instabilitate —, sunt ilustrate in
fig.V1.44. Pulsatia wt, la care locul de transfer Gg(jw) taie cercul de raza unitate, respectiv
Ad(Wt) = 0dB (JGa(jwt)] = 1, a se vedea si fig.V1.36), este pulsatia de tdiere a sistemului Tn
circuit deschis (notiunea omonima din subcap.3 este definita pentru filtre, pe baza unei
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conventii diferite de cea de aici, pentru sistemele automate). Tn conformitate cu teorema 7,
cu extinderea corespunzétoare de la teorema 8, se poate enunta urmatorul rezultat.

W_1800 Ajlm
Wt
Re
-1
d(

b Gy(jw
AA; a0
Ag(W)

0 Wt W
. 0°

J d(w)
-180°
N

Fig.V1.44. Legatura dintre locul de transfer si diagrama Bode; a— BIBO-stabilitate, b— BIBO-instabilitate
Teorema 12

Sistemul automat cu structura din fig.V1.32, in care Gd(s) este de forma (4.13) si definit prin
(4.20) si cu polinomul ans™+...+1 hurwitzian, este BIBO-stabil daca si numai daca la pulsatia de
taiere, wt, caracteristica faza — pulsatie se afla deasupra liniei corespunzatoare lui —180°. O

Determinarea BIBO-stabilitatii relative cu ajutorul diagramei Bode este foarte simpla.
Ea constd Tn a masura Ad(w-1g00), Tn care w-1g0- este definitd prin @d( w-1800) = —180°, si
apoi @d(wt). Marginea de amplificare (in dB) este mgs = —Ad(W-1s0°), iar marginea de faza
este g= @d(wt) — (- 180°). Valorile recomandate sunt: mgg = 10 + 20dB, g= 30° + 50°.

Exemplul 4.5 (alegerea factorului de amplificare)

Se considerad sistemul automat cu Gd(s) = k/[s(0,05s+1)(0,2s+1)], k>0. S& se
determine valorile lui k pentru care sistemul automat este BIBO-stabil.

Tntrucét k este necunoscut se traseazd caracteristica atenuare — frecvent’ pentru k = 1.
Conform definitiei (2.4) se scrie:

Aq (W) = —20Igw — 201g+/(0,05w)2 +1—201g+/(0,2w)2 +1, w> O,

Se observa ca Ad(w) poate fi aproximatd dupa cum urmeaza:
—20logw, O<w <5,

Ay (W) ={—20logw — 201g(0,2w), 5<w < 20,
—20logw — 201g(0,2w) — 201g(0,05w), 20 <W < +oo.

Aceasta, pentru o scard logaritmica a pulsatiei, reprezinta o linie poligonala formata din trei
segmente de dreaptd. Punctele de frangere sunt stuate law 1 = 1/0,05 = 5 si w2 = 1/0,05 = 20,
care se numesc pulsatii de frangere. Caracteristica Ad(w) aproximativa are forma din
fig.V1.45 (linia poligonald). Caracteristica Ad(w) exacta (curba trasatd cu linie ntrerupta)
diferd de cea aproximativa pentru we [3, 30], dar diferentele nu depasesc 3dB.
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Fig.V1.45. Diagrama Bode la exemplul 4.5

Caracteristica @d(w), fig.VI1.45, conform definitiei (2.5), are expresia: @d(w)=—90°-
— arctg(0,2w) — arctg(0,05w).

Pentru a| determina pe k se porneste de la observatia ca pentru k = 1 linia de 0dB va
avea in fig.VI1.45 o altd pozitie si anume —20Ig k. Pentru a asigura BIBO-stabilitatea,
conform teoremei 12, noua linie de 0dB nu poate cobori mai jos de nivelul limita Lyg =
=-27,5dB. Asadar, kgg = 20Igk < 27,5dB, adica 0 < k < 12,37. Pentru a obtine o margine de
amplificare de 10dB, noua linie de 0dB se coboara numai pana la —-17,5dB, ceea ce
inseamna kqgg = 17,5dB, respectiv k=7,5. Tn acest caz wt = 5,25 rad/sec sig=30°.0

4.3. Corectia sistemelor automate

a. Conditii impuse sistemului automat

Termenul corectie este traditional Tn cadrul metodei frecventiale si se referd la
stabilizarea unui sistem automat Tn sensul aratat la 4.2.b.

Pentru realizarea efectiva a corectiei unui sistem automat este necesara formularea
urmatoarelor patru conditii de baza pe care acesta trebuie sa le satisfaca:

1° Sigemul automat trebuie sd fie BIBO-stabil in raport cu marimea prescrisd Si cu
perturbatia.

2° Sistemul automat trebuie sa asigure 0 anumita precizie in regim stationar.

Aceasta Tnseamna c& Tn regim stationar eroarea e = yp — y (a se vedea subcap.!11.5)
trebuie sa fie nuld sau satisfacator de micd. S-a aratat la 111.5.2 ca eroarea stationara este
nula daca functia de transfer a caii directe are poli n origine (elemente integratoare pe calea
directd a sistemului automat, adica Tn regulator sau Tn partea fixatd) si respectiv satisfacator
de mica daca, in lipsa polilor in origine, factorul de amplificare al sistemului Tn circuit
deschis este suficient de mare.

Problema care apare acum este cd, intr-o anumitd masurd, conditiile 1° si 2° sunt
contradictorii deoarece introducerea unui integrator sau cresterea factorului de amplificare
al sistemului Tn circuit deschis imprima sistemului automat o tendintd spre BIBO-
instabilitate. Explicatia acestui fapt constd Tn aceea cd prin cresterea factorului de
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amplificare locul de transfer Gd(jw) ajunge sa inconjoare punctul critic (-1 + O, fig.V1.46),
iar prin introducerea unui pol in origine, datorita efectului de rotatie cu —90° a acestuia,
este posibil ca noul loc de transfer al sistemului Tn circuit deschis sa Tnconjoare punctul
critic (-1 + jO, fig.V1.47). Oricum, solutia adoptatd pentru satisfacerea conditiei 2° nu
trebuie sa neglijeze conditia 1°. Cu alte cuvinte BIBO-stabilitatea este esentiald si, mai
mult, este necesara asigurarea unei anumite BIBO-stabilitatii relative (definitd prin
marginea de amplificare si marginea de faza). Se poate formula astfel urmatoarea conditie.

- il
AN Re

L

I

\\b a .

Gy (jw)
\f (w)™Gg (jw)
Fig.V1.46. Efectul cresterii factorului de Fig. VI1.47. Efectul introducerii unui integrator pe
amplificare k asupra BIB-stabilitatii; calea directd asupra BIBO-stabilitatii;
a— BIBO-stabilitate, b — BIBO-instabilitate a- BIBO-stabilitate, b — BIBO-instabilitate

3° Raspunsul indicial Tn raport cu marimea prescrisa trebuie sa fie suficient de
amortizat.

Pentru satisfacerea acestei conditii se tine seama de valorile recomandate ale marginii de
amplificare si marginii de fazi definite la sfarsitul paragrafului 4.2. Tn ipotezele admise
pentru Gd(s) (relatia (4.20)) se poate ardta cad daca la pulsatia de tdiere w ¢ panta

caracteristicii Ad(w), pe un interval suficient de larg de pulsatii, este mai mica sau egald cu
—20dB/decada, atunci, pentru o valoare admisibild a marginii de faza, rezulta o valoare
admisibila si pentru marginea de amplificare (exemplul 4.5, fig.V1.45). Tn atare situatie se poate
folosi ca masura a BIBO-stabilitatii relative (respectiv a unei amortizari satisfacdtoare a
raspunsului indicial) numai marginea de faza. Experienta acumulatd pana in prezent arata ca un
bun raspuns indicial Tn raport cu marimea prescrisa (cu suprareglare acceptabila si suficient de
bine amortizat) se obtine pentru g = 50°+70°. Pentru ca raspunsul indicial in raport cu perturbatia
sa fie acceptabil trebuie cag > 30°.

Satisfacerea conditiilor 1° — 3° nu este suficientd pentru realizarea calitatilor impuse
sistemului automat. La fel de importanta ca si precedentele este si urmdtoarea conditie.

4° Sistemul automat trebuie sa raspundd suficient de rapid atat la variatia marimii
prescrise cat si la variatia perturbatiei.

Un sistem automat are un raspuns rapid numai daca sistemul in circuit deschis are si el
aceasta proprietate.

Tn ipotezele admise pentru Gd(s) (relatia (4.20)), sistemul in circuit deschis se comporta
ca un filtru «trece-jos». S-a aratat la 3.1.b1 (relatia (3.26) si in continuare) ca rapiditatea
raspunsului indicial al filtrului ideal «trece-jos» este cu atdt mai mare cu cét pulsatia de
tdiere (pentru filtre; este putin diferita de cea Tn sensul sistemelor automate) este mai mare.
Aceasta relatie rapiditate — pulsatie de tdiere este valabila si pentru filtrele reale «trece-jos».

Pulsatia de taiere a sistemului automat este de reguld mai mare decat a sistemului Tn
circuit deschis si poate fi crescuta prin cresterea factorului de amplificare al acestuia. Faptul
acesta este usor explicabil cu ajutorul urmatorului exemplu. Se considera:

Gd(9) = k/(Ts+1), k>0,T>0,
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pentru care wt = 1/T (pulsatia de tdiere coincide cu pulsatia de frangere, fig. VV1.9). Functia
de transfer a sistemului automat este:

Go(9) = ko/(Tos+ 1), ko=k/(k+1), To=T/(k+ 1),
ceea ce Tnseamna cd pulsatia de tdiere a sistemului automat este

wio= (K+1)/T = (k+1)wt > wt.

Este acum evident cd, Tntr-o anumita masurd, conditiile 3° si 4° sunt contradictorii. S-a
vazut cd wio poate fi crescut prin cresterea factorului de amplificare al sistemului in circuit

deschis. Aceasta Tnsd atrage dupd sine reducerea marginii de faza, respectiv reducerea
amortizarii raspunsului indicial al sistemului automat.

b. Corectia in domeniul frecventelor

Conform celor prezentate la punctul a, corectia (stabilizarea) sistemelor automate consta
n parcurgerea urmatorilor patru pasi:

1° Determinarea schemei bloc structurale cu toti parametrii partii fixate.

2° Trasarea diagramei Bode a partii fixate.

3° Determinarea regulatorului adecvat care satisface conditiile 1°— 4° de la punctul a.

4° Simularea (numerica sau hibridd) a sistemului automat n scopul verificarii si
imbunatatirii solutiei adoptate. Acest pas este necesar Tndeosebi atunci cand sistemul
automat trebuie sa satisfaca conditii cantitative privitoare la suprareglare, durata regimului
tranztoriu, durata de crestere si precizia in regim stationar.

Tn continuare se vor prezenta detalii privitoare la pasul 3° in care se realizeaza corectia
(stabilizarea) sistemului automat.

Utilizarea diagramei Bode n scopul corectiei unui sistem automat constd in aplicarea
urmatoarelor procedee.

1° Coborérea caracteristicii Ad (w) —fig.V1.48.

Prin aceasta pulsatia de tdiere se deplaseaza spre stdnga, ceea ce asigurd o crestere a
marginii de faza. Totodata este posibil ca sistemul sa devina prea lent.

2° Ridicarea caracteristicii @d(w) — fig.V1.49.

Prin aceasta este posibila cresterea marginii de faza cu mentinerea aproximativ constanta
a pulsatiei de tdiere (in sensul sistemelor automate; a se vedea 4.2.esi fig. V1.44).

Ajq AAd i
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20091 G4 ()| 20lg | Gy (jw) =f20ig | G Gw) || ¢
TN 4200016 ()| y
- i e~ |-
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. . N
arg Gg (iw) ™. \: » . N\ o0
arg Ge (jw>\’\-$ o \0 Gy ()
-180° S -180°
Fig.V1.48. Corectia prin coborarea caracteristicii Ad; Fig.V1.49. Corectia prin ridicarea caracteristicii ¢d;

GF - functia de transfer a partii fixate, Gd — functia GF - functia de transfer a partii fixate, Gd — functia
de transfer a sistemului Tn circuit deschis de transfer asistemului Tn circuit deschis
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3° Combinarea procedeelor 1° si 2°.
Se va ardta in continuare ca utilizand:
e un regulator PI, cu functia de transfer:

Gr(s) =k, (1+1t49)/s, k, >0,t; >0, (4.21)
se aplica procedeul 1°;

eun regulator PD real, cu functia de transfer:
GRr(s) =k, 1+t 59)/@+tgs), kf >0, to>>ty >0, (4.22)
se aplica procedeul 2°;

eun regulator PID real, cu functia de transfer:

GRr(S) = k; (1+t19) A+t 29)/[s@+ts)], k; >0, t;1 =ty >>to>0, (4.23)
se aplica procedeul 3°. i

Diagrama Bode a regulatorului PI (relatia (4.21)) este reprezentata in fig.V1.50. In mod
obisnuit t1 se ia egal cu cea mai mare constantd de timp Tz a partii fixate. Se elimina astfel
prin compensare (matematic — simplificare) efectul factorului Tis + 1 de la numitorul
functiei de transfer a partii fixate Gr(s) = GR(9)GIA(9)Gt(9) (a se vedea fig.I11.14, 111.16 si
relatia (111.2.4.)). Acest fapt este avantajos deoarece factorul T1s +1 produce o scédere a
fazei cu pand la 90°. Compensarea efectului factorului T1s +1 este echivalentd cu o ridicare
a caracteristicii fazd — pulsatie. Ea este cu atat mai eficientd cu cat T1 este mai mare si are 0
influentd favorabild in zona pulsatiei de tiiere. Tn cazul in care Gp(s) are mai multe
constante de timp mari, de valori apropiate, se adopté t1 > T1. Astfel scdderea rapida a fazei
datorita factorilor (T1s + 1)(T2s +1)... de la numitorul lui Gk () este mai bine compensata prin
factorul t1s+ 1 de la numaratorul lui GR(S).

Dupa ce s-a ales t1, se traseaza caracteristica Ad(w) (a sistemului Tn circuit deschis),
pentru krks = 1, Tn care kr este factorul de amplificare (necunoscut) al regulatorului si kr este
factorul de amplificare (cunoscut) al partii fixate, si caracteristica @d(w), fig.VI.51. Se
traseaza o dreapta paraleld cu axa pulsatiilor la valoarea g— 180°, unde g este marginea de
faza impusd, si se determind pulsatia de taiere wt, la care s-a produs intersectia dintre
respectiva dreapta orizontald si caracteristica @d(w). wt este pulsatia de taiere a sistemului in
circuit deschis, iar pentru determinarea lui krkf nu raméane decat sa se coboare linia de 0dB
astfel Tncat aceasta sa intersecteze caracteristica Ad(w) exact la pulsatia de tdiere wt —
fig.V1.51. Caracteristica Ag (w) are o portiune, la frecvente joase, cu panta —20dB/decada,
determinatd de factorul krks /s din functia de transfer Gd(s) a sistemului Tn circuit deschis.
Pentru w = 1 se determind Kdde pe caracteristica Ad(w), fig.V1.51, si apoi se calculeaza
Igkrki = Kdds/20, respectiv krks si Tn final kr.

Diagrama Bode a regulatorului PID ideal (relatia (4.23), cu to= Q) este reprezentata n
fig.V1.52 (trasata cu linie Intreruptd). Acest tip de regulator se deosebeste de regulatorul Pl
prin prezenta a inca unui factor (si anume 1 + t2s) in functia sa de transfer. Prin aceasta este
posibild o ridicare suplimentara a caracteristicii @d(w). Aceasta Tnseamnd cd pentru o
aceeasi margine de faza, respectiv aceeasi amortizare, este posibild o plasare mult mai la
dreapta a pulsatiei de tdiere, comparativ cu ceea ce este posibil cu un regulator Pl. De
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asemenea este posibil ca, la 0 mentinere neschimbatad a pulsatiei de tdiere, s& se creasca
marginea de faza, ceea ce Tnseamnd ca la o aceeasi rapiditate se poate obtine o amortizare
mai buna decat Tn cazul regulatorului PI.

A Aj Ag A keks = 1 Aj gy
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_45° noualinie de 0dB

j N -90°
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9 N _1g0°
20Igkt 1
Fig.VI1.50. Diagrama Bode a regulatorului P! Fig.VI.51. Realizarea corectiei cu ajutorul regulatorului Pl

Diagrama Bode a regulatorului PID real (relatia (4.23)) este reprezentata cu linie
continua Tn fig.V1.52. Tn mod obisnuit se adoptd t1 = T1 §i t2 = T2, unde Ta si T2 sunt
constantele de timp cele mai mari ale partii fixate. In continuare se procedeaza ca si in cazul
regulatorului PI, adicd se traseaza caracteristicile Ad(w) si @d(w) ale sistemului n circuit
deschis, pentru krks = 1. Tn functie de marginea de fazi g impus4, se determina pulsatia de
tdiere wt si apoi k.. Constanta de timp to, introdusé Tn mod sistematic de regulatorul PID
real, are un efect nefavorabil asupra calitatilor sistemului automat. Pentru ca acest efect sa

fie cat mai redus, valoarea lui to trebuie sa fie cat mai mica posibil (evident existd o limita
inferioara determinata de principiul de functionare / tehnologia de realizare a regulatorului).

A A to>0 PIDred / A N
to=0 PIDided - - — - A% to>0 PD red —— 1]
Aw)  +20dBidec . to=0 PD idedl - - - - 7| o0°

20lg (Kt o/t o)

—-20d ty
W
0 \V ;! E)’
20lgket1[] (w
-90°
Fig.V1.52. Diagrama Bode a regulatorului PID Fig.V1.53. Diagrama Bode a regulatorului PD

Diagrama Bode a regulatorului PD real / ideal (relatia (4.22)) este reprezentatda n
fig.V1.53. Se adoptd t1 = T1, unde Ty este cea mai mare constantd de timp a partii fixate si

kr se alege astfel incat sa se realizeze marginea de faza impusa.
Exemplul 4.6 (sinteza regulatorului)

Se considera sistemul automat cu schema bloc structurald din fig.111.16 (a se vedea si

fig.[11.14) in care:

01

Gk (S) = GRr(S)G|A(S)Gt () = :
F () = Cr(9GiA(S)G () (25s+12)(6s+1)(L,2s+1)

Se cere sd se determine parametrii unui regulator PI si apoi ai unui regulator PID astfel

incét g = 40° si mgs > 10dB.




200 V1. Metoda frecventiala

Functia de transfer a regulatorului Pl are expresia (4.21). Se adopté t1 = 25 sec. in acest
fel functia de transfer a sistemului n circuit deschis este:

Gd(s) = GR(9GF(s) = =K/[s(6s+ 1)(1,2s + 1)], k= 0,1k

Pentru k = 1 diagrama Bode are forma din fig.V1.54 (w1,2. sunt pulsatiile de frangere).
Se observa ca sistemul automat este instabil. Pentru a se obtine un sistem automat BIBO-
stabil este necesara ridicarea liniei de 0dB. Pentru g = 40° rezultd w¢ = 0,12 rad/sec. Noua
linie de OdB este mai sus cu Kgg=17dB fatd de cea veche. Conform relatiei Ig
krks = Kgg/20 = —-17/20 rezulta Ig kr = 0,15, respectiv kr = 1,4, si mgs = 15dB.

Ag A ko
40 ITAG(W) ——rr
NL myg = 15dB
TN [TTTT
20 N noualinie de 0dB o°
I
; Sy Kgg = 17dB [T
1 N L ¥ 0
0 ~m N -90
. T~ R : \\
L d(w) = = R R 140°
N N # g=40 0
-20 ; SO : \ -180
wp = 0,162 E T % \ o
o LT N L e
2 2 3456789_1 2 3456789 0 2 3456789 1 w
10 10 10 10

Wt =0,12 w_350= 0,38 W, =0,835

Fig.V1.54. Diagrama Bode la exemplul 4.6; corectia cu regulator Pl
Functia de transfer a regulatorului PID are expresia (4.23). Se adoptd ti1=25sec si
t2=6sec. In aceste conditii functia de transfer a sistemului Tn circuit deschis este
Gy(s) =k/[s(1,2s+1)], k= 0,1kr. Diagrama Bode, pentru k = 1, este reprezentatd in fig.V1.55.
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Fig.V1.55. Diagrama Bode la exemplul 4.6; corectia cu regulatorul PID
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Pentru g = 40° rezulta wt = 1 rad/sec. Noua line de OdB este mai jos cu Kgs = 3dB fata de
cea veche. Conform relatiei Ig kf ke = Kdg/20 = +3/20 rezultd Ig kr = 1,15, respectiv kr = 14,
§i mge = +oo.

Este evident cad pentru o aceeasi margine de faza (g = 40°) regulatorul PID realizeaza o
rapiditate mai mare (wt = 1 rad/sec) a sistemului automat comparativ cu utilizarea
regulatorului PI (wt = 0,12 rad/sec). O

c. Reglarea in cascada

Introducerea unei reactii negative suplimentare este unul din cele mai utilizate mijloace
pentru realizarea stabilizarii unui sistem automat, Tn special in cazul in care partea fixatd a
sistemului are o functie de transfer de ordin ridicat. Reactia negativa suplimentara se
realizeaza dupd o marime intermediara (direct masurabild) a partii fixate. Tn acest fel partea
fixata apare divizata n doua subsisteme (conectate in serie) descrise de functii de transfer
mai smple.

Structura de baza a unui astfel de sistem automat, numit si sistem automat cu reglarein
cascada, este reprezentatda in fig.V1.56. Instalatia automatizata este divizatd in doud

subsisteme descrise de functiile de transfer Gjai(s) si Gia2(s). Se realizeaza reactia negativa
primard dupa marimea reglata y1 si se introduce reactia negativd secundard dupd marimea
intermediara y».

Yp u ap X1 _ @ X2 m y2 Y1
Gl > Gra(s)> GRo(9{GE(S) ] GIa2(9) [1»{ Gia1() 1>
yrI Y2 Gol) | reactia secundard
Guy(S) = reactia principala

Fig.V1.56. Sistem automat de reglare in cascada

Corectia sistemului automat se realizeaza in felul urmator. Regulatorul secundar Gr2(s)
se alege astfel incéat circuitul Tnchis secundar sa fie aproximat printr-o functie de transfer
PT1. Acest lucru este posibil utilizand un regulator PID. Pentru circuitul inchis principal
alegerea regulatorului principal Gri(s) se face intre tipurile P, Pl sau PID. Componenta D
in regulatorul secundar este mai putin uzuald deoarece este posibil ca aceasta, prin
amplificarea frecventelor inalte, sa faca sistemul sensibil la perturbatii aleatoare (zgomote).

Pentru ambele regulatoare alegerea parametrilor se poate face prin procedeele de
partea fixata a sistemului a fost Tmpartita in doud si ca folosind doua regulatoare adecvate
de tipul PID este posibila compensarea a mai mult de doud constante de timp din partea
fixata, reglarea Tn cascadd poate asigura o stabilizare mult mai buna in comparatie cu
utilizarea unei singure reactii negative.

Exemplul 4.7 (sistem de reglare automata a turatiei; continuare)

Un exemplu tipic de utilizare a regldrii Tn cascada 1l constituie reglarea automata a
turatiei unui motor electric de c.c. comandat pe indus. Cele doud reactii sunt: reactia
principald — dupa turatie si reactia secundard — dupd curentul prin indus. Schema bloc
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functionald, corespunzatoare aceleia din fig.111.15, este prezentatd in fig.VI.57. Reactia
dupa curentul prin indus se realizeaza cu ajutorul suntului SH, a adaptorului A (care asigura
si 0 separare galvanica intre circuitul indusului si dispozitivul de automatizare) si a
regulatorului de curent RC.

Tn conformitate cu schema bloc structurald a motorului electric de c.c. (fig.11.12), functia
de transfer Tntre tensiunea U(s) si curentul 1(s) are expresia:

G (S) B Js+ k3
U 7 (Ls+ R)(Js+ kg) + kiko |

Tntrucat momentul de inertie J are de reguld valori mari, rezultd c& pentru valori mari ale
lui |s| (respectiv pentru valori mici ale timpului, conform teoremei valorii initiale, Anexa
A.1.2.h.2) expresia | Js + k3| are de asemenea valori mari. Scotdnd fortat in factor
(Js + k3) la numitorul lui Gui(s) si considerand kik2/(Js + k3) ~ 0 se aunge la
aproximatia

1
Gy =
U = 1s+R
P T PR
ss :I
5§88 I -i]¢
0 + -0 + -0 + 5 _:]¢
PP  99% 99%¢
R [ rc |+ DC |+ W

PRC =H M TG
A

Fig.VI1.57. Schema functional-tehnologica a unui sistem automat de reglare Tn cascada a turatiei si curentului
motorului electric de c.c. (a se vedea si fig.111.15); SH — sunt, A — adaptor, RC — regulator de curent

Semnificatia fizica a acestui rezultat este ca pentru valori mici ale timpului, comparabile
cu constanta de timp electromagnetica (L/R, de regula de valoare micd), constanta de timp
electromecanica (J/k3, de reguld de valoare mare) are un efect de intarziere a reactiei prin
t.c.em. (elementul 8 n fig.11.12), fapt care permite neglijarea acestei reactii. In aceste
conditii regulatorul secundar (de curent), RC, se alege de tipul PI (relatia (4.21)), cu

t1=L/R

Pe baza acestei proceduri rezultd cd functia de transfer echivalentd a sistemului de
reglare automatd a curentului (circuitul inchis secundar) este, Intr-o prima aproximatie, de
tipul P. Ca urmare, partea de motor ramasad in circuitul inchis principal (al turatiei) este
descrisd, Tntr-o primé aproximatie, de o functie de transfer de tipul PT1. Tn aceste conditii
regulatorul principal (de turatie), R, se dege de tipul Pl sau PID (relatiile (4.21) sau (4.23)),
cu

t1=J k3. O



Capitolul
SISTEME AUTOMATE NELINIARE

' V|

Observatiile si investigatiile experimentale evidentiaza faptul cd, de regula, sistemele
automate reale sunt neliniare, Tn sensul ca unul sau mai multe componente ale sistemului
automat real sunt neliniare (nu satisfac definitia 1 de la 11.1.3). Sistemele automate liniare
reprezinta cazuri particulare la care se ajunge prin idealizari, simplificari si aproximatii ale
fenomenelor reale. Th majoritatea situatiilor rezultatele care se obtin in astfel de conditii
sunt satisfacatoare, Tn sensul unei concordante acceptabile Tntre modelele matematice si
respectiv observatiile experimentale.

Exista Tnsa numeroase situatii n care obtinerea unui model matematic liniar presupune
aproximatii inacceptabile, atat principial cét si ca urmare a unor neconcordante flagrante intre
teorie si experiment. Pentru astfel de sisteme a fost necesara elaborarea unor metode adecvate in
care s-a tinut seama n primul rand de caracterul neliniar al modelelor matematice.

Elementele neliniare care pot fi puse in
evidenta in cadrul sistemelor automate se impart
n doua categorii:

esentiale sau deliberat introduse
neesentiale sau accidentale.

O neliniaritate esentiala este un element
indispensabil pentru realizarea unei anumite
relatii intrare — iesire. Ca exemple de neliniaritati
esentiale se pot cita elementele de tip releu —
fig..\VIl.1, frecvent utilizate ca regulatoare Tn
cadrul sistemelor automate.

Neliniaritatile neesentiale nu sunt introduse Tn
mod intentionat, au un caracter natural si in Fig-V!l.1 Neliniaritateadetip releu; a— valoarea

. 2 I . . de actionare; ga — valoarea de revenire
general sunt nedorite. Intr-o prima aproximatie
liniarizarea lor nu trebuie sa conduca la neconcordante prea mari intre modelul matematic si
observatiile experimentale. Ca exemple de neliniaritati neesentiale se pot aminti: saturatia
(limitarea, fig.IV.2), zona de insensibilitate, jocul in angrenaje si frecarea uscata — fig.VI1l.2,
precum si histerezisul (mecanic, termic, electric sau magnetic) — fig.VI1.3.
AV v Av AV

s : b 7

k/ k s k f
-a L u -a u v u  -e u

/P a b 7 c d

Fig.VI1.2. Neliniaritdti neesentiale (accidentale): a — saturatia (limitarea), b — zona de insensibilitate,
¢ — frecarea uscata, d — jocul Tn angrengje
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Tn mod obisnuit se admite c& sistemele neliniare satisfac ipoteza de separabilitate.
Aceasta afirma ca sistemul poate fi divizat in subsisteme liniare si neliniare conectate
adecvat ntre ele. Pentru subsistemele liniare se poate adopta descrierea cu ajutorul functiei
de transfer. Pentru ilustrarea unei proceduri de obtinere a modelului matematic pe baza
ipotezei de separabilitate se prezinta cazul motorului electric de c.c. cu dublda comanda: prin
tensiunea aplicatd indusului (exemplul 2.1, 11.2.1) si prin tensiunea aplicatd inductorului (de
excitatie). Tn aceste circumstante, conform fig.11.10, la ecuatiile obtinute la exemplul 11.2.1
(din paragraful 11.2.1), nuantate corespunzator noii situatii si anume:

u:Ri+Ld—'+e, e=Cjw,
dt
IV o m-m
dt m- o
—Uo i —
| My =Co) I, mgs =C3w,
E u<o0 / se adauga ecuatiile inductorului:
! di
f _ .
i 1) Uex = Rexiex t Lex d_ix’
|

J = (i),
in care ug, §i i sunt tensiunea si curentul de
excitatie, Rg, $i Lo, sunt rezistenta si inductanta circuitului de excitatie, j este fluxul de

excitatie si f este o functie neliniara — caracteristica de magnetizare a circuitului magnetic.
Examinand cele sapte ecuatii se constatd ca a doua, a patra Si a saptea reprezintd
elemente neliniare. Aplicand transformarea Laplace ecuatiilor liniare rezulta:

Fig.VI1.3. Neliniaritatea de tip histerezis

1 1
1(s)=———|U(s)- E(s)]|, W(s)=—[M,(s)- M (s)- M(3)],
(5) =7 UG- EG) W) =M (9)- M (5)- M(9)

1
M ¢ (S) =caW(s), lgy (s) =———— U, (9).
£ () =c3W(s), le(s) Los + Ry ex (S)
m
u o fim — T | W
+ Ler| L% T Js -
— ; _
m
¢ C1 X |f- f c3 =
. )
Uex 1 lex .
——Lexs+Rex—> f =)

Fig.V11.4. Schema bloc structurald a motorului electric de c.c. cu dubla comanda (u — pe indus, u,, — peinductor)

Cu acestea si cu cele trei ecuatii neliniare se obtine schema bloc structurald din
fig.VI11.4, in care dreptunghiurile duble simbolizeaza elementele neliniare ale sistemului.

Analiza si sinteza sistemelor automate neliniare se realizeaza prin numeroase metode
aplicabile unor clase diferite de sisteme. Majoritatea lor se sprijind pe idei si concepte din
teoria sistemelor automate liniare. Toate metodele au Tnsa ca scop comun analiza stabilitatii
si sinteza unor sisteme automate stabile. Tn cele ce urmeaza se vor prezenta doud metode
frecventiale si anume: metoda functiei de descriere si metoda bazata pe criteriul Popov.



1. Metoda functiei de descriere

Aceasta este 0 metoda de liniarizare in domeniul frecventelor. Ea este aplicabild unei
clase largi de neliniaritati, dar este foarte eficienta in special in cazul neliniaritdtilor
descrise de functii discontinue, pentru care liniarizarea bazata pe formula lui Taylor (a se
vedea 11.1.3) este inoperanta.

1.1. Procedeul celor doua locuri
a. Definitia functiei de descriere

Ipotezele pe baza cdrora se va defini functia de descriere a unui element neliniar cu o
marime de intrare si 0 marime de iesire (ambele functii scalare de timp) sunt urmatoarele:

1° Relatia intrare — iesire este descrisa de:

v = f(u), (1.2)
unde f este o functie continua si monotona pe portiuni, univalenta sau multivalenta,
avand cel mult discontinuitati de prima speta (conditiile Iui Dirichlet).
2° Neliniaritatea (1.1) este simetrica fata de originea planului (u, v).
3° Daca u(t) este o functie periodicd de perioadd T, atunci v(t) este de asemenea o
functie periodica de aceeasi perioada T.

4° Tn structura sistemului automat elementul neliniar precede un eement liniar cu o
caracteristicad atenuare — frecventd de tipul filtru «trece-jos» cu o panta cel mult
egald cu — 40 dB/decada in zona pulsatiei de tdiere.

Aceste ipoteze sunt satisfacute Tn majoritatea cazurilor care intervin n aplicatii. Daca se
face abstractie de ipotezele 2° si 3°, atunci se iau in considerare si neliniaritatile care pentru
u(t) periodica produc la iesire si 0 componenta continua si subarmonici.

Fie

u(t) = Asinwt, te R; A>0, w>0. 1.2

Tnipotezele 1° - 39, y(t) poate fi exprimat prin urmatoarea serie Fourier:

v(t) =Y (A, sinnwt + B, cosnwt), teR, (13)
n=1
in care
A, :pzjg f(Asnwt)sinnwtdwt), n=12,... (L4)
= :pzjg f (Asinwt) cosnwtd(wt), n=12,..., (1.5)

sunt coeficientii Fourier ai iesirii v(t).
Tn ipoteza 4° si pentru w situat Tn zona pulsatiei de taiere a elementului liniar, armoni-
cele superioare (1.3) au un efect neglijabil Tn cadrul sistemului automat. Se poate scrie:

v(t) = vy (t) = A sinwt + B, coswt, teR, (1.6)
unde v (t) este fundamentala lui v(t).

Pentru stabilirea unui formalism asemanator cu cel utilizat la metoda frecventiala (in
cazul sistemelor liniare, cap.VI) se transpun relatiile (1.2) si (1.6) Tn domeniul complex. Se
pot scrie relatiile:
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ut) = ImU (A jw) = ImAel"!, teR, (1.7)

vi(t) = ImVy (A, jw) = Im+/AZ(A) + BZ(A) o 222 e teR. (L8)
Definitia 1

Sub ipotezele 1° — 49, raportul:

N(A):%,Aem, (L9)

se numeste functia de descriere aelementului neliniar (1.1). O
Tinand seama de (1.7), (1.8), din (1.9) rezulta ca functia de descriere are expresia:

1 1 jarcthl(A)
N(A) = (A (A + BuA)]- oA (A +BE(A e A, AcR.. (110)

Tn aplicatii se utilizeaza si functia de descriere invers negativa:

N; (A)=-1/N(A), AeR,. (1.112)

Hodograful N;(A), A € R, se numeste locul de descriere invers negativ a elementului
neliniar (1.1).

Notand cu

Ngr(A) =ReN(A), N;(A) =ImN(A), (112

din (1.6), tindnd seama de (1.2) si (1.10), rezulta:
v(t) = vi(t) = Nr(A)u(t) —wN, (A)J':)u(t)dt + AN, (A). (1.13)

Prezenta integralei n relatia intrare — iesire (1.13) pune in evidenta faptul cd elementul
neliniar are o ,memorie”, determinatd de partea imaginara N, (A) a functiei de descriere.

Acest fenomen apare numai in cazul neliniaritdtilor multivalente, dupa cum se va arata n
cadrul rezultatului urmdtor.

Teorema 1

Fie o neliniaritate bivalentd definita prin (fig.VI11.3):

)= { f1(u), pentru q> 0, 114
f5 (u), pentru U <0,
astfel Tncat:
f1(u) < fo(u), pentru|u|<ug, (1.15)
f1(u) = f5(u), pentru|u|=ug. (1.16)
Atunci
N, (A) = -S/(pA?), A>uy, (1.17)

unde Seste aria cuprinsa intre graficele functiilor f1(u) si fy(u).
£ Conform cu relatiile (1.5), (1.10) si (1.12) se poate calcula N, (A) dupa cum urmeaza:
1

N| (A) == [ £ (Asinwt) coswt d(wt) :iz[jplzf(Asmwt)Acoswtd(wt)+
pA‘0 pAZ L70
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/2 . 2p . _
+ -[p/Z f (Asinwt) Acoswt d(wt) +_|'3p/2 f (As nwt)Acoswtd(Wt)} =

= D%UOA fp(u)du + J‘;A fo(u)du + J._OA fl(u)du} = p%-[—AA[ () — fy(u)]du = _p%. -

Exemplul 1.1 (neliniaritatea de tip releu)

Graficul neliniaritatii de tip releu, in care s-au
introdus notatii care permit si studiul unor cazuri
particulare, este reprezentat n fig.VI1.1. Cazurile
care se au in vedere sunt urmatoarele:

1° releu bipozitiona (ided): q=1,a=0;
2° releu bipozitional cu histerezis: q=-1, a>0;
3° releu tripozitional (ideal): g=1,a>0;
4° releu tripozitional cu histerezis: |g/ <1, a> 0.

Se cere sa se determine functia de descriere si
locul de descriere invers negativ a acestel
neliniaritati. Fig.VIL5 Graficele functiilor usiy laexemplul

Tn conformitate cu (1.4), (1.10), (1.12) si 1.1 (neliniaritate de tip releu - fig.v11.1)
fig.VI11.5 (cazul 4°) se poate scrie;

2 p . 2b ra, . 2b
Nr(s) =—|_ v(t)sinwtd(wt) =—| “sinada =—(cosa;—cosa,).
R(S) =3 o vOsinwtd@wt) = 20 [ o (c0sa1 —cosaz)

Dinfig. VIl.5rezulta: sina; =a/A cosa, :\/1—(a/A)2 ,sina, =ga/A cosa, =4/1- (qa/A)2 ,

astfel ca partea reald a functiei de descriere (4°) are expresia:

NR(A) = 2_2(\/1— a?/A? + \/1— g%a’/ A? j A>a
p
Pentru partea imaginara a functiei de descriere (4°), conform relatiei (1.17), rezulti:
2ab
N, (A)=-—(1-q), A>a.
(A= 50-a)
Functia de descriere invers negativa (4°) are expresia:

N, (A):—F::Z[\/Azlaz—qz+j(l—q)}/[Az/a2—q2+\/(A2/a2—])(A2/a2—q2)}, A>a.

Tn primele trei cazuri particulare deja evidentiate se obtin urmétoarele expresii:

1° N(A) = 4b/pA N;(A) = -pA/4b, A>0;
2° N(A):Lag(\/AZ/az—l—j), Ni(A):—%(\/A2/a2—1+jj, A>a;
pA

2
3 N(A):@ A% /a2 -1, Ni(A):—pA/\/Azlaz—l, A>a
pA2 4ba
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Locurile de descriere invers negative sunt reprezentate in fig.VI11.6. O

[0]
4 a>0 A
Pl (4b/p 2)Ni(A) A e e _
o . _ _ - 0
19 —1, a=0 09 - 7N
8 6 -4 -2 T 08 PR
> 06 - -0,2
A=+ ‘A =0 04 - )4 H
3 q=1,a>0 A 02 B4 ] 04
A=+ Ala= \/5 0 - T
——
A=a -6 -4 -2 02 VA / / —1-06
B 04 1 <
A=+ A=0 -06 - -08
2° q=-1,a>0 :8’3 7 - T
Ry I -1,0

Fig.VI1.6. Locul de descriere invers negativ al neliniaritatilor de tip releu (exemplul 1.1); 1° — releu bipozitional
(ideal),2° — releu bipozitional cu histerezis, 3° - releu tripozitional (ideal), 4° - releu tripozitional cu histerezis

b. Calculul aproximativ al functiei de descriere; o formula de inversiune

Dacé neliniaritatea (1.1) este univalentd, atunci, conform ipotezei 2°, functia f este
impard. Ca urmare coeficientul A; din (1.10) se poate calcula si cu formula:

A - pz ﬁ’p’ 2 f(Asnwt)sinwtd(wt) (118)

Utilizand substitutiile x = sinwt si g(x) = X f (AX) din (1.18) se obtine:

21 a(x) 1
A== dx==[g(D) + 29(1/ 2) + 29(-1/2) + g(-1)],
P Jl\/l— x2 3

din care rezulta:
A= %[f (A + f(A/2)]. (1.19)

Tntrucét in cazul neliniaritatilor univalente N, (A) = 0 (conform teoremei 1), din (1.10) si
(1.19) se obtine:

N(A):NR(A)zs—zA[f(A)+ f(A2)]. (1.20)

Exemplul 1.2

Se considera neliniaritatea de tip releu bipozitional (ideal) si se cere sa se calculeze
functia de descriere cu formula (1.20).

Expresia analiticd a acestei neliniaritati este v = bsgnu. Utilizand formula (1.20) rezulta:
N(A) = 4b/(3A). Aceasta poate fi considerata o aproximatie satisfacatoare avand Tn vedere
ca N(A)=4b/(pA) (exemplul 1.1, 1°). O

Exemplul 1.3

Se considerd f (u) =ku™, m=1,3,.... . Sd se calculeze functiile de descriere exactd si
aproximativa.
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Pentru m impar se obtine Igsinm”wtd(wt): p[m(m-2)...3.1]/ [(m+1)(m-1)...4.2];

din (1.10) si (1.17) rezulty: N(A) = 2kA™m(m-2)...3.1]/[(m+1)(m-1)...4.2]. Pe de alta
parte din (1.20) se obtine: N(A) = (2™+1)kA™1/(3.2m-1), Este usor de observat ¢ pentru
m =1 (cazul liniar) si m= 3 cu ambele formule se obtin aceleasi rezultate, respectiv N(A) =
ksi N(A) = 3kAZ/4. O

Formula (1.20), pe langéd simplitate, ofera posibilitatea determindrii unei neliniaritati
f(u), continua Tn u = 0, atunci cand se cunoaste functia de descriere N(A). Pentru a obtine o
astfel de formula de inversiune, se considera ca amplitudinea intrarii u ia succesiv valorile
A A2, AI22,... AI2N,.... . Din (1.20) se obtine urmétorul sir de egalitati:

3AN(A)/2 = f(A)  + f(A/2)
~3AN(A/2)/2° = —f(Al2) - f(A/22)
3AN(A/22)/2% = f(A/22)+ f(A/23)

& 3A A
f(A) = n%(—1) n it N[Z_”] (1.21)
deoarece, pe langa reducerile de termeni asemenea, are loc si f (A/2™1) -0 pentru n— oo
(f este functie impara si continuad in u = 0).

Exemplul 1.4

Pentru N(A) = 3kA2/4 se cere sa se obtina f(u) cu ajutorul formulei deinversiune (1.21).

Utilizand numai primii patru termeni din (1.21) se obtine: f(A) = 4095kA3/4094, ceea ce
Tnseamnd f(u) = ku3. Pentru aprecierea acestui rezultat se are Tn vedere si ceea ce s-a obtinut
laexemplul 1.3 pentrum=3.0

Formula de inversiune (1.21), desi aproximativa, este deosebit de utild Tn sinteza
sistemelor automate neliniare, dupa cum se va vedea la exemplul 1.7.

c. Schema bloc structurala

Analogiile dintre notiunile de raspuns la frecventd si de functie de descriere permit
tratarea sistemelor automate neliniare in maniera cunoscuta de la sistemele automate
liniare. Tn plus se admite ipoteza de separabilitate, astfel c& se pot alcatui scheme bloc
structurale Tn care apar elemente liniare si neliniare. Pentru elementele liniare ale sistemului
se pot aplica regulile si identitatile de transfigurare a schemelor bloc structurale cunoscute
de la sistemele liniare (subcap. 11.2), cu conditia ca marimile de intrare ale elementelor
neliniare sa rdmana neschimbate. Aceasta conditie are in vedere faptul cd functia de
descriere depinde de amplitudinea marimii de intrare a elementului neliniar. Tn acest
context trebuie remarcat ca in cazul unui sistem automat cu o singurd neliniaritate forma
cea mai simpld la care se poate ajunge este schema bloc structurala tipica din fig.VII.7.
Spre deosebire de cazul liniar, structura cu reactie negativa din fig.VIL.7 nu are un
echivalent mai simplu. Tn plus se prefera ca reactia sa fie unitard, ceea ce conduce h mod
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implicit la constituirea Tn cadrul buclei Tnchise a elementului liniar, descris de G(s), imediat
dupd elementul neliniar. In acest fel este posibild verificarea de fiecare data a Tndeplinirii
ipotezei 4° de la punctul a.

Uj u u v y Ye
— Gy(s) () ) > G(s) > Gy(s) ™
+

Fig.VI11.7 Schema bloc structurald tipicd a unui sistem automat cu o singura neliniaritate

Exemplul 1.5 (operatii de transfigurare)

Se considera schema bloc structuralda reprezentatd in fig.VI1.8. Se cere ca prin
transfigurari succesive sa se ajunga la schema bloc structurala tipica.

G5(S) /\
ui - ye
-~ »é)* 69 O e |~

B W W _ Ga(9)
4l

Ge(S) =

Fig.VI11.8. Schema bloc structurala la exemplul 1.5
Se realizeazd Tn mod succesiv

u Ye deplasarile dq, d, si d; si se ajunge la
~Gu(9G(9) '+<8 f(u) [ G=(9 schemadin fig.VI1.9, in care:
Fig.VI11.9. Schema bloc structurala (la exemplul 1.5) Deplasand acum  elementul G7 de pe

obtinuta dupd realizarea deplasdrilor d1 - dg (fig.V11.8)  calea de reactie pe calea directa se ajunge
laschemadin fig.VII.7,in care:

G=G,Gg + G3G, + G;G,G3G;, G,=G;G,, G,=G; 1.0

Tn cazul sistemelor automate cu doud sau mai multe neliniaritati, reducerea la forma
tipica din fig.VIL7 nu este de reguld posibila datorita conditiei mentinerii neschimbate a
marimilor de intrare ale neliniaritatilor.

d. Punct de echilibru

Pentru cele ce urmeaza se admite cd partea liniard a sistemului automat neliniar (in
forma tipica — fig.VI1.7), pe langa ipoteza 4° de la punctul a, mai satisface urmatoarele
ipoteze:

1° Arecel mult un pol Tn s=0, iar restul polilor sunt toti Tn {Re s< 0}.

2° Cele doua polinoame al caror raport este G(s) (fig.VI1.7) sunt relativ prime intre ele.

3° G(s) contine, eventual, si un element cu timp mort.

Ca si In cazul sistemelor automate liniare, regimul de functionare uzual al unui sistem
automat neliniar, motivat de utilitatea sa practicd, este regimul stationar. Cu referire la
schema tipica din fig.VI1.7 (exclusiv G4(s) si G(s), din afaracircuitului Tnchis) un astfel de

regim este posibil pentru U = Uy =constant, care determind u = uy = constant, v = vy =
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constant si y =y, = constant. Cvadruplul (Tp,Up, Vo, Yo) defineste un punct de functionare
al sistemului automat neliniar, caracterizat prin urmatoarele ecuatii:

Yo =G(P)vo
Vo= f(Uo) (122)
Up = Up — Yo.

n care p = d/dt este operatorul de derivare introdus formal prin inlocuirea variabilei s in
G(9). Intrucét
B P™ +by g P+ by

G(p)= , 1.23
(P) a,p"+a, 1 P +...+a (1239
rezultd ca in punctul de functionare au loc si egalitatile:
P"Yo=P" Vg == PYo =0 (1.24)
Py =p" vy =....=pvy=0 , '

ceea ce permite sa se afirme ca cvadruplul (Ug, Uy, Vg, Yo) defineste un punct de echilibru al
sistemului automat neliniar in forma schemei bloc tipice. Notiunea de punct de echilibru are
semnificatia cunoscutd din fizica: toate derivatele variabilelor, Tn punctul respectiv, sunt
nule (relatia (1.24)). O definitie formal riguroasa a punctului de echilibru se va da la 1.3.a.
Din (1.22) — (1.24) rezulta:
=byf(ug)/a
Yo =bo(Uo)/a0 (1.25)
Yo =Up —Ug
pentru care se dau reprezentarile grafice din fig.VI11.10. Punctul de echilibru este punctul de
intersectie al celor doua grafice.
Pentru micile abateri Du, Dv si Dy ale marimilor u, v si y in jurul vaorilor ug, vq si Yo,
corespunzator ecuatiilor (1.22), se pot scrie urmatoarele ecuatii:
Yo + Dy =G(p)(vo + Dv)
Vo + Dv=f (UO + DU) (126)
Up +Du =T — (Yo + Dy).
Tinand seama de (1.22), din (1.26) rezulta:

Dy =G(p)Dv
Dv = Df (Du) (1.27)
Du=-Dy, Fig.VI11.10. Graficele functiilor (1.25);
Tn care s-a notat: PE — punctul de echilibru
Df (Du) = f (ug + Du) — f (ugp). (1.28)

Du Dv Dy
Pe baza ecuatiilor (1.27) schema bloc din Q—> Df(Du) GpP) ™
fig.VIL.7 (exclusiv elementele liniare G,(s) si Gy(s)) —

poate fi adusd la forma din fig.VII.11, numitd Fig.VIl.11. Schema bloc structurald standard
schema bloc structurald standard asociatd punctului @ unui sistem automat neliniar cu o singura
de echilibru (T, Ug, Vo, Yo). Se remarcd imediat ci neliniaritate

sistemul automat din fig.V11.11, descris de ecuatiile (1.27), se caracterizeaza prin punctul
de echilibruDy=0,Dv=0,Du=0.
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e. Ecuatia balantei armonice; procedeul celor doua locuri

Tn cadrul acestei sectiuni se admite ipoteza c& sistemul (1.27), pentru Uy fixat, are ca
unica stare de echilibru Dy =0, Dv=0, Du=0.

Tn afara acestei solutii este posibil ca ecuatiile (1.27) sa admitd si solutii periodice,
respectiv oscilatii Tntretinute in jurul punctului de echilibru Dy =0, Dv=0, Du=0.

Daca n sistemul Tn forma standard (fig.VV1l.11) exista oscilatii intretinute, atunci,
datorita efectului de filtru «trece-jos» al partii liniare, la intrarea elementului neliniar
preponderenta este fundamentala:

Du,(t) = Asinwt, teR; A>0,w>0. (1.29)

Tn aceste conditii, trecand la mérimi complexe, din ecuatiile (1.27), cu (1.29), la nivelul
fundamentalelor, rezulta:

DY, (A, jw)=G(jw)DV; (A, jw)
DV; (A, jw)=N(A)DU (A jw) (130)
DU (A, jw)=-DY; (A, jw),
n care N(A) este functia de descriere a neliniaritatii (1.28).
Eliminénd DV;(A, jw) si DY; (A, jw) intre ecuatiile (1.30) se obtine:

[N(AG(jw)+1]U, (A, jw)=0. (1.31)
Tntrucat U, (A, jw)=AelWt =0, din (1.31) rezulta:
N(A)G(jw)+1=0, A>0, w>0. (1.32)

Ecuatia (1.32), care, prin analogie cu cazul liniar, este ecuafia caracteristicd a
sistemului automat neliniar in forma standard, se numeste ecuatia balantei armonice.
Caleaprin care s-a ajuns la aceasta ecuatie prilejuieste formularea urmatorului rezultat.

Regula 1

Dacé in sistemul automat neliniar Tn forma standard existd oscilatii Tntretinute si daca
acestea se aproximeaza la nivelul fundamentalei, atunci amplitudinea A si pulsatia w din
relatia (1.29) satisfac ecuatia balantei armonice (ecuatia (1.32)). O

Ecuatia (1.32), Tn general complexa, este echivalenta cu ecuatiile reale:
Ng(A)=-ReG1(jw
r(A) (.J ) (1.33)
N, (A =-ImG1(jw).

Tn cazul neliniaritdtilor univalente functia de descriere este reald (N, (A) = 0), astfel ci
ecuatiile (1.33) au forma particulara:

N(A) =-ReGX(jw)

ImGL(jw)=0 (sau ImG(jw)=0),
situatie Tn care din a doua ecuatie se calculeaza pulsatiile oscilatiilor intretinute (pulsatii
determinate numai de partea imaginard a raspunsului la frecventa al partii liniare), iar din
prima ecuatie se calculeaza amplitudinile corespunzatoare ale fundamentalelor.

Daca N(A) si G(jw) au expresii complicate este dificil de gasit pe cale analitica solutiile
ecuatiilor (1.33). In astfel de cazuri se utilizeaza procedee grafice.

(1.34)
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Pentru rezolvarea pe cale graficd a ecuatiei

.
(1.32) aceasta se scrie sub forma: “m,
G(jw) = N; (A), (1.35) Re

in care N;(A) este functia de descriere invers
negativa a neliniaritatii (1.28). Se reprezintd in
acelasi plan (fig.V11.12) hodografele G(jw), w> 0,
si N; (A), A > 0. Punctele de intersectie corespund
oscilatiilor intretinute existente In sistemul auto-
mat neliniar. Aceastd cale de rezolvare a ecuatiei
(1.32) (prin (1.35)), foarte utild si pentru obtinerea unei imagini globale asupra existentei
oscilatiilor Tntretinute, este cunoscuta sub numele de procedeul (metoda) celor doua locuri.

Fig.VI11.12. Procedeul celor doua locuri

Exemplul 1.6 (aplicarea procedeului celor doud locuri)

Se considerd sistemul automat cu structura din fig.V11.11 n care Df(Du) = bsgnDu (releu
bipozitional (ideal)), cu sgn 0 = 0 (pentru existenta formala a punctului de echilibru Dy = 0,
Dv=0, Du = 0), si G(s) = (s3+a;s2+a,s+ag)~L, cu a >0, a >0 si ag>0. Se cere sa
se studieze oscilatiile Tntretinute (presupunand ca ele exista), la nivelul fundamentalei.

Functia de descriere a neliniaritatii de tip releu bipozitional (ideal) a fost determinata la
exemplul 1.1 (1°) si locul de descriere invers negativ a fost reprezentat in fig.VI11.6 (1°).
Utilizand procedeul celor doua locuri - fig.VI1.13, rezulta
cé existd gsinguré oscilatie intretinuta. Peg baza ecuatiilor ALWMJ'Lm
(1.34) se poate scrie: Ni(A) | Re

{4b/(pA) =—Re(-jw3 —aw?2 + ja,w +az)

Im(—jw3 —ayw? + ja,w +a3) =0, Saw)

din care rezulta wy = \/52 si A =4b/[p(aya, —az)]. Din  FigvI1.13. Procedeul celor doud
conditia A; >0 rezultd a,a, — ag > 0; aceasta inseamnd cd locuri 1a exemplul 1.6

daca ag > 0, atunci partea liniard trebuie sd fie BIBO-stabild (conform criteriului Hurwitz —
teorema 7 de la 11.6.4). Fundamentala oscilatiei intretinute are expresia:

Duy(t) =[4b/p(aqap —ag)]sinyas t, teR. O
Exemplul 1.7 (sinteza unui generator de oscilatii ntretinute)

Se considera sistemul automat cu structura din @ figVI.11 n care
G(s)=0,4(s3+s2+s)"L. Se cere sa se determine neliniaritatea univalentd Df(Du) astfel
ncat sistemul sa fie sediul a trei oscilatii intretinute.

Tntrucat neliniaritatea este univalentd, locul de descriere invers negativ se va situa pe
semiaxa reald negativd (In planul celor doud locuri). Locul de transfer G(jw)=0,4(—jw3-
-w2+jw)"1, fig.VIL.14, intersecteazd semiaxa reald negativda Tn punctul -0,4+j0
corespunzitor pulsatiei w; = 1. Tn aceste conditii o forma posibild a locului de descriere
invers negativ N;(A) este reprezentata in fig.V11.14, corespunzator tabelului:

A 0 [ 05 1 [15] 2 | 25 4 5 10 |
N(A) | —o | 066 | 033 | -04|-05| 04 | 025| 02 | 01 | 0
NA | 0 | 15 3 | 25| 2 3 4 5 10 | +o
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A
Ni(A) Ajim 6| Df (DU)
A=0 \ -04,/7-033 Re 4+t /
~06-05(|-03-02 |A=¥e 5 121 Du

_ W =+00 t t t ——

wi=1 /”_2 1 2

A1 =0,83 .
— 4 1_

GGw) [ A2= 13 A
A3=25 / 1-6
Fig.VI1.14. Procedeul celor doud locuri la la exemplul 1.7 Fig.VI1.15. Graficul neliniaritatii exemplul 1.7

Se asigurd astfel trei puncte de intersectie intre cele doud locuri, respectiv trei oscilatii
intretinute, toate de aceeasi pulsatie w; = 1 si de amplitudini A; = 0,83, A, = 1,55i A3 =25.

Utilizand formula de inversiune (1.21), cu numai primii patru termeni, se obtine pentru
neliniaritatea cdutata urmatorul tabel de corespondenta:

A 0 0,5 1 15 2 25 3 4 5 10 | +o
Df(A) | 0| 0825 | 36 | 33 | 234 | 558 | 98 | 214 | 31,6 | 117 | 4o

caruia i corespunde graficul din fig.VII.15 (trasat cu linie continud). Pentru realizarea
practica a acestei neliniaritafi se poate recurge la aproximarea printr-o linie poligonala
(trasatd cu linie Tntreruptd), posibil de materializat cu ajutorul unui amplificator operational
(subcapitolul 1V.1) prevazut cu un circuit de reactie cu rezistente si diode. O

1.2. Stabilitatea oscilatiilor intretinute

Observatiile experimentale care se pot face in cazul exemplului 1.7 (de pildd prin
simulare analogica) evidentiaza urmatorul fapt remarcabil: oscilatia Tntretinuta

Duy,(t) = 1,5sint
este stabild Tn sensul ca dupa orice perturbare, de scurtd duratd, fie prin scaderea fie prin
cresterea amplitudinii in intervalul (0,825, 2,5) urmeazd, n timp, revenirea naturala la
oscilatia Tntretinutd mentionatd. Nu acelasi lucru se constatd in cazul celorlalte doua
oscilatii ntretinute (de amplitudine 0,83 si 2,5), deoarece chiar dacd, Tn mod adecvat si
pentru o duratd oarecare, exista Tn sistem oricare din cele doud oscilatii, dupa o perturbare
oricat de micd si de duratd scurtd (intempestiva dar si inevitabila in orice experiment) nu
mai urmeaza revenirea la oscilatia intretinutd anterioard perturbdrii, ci Indepartarea de
aceasta. Se poate afirma cd oscilatiile Tntretinute

Duy,,(t) =0,83sint, Duy, () =25sint
sunt instabile.

Consistent cu aceste constatari, experimentele mai releva si corelatia logica intre natura
oscilatiilor intretinute si natura punctului de echilibru Dy=0, Dv=0, Du=0. Concret,
punctul de echilibru are caracter stabil deoarece oscilatia Tntretinuta de amplitudinea cea
mai micd este instabild. Cu alte cuvinte, dupd perturbarea starii de echilibru, de scurtd
duratd, prin cresterea amplitudinii n intervalul (0, 0,83), urmeazd, in timp, revenirea
naturald la punctul de echilibru, tocmai din cauza instabilitatii oscilatiei Duy,(t).

Aceste constatari de ordin experimental precum si corelatia dintre natura punctului de
echilibru si natura oscilatiilor intretinute justificd un studiu mai amanuntit al oscilatiilor
ntretinute din punctul de vedere al stabilitatii.
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a. Oscilatii limita
Se presupune ca Tn sistemul automat neliniar cu structura din fig.VII.11 s-ainstalat un
regim de oscilatii intretinute si cd, Intr-un mod oarecare, este posibild perturbarea de scurta

duratd Tn sensul scaderii sau cresterii, ntre anumite limite, a amplitudinii. Tn functie de
evolutia in timp a sistemului, ulterioard perturbarii, se disting urmatoarele trei cazuri.

Definitia 2
Oscilatia ntretinuta se numeste limita stabila dacd dupa perturbarea de scurtd durata,

atat n sensul scaderii cat si al cresterii amplitudinii, ambele suficient de mici, urmeaza
revenirea, in timp, la oscilatia intretinuta precedenta perturbarii. O

Definitia 3
Oscilatia Tntretinutd se numeste limita instabilda daca dupa perturbarea de scurta durata,

atat Tn sensul scaderii cat si al cresterii amplitudinii, ambele oricdt de mici, urmeaza
indepartarea, in timp, de oscilatia intretinutd precedenta perturbarii. O
Definitia 4

Oscilatia Tntretinutd se numeste limita semistabild, adicd stabila (instabild) la stanga si
instabild (stabild) la dreapta, daca dupa perturbarea de scurta duratd, Tn sensul scaderii
suficient (oricat) de mici si al cresterii oricat (suficient) de mici a amplitudinii, urmeaza
revenirea (indepdrtarea) si respectiv indepdrtarea (revenirea), In timp, la (de) si de (la)
oscilatia intretinutd precedenta perturbarii. O

Atributul limita utilizat Tn aceste trei definitii se justificd prin aceea ca oscilatiile
ntretinute constituie o limitd pentru t — +oo a procesului evolutiv declansat de perturbarea
de scurta durata a respectivelor oscilatii.

b. Regulalui Loeb

Pentru a formula o conditie privitoare la stabilitatea oscilatiilor intretinute se poate
utiliza procedeul celor doud locuri.

O oscilatie intretinuta (1.29), oricare ar fi natura ei, se caracterizeaza prin perechea
Ag >0, wy > 0, solutie a ecuatiei balantei armonice (1.32). O perturbare a ei, la t =0, areca
efect variatia amplitudinii dela Ag la Ay + DA si a pulsatiei de la wg lawg +Dw. Apare astfel
0 noua oscilatie care nu mai este riguros periodicd deoarece este afectata de o amortizare z,
pozitiva sau negativa. Expresia acestei oscilatii, la nivelul fundamentalei, este:

Duy (t) = (Ag + DA)e 2t sinfwg + DW)t = Im(Ag + DA)e 2 te/WoDMt t R (1.36)

Conform definitiilor 2 si 3 si relatiei (1.36), oscilatia Tntretinuta este:

o limitd stabila dacd DAz >0 (2.37)
si
e limita instabila daca DAz <O0. (1.38)

Pentru a converti conditiile (1.37) si (1.38) in niste conditii utilizabile practic se
porneste de la faptul ca Tnainte de perturbare era satisfacutd ecuatia (1.32), adica:

N(Ay)G(jwg)+1=0, (1.39)
si ca dupa perturbare, pentru |DA|, |Dw| si |z| suficient de mici si corespunzator relatiei
(1.36), areloc:
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N(Ay +DA)G[ j(wg +Dw + jz )] +1=0. (1.40)

Tmpartind Tn (1.40) prin N(A) si separand apoi pértile reald si imaginard se obtine:

X(Ag +DAWG +DW + jz) + jY(Ag + DAW, +Dw + jz) =0, (1.41)
in care;

X(AW) =-Nir(A) + Gr(W), Y(AW) =-Nj (A) + G, W), (1.42)

Nir(A) =ReN; (A), N; (A) =ImN; (A), (1.43)

Gr(W) = ReG(jw), G, (W) = ImG(jw). (1.44)

Tn ipoteza cd functiile X(Aw) si Y(Aw) sunt derivabile n (A W) se poate aplica in
(2.41) formulalui Taylor, ceea ce conduce la:

(%) DA+(%j (Dw+jz)+j(ﬁ] DA+(£] (Dw+jz)=0, (1.45)
oA pg W g oA ) py W Jg

n care s-a tinut seama ca ecuatiei (1.39), cu (1.42) — (1.44) Ti corespunde ecuatia:
X(Ao,w 0)+] Y(Ao,w 0)=0.

Efectuand calculele in (1.45), anuland partile reala si imaginara si apoi eliminand Dw
ntre ecuatiile obtinute se ajunge la:

2 2
son-| (%] (5L F a0
n care:
oX oY oX oY
(G, (S, L5 @
é‘A,%awW0 awwo 6AA0

Conform conditiilor (1.37), (1.38) si relatiei (1.46) oscilatia Tntretinutd este limita stabila
dacd § > O si limitd instabild dacd § < 0. Aceste afirmatii rdman valabile si pentru

DA—0,Dw -0,z >0 . §), cu (1.42) — (1.44), are expresia

Sy
wo ro LW ol dA g,

ceea ce permite s& se formuleze urmdtorul enunt.
Regula 2 (Loeb)

Oscilatia ntretinuta caracterizata prin perechea (A, W), solutie a ecuatiei (1.32), este:

e limita stabild daca $>0

e limitd instabila daca  §;<O0;

e limita semistabild dacd S =0.0

Aplicarea acestel reguli presupune calculul expresiei (1.48). O posibilitate de evitare a

calculului celor patru derivate din (1.48) se bazeaza pe observatia cd produsul vectorial al
vectorilor:

. _(dGR] i_+(dG|J - (dNR) - [olNiI -
o= — I, Vg = I+ B
dw wo dw wo dA Ao dA Ao

tinand seama de (1.48), este:




VI1.1. Metoda functiei de descriere 217

\_/G X\_/N =|\_/G|'|\_/N|S.n(\76,\_/N )IZ: (dG—RJ (di] 0] = SOIZ,
Wo Wo

~1

dw dw

), (%),

unde i, j si k sunt versorii spatiului euclidean tridimensional.

Avand Tn vedere cd Vg Si Vy sunt vectorii tangenti respectiv la hodografele G(jw) si
N; (A) in punctul lor de intersectie, caracterizat de perechea (A, W), si ca sensul pozitiv al
vectorului produs vectorial se obtine atunci cand unghiul dintre Vg si V), masurat ih sens
pozitiv (antiorar), este cuprins intre 0 si p, regula 2 poate fi reformulata in felul urmétor.

Regula 3 (Loeb)

Oscilatia ntretinuta caracterizata prin perechea (A, Wp), solutie a ecuatiei (1.32) si
corespunzatoare unui punct de intersectie a hodografelor G(jw) si N; (A), este:

o limitd stabild dacad pornind din punctul de intersectie de-a lungul lui G(jw) pentru w
crescdtor, locul N; (A) pentru A crescdtor ramane la stanga si pentru w descrescator
locul N(A) pentru A descrescator ramane la dreapta — fig.V11.16.a;

e limitd instabild daca pornind din punctul de intersectie de-a lungul lui G(jw) pentru
w crescdtor, locul N, (A) pentru A crescator ramane la dreapta si pentru w
descrescator locul N(A) pentru A descrescator ramane la stanga — fig.V11.16.b;

e limita semistabild dacd Tn punctul de intersectie cele doua locuri sunt tangente —

o

fig.VIl.16.c.O
 jim b jim b jim
Re Re Re
a b c

Fig.VI11.16. Pentru ilustrarea regulii 3; oscilatia Intretinuta este:
a— limita stabild, b — limita instabild, ¢ — limita semistabild
Evident, regula 3 poate fi folositd fara nici un fel de calcule, cu conditia trasarii
prealabile a hodografelor G(jw) si N; (A), si consta numai in evaluarea pozitiei relative a
celor doud locuri Tn vecindtatea punctelor de intersectie.

Exemplul 1.8

Se considera sistemul automat de la exemplul 1.7. Se cere sa se determine natura celor
trei oscilatii intretinute.

Conform fig.VI11.14 si conform regulii 3 numai oscilatia intretinutd caracterizata de
wy = 1si Ay = 1,5 este limita stabila in timp ce celelalte doua sunt limita instabile. Aceste

constatdri confirmd cele expuse in partea introductiva a acestei sectiuni si permit o



218 VII. Sisteme automate neliniare

caracterizare mai detaliatd a proprietatilor sistemului. De exemplu dacd functionarea
sistemului are loc la oscilatia limita stabild, orice perturbare a acesteia cu 0,83 < A < 1,5,
este urmatad de revenirea la oscilatia limitd stabild. Daca A < 0,83, atunci pentru t — +o,
urmeaza A — 0 si sistemul ajunge in punctul de echilibru Dy = 0, Dv = 0, Du = 0, care este
stabil (Tn mic; ase vedea 1.3.9). Daca A > 2,5, atunci pentrut — +oo, urmeazd A — +o0.00

Din cele prezentate la exemplul 1.8 se trage concluzia ca daca cele doua locuri au mai
multe puncte de intersectie, nici unul de tangenta, atunci Tn mod logic, natura oscilatiilor
intretinute, de exemplu n ordinea crescatoare a amplitudinilor lor, este cea prezentatd in
fig.VI1.17.a, b. Dacd existd si puncte de tangentd ale celor doud locuri, atunci oscilatiile
semistabile sunt stabile la dreapta, dacd se situeazd la stdnga unei oscilatii instabile —
fig.VIL.17.c, si instabile la dreapta, dacd se situeaza la stdnga unei oscilatii stabile —
fig.VI1.17.d.

Oscilatiile limita stabile, numite si autooscilatii, sunt fenomene neliniare tipice. Ele nu
au corespondent Tn cazul sistemelor automate liniare si, principial, nu pot fi produse decét
n cadrul sistemelor automate neliniare.

a - ——— - ——— ———— jIm
I 1 1 1 1 -
A0 A; A Az A A

b — = -

— ——— ——

EESECHCNONO p

Fig.VI1.17. Natura oscilatiilor intretinute: s — stabile,
i —instabile, si — stabile la stAnga si instabile la dreapta,
is— instabile lastanga si stabile la dreapta, PE — punct de Fig.VI11.18. ,,Defectiunea” regulii lui Loeb in
echilibru; sdgetile indica sensul de evolutie a oscilatiilor cazul punctului P

Al 2 Ag -
EEONONOINO P//

Aplicarea regulilor 2 si 3 pentru determinarea naturii oscilatiilor Intretinute trebuie sa se
faca cu circumspectie deoarece se pot obtine rezultate eronate Tn cazul punctelor de
intersectie ale celor doua locuri situate Tn interiorul spiralei locului de transfer G(jw). Un
exemplu concludent Tn acest sens este acela pentru care néliniaritatea este un releu
bipozitional (ideal) si partea liniara, BIBO-stabila, este de forma G(s)=
=(s’+a,sb+a,s®+...+a;)"L Folosind procedeul celor douad locuri, fig.VII.18, si

aplicand regula 3, rezultd ca cele doud oscilatii intretinute sunt ambele limita stabile, ceea
ce nu este plauzibil. Tn realitate, asa cum araté rezultatele obtinute prin simulare, oscilatia
intretinuta corespunzatoare punctului P din fig.VII.18 este limita semistabild (stabila la
stanga si instabila la dreapta).

Explicatia ,,defectiunii” regulii lui Loeb n cazul punctului P (fig.VI11.18) este ca la
formularea acestel reguli nu s-au avut in vedere si punctele de intersectie situate in
interiorul spirale locului de transfer G(jw). Cu acest prilej mai trebuie remarcat ca daca
ipoteza 4° de la 1.1.a nu este satisfacutd sau dacad Tn sistem apar oscilatii Tntretinute de
pulsatii mult mai mici ca pulsatia de tdiere a partii liniare, atunci rezultatele care se obtin cu
ajutorul ecuatiei balantei armonice (1.32) por fi afectate de erori importante.
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1.3. Stabilitatea punctului de echilibru

a. Preliminarii

La exemplul 1.8, in corelatie cu natura oscilatiilor intretinute si prin extensie
contextuald, s-a afirmat ca punctul de echilibru este stabil.

Comparativ cu BIBO-stabilitatea (definita la 11.6.1) utilizarea termenului de stabilitate
n conexiune cu punctul de echilibru are o semnificatie fenomenologica diferita.

Pentru stabilirea unui cadru riguros in scopul examindrii stabilitatii punctului de
echilibru este necesara o abordare adecvata in domeniul timpului.

Fie un sistem dinamic neliniar descris de urmatoarea ecuatie diferentiala:

x=f(x), teR,, xeR", (1.49)
incaref: R"— R"si vectorul x defineste starea sistemului. Sistemului (1.49) i se asociaza
starea initiala:

X(to) =Xo» to € R+. (150)

Se admite ca f este continua si lipschitziana (adica || f(y)-f(y,) 1< Llly,=y> I,
L > 0, y;, Yo € RN), respectiv cé problema Cauchy (1.49), (1.50) admite solutia unica:

X(t) =] (titg, %), t>tg, (1.51)
care defineste traiectoria sistemului Tn R" corespunzatoare starii initiale (1.50).

Definitia 5

Stareax = a = constant se numeste punct de echilibru al sistemului (1.49) daca:

f(a)=0.0O (1.52)

Notiunea de punct de echilibru are semnificatie fizica evidenta deoarece intr-un astfel de

punct viteza starii este nula (pentru x = a din (1.52) si (1.49) rezultd x=0), traiectoria
corespunzatoare reducandu-se la un punct.

Exemplul 1.9
Se considera sistemul automat neliniar cu structura din fig.VI1.11, cu G(p) de forma

(1.23), a, = 0 si m < n (In concordantd cu ipoteza 4° de la 1.1.a). Se cere sa se determine

ecuatia de forma (1.49) care descrie acest sistem.
Ecuatiile (1.27) pot fi scrise si sub forma:

Dy =G(p)Df (—Dy).
Tn ipoteza m < n (fara a reduce generalitatea se considerd m=n— 1, urmand ca valoarea
efectiva a lui m sa fie datd de indicele primului coeficient nenul din sirul by, 4,...., bg), cu

notatiile: a, =a,_, /a,,by =b,_ /a,,k=1n, si tindnd seama de (1.23) se pot defini
urmatoarele variabile de stare:

X, =Dy

Xp = PXg +a3% — by Df (=)

Xp = PXp_q +& 1% — b1 DF (=%q).
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Tnlocuind X1,.--. X, TN ecuatia sistemului rezultd:
PXy =—a % + b, Df (=%;).

Explicitand acum x; = px; ,i =1n, din relatiile de mai sus se obtine ecuatia diferentiala:

Xl —ai X + lef (_Xl) + X
).(2 —32X1+b2Df (—X1)+X3
Xn —anpX +bnpDf (=x1)

Tntrucat Df(0) = O rezultd c& punctul de echilibru al acestui sistem este x = O (respectiv
X1 =0, %X, =0,...., %, = 0) si, cu referire la ecuatiile (1.27), Dy=0,Dv=0,Du=0.0

Definitia 6
Punctul de echilibru x = a al sistemului (1.49) se numeste stabil dacd pentru orice e > 0
exista d > 0 astfel Incét ||xg-al|<d implicd |[x(t)-al|<e, t > t5. Punctul de echilibru x = a se
numeste global stabil daca el este stabil pentru orice xy eR". 0O

Definitia 7

Punctul de echilibru x = a al sistemului (1.49) se numeste asimptotic stabil daca el este
stabil si lim,_,  [|X(t)-a|| = 0. Punctul de echilibru x = a se numeste global asimptotic stabil

dacd el este asimptotic stabil pentru orice Xy eR". O
Definitia 8

Punctul de echilibru x = a al sistemului (1.49) se numeste instabil daca el nu este stabil.
Punctul de echilibru x = a se numeste global instabil daca el este instabil pentru orice x;eR".00

Din definitiile 6 si 7 rezulta ca stabilitatea asimptotica implica stabilitatea. Distinctia
necesara n acest context este urmatoarea: punctul de echilibru se numeste simplu stabil
(sau neutral stabil) daca el este stabil dar nu este asimptotic stabil.

Trebuie de asemenea remarcat ca in cazul utilizarii atributului global, Tn mod necesar
punctul de echilibru x = a este unic.

S-a aratat ca solutia (1.51) defineste traiectoria sistemului (1.49) in R" corespunzatoare
starii initiale (1.50). Tn cazul n = 2 reprezentarea traiectoriei se face in planul stérilor, fiind
posibild o interpretare geometricd simpla a definitiilor 6 — 8. Pentru a = 0 inegalitatile
IIX|| < esi||X| <d, in care ||| este de exemplu norma euclideand, au ca imagini discuri
marginite de cercurile C4, Cy, cu centrul in origine si de raze e d, fig.VI1.19.

Evolutia are loc datorita perturbarii (P, fig.V11.19) sistemului din punctul de echilibru
x = 0 prin alocarea, intr-un mod oarecare, lat = ty, a starii initiale x,.

Dacéa originea planului starilor este un punct de echilibru stabil a sistemului (1.49),
atunci oricare ar fi cercul Cg, existd in interiorul sidu un cerc Cq, astfel incét orice
traiectorie care porneste din interiorul lui Cy rdmane in interiorul lui Co—fig.VIl.19.a

Daca originea planului starilor este un punct de echilibru asimptotic stabil al sistemului
(1.49), atunci orice traiectorie care porneste din interiorul lui Cy rémane in Cg si in plus ea
converge, in timp, catre origine — fig.VI11.19.b.
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A X2 X2 ‘ X2
Ce Ce Ce
X0
P X1 X X1 ﬁ 3 X1
>
0 0 0
Cd (1) Cd X(®) Cq X(t)

a b c

Fig.V11.19. Interpretarea geometricd a definitiilor 6 — 8; P perturbarea starii de echilibru x =0, lat = t, prin
alocarea starii initiale x,; punctul de echilibru este: a- stabil (neutral), b — asimptotic stabil, ¢ - instabil
O comportare contrard aceleia din fig.V11.19.a, respectiv exista un C, astfel Tncét pentru
orice Cy exista o traiectorie care porneste din interiorul lui Cy si nu rdmane n interiorul lui
Ce, arata ca originea este un punct de echilibru instabil al sistemului (1.49) —fig.VI1.19.c.

O examinarea comparativa a notiunilor introduse prin definitiile 6 — 8 conduce la
constatarea ca, din punct de vedere calitativ — practic, situatia cea mai avantajoasd
(dezirabild) este ca punctul de echilibru sa fie global asimptotic stabil.

b. Cazul sistemelor liniare

Pentru a investiga natura structural — parametricd a notiunii de stabilitate asimptotica si
pentru determinarea unei conexiuni cu BIBO-stabilitatea se analizeaza in continuare cazul
sistemelor liniare.

Se considera sistemul (1.49) particularizat sub forma:

x=Ax teR,, xeRMN, (153)

n care A este 0 matrice patratica de ordinul n, cu elemente reale constante.

Sistemul (1.53) are ca punct de echilibru x = 0.

Fie D(s) =det(I ns— A) polinomul caracteristic al matricei A (l,, este matricea unitate
de ordinul n) si fie |;, i=1r, valorile proprii distincte ale matricei A, fiecare de
multiplicitate g;, cuz{:lqi =n. Se stie ca valorile proprii sunt zerourile polinomului
caracteristic.

Teorema 2

Punctul de echilibru x = 0 al sistemului (1.53) este global asimptotic stabil daca si

numai daca toate valorile proprii ale matricei A sunt situate in {Re s< 0}.
& Pentru a obtine solutia problemei (1.53), (1.50), cu ty = 0, se aplica ecuatiei (1.53)

transformarea Laplace cu conditia initiala (1.50). Se obtine:

1 .
X(8)=—(I, = A 1xy =———adj(l ,5— A)Xp.
( ) ( n ) 0 D(S) J( n ) 0
Revenind la domeniul timpului (conform teoremel dezvoltarii, Anexa A.1.2.b) rezulta:

X(t):—i.qziﬁAithi_jel X, 130, (154)
i=1 =1\ '
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1 di-t , 1 L=
i = —|(s—1;)%(I,s- A , i=1r, j=1g;.
Aj (j—l)!{dsjl[( I) (n ) ]S_|A 1, =10
Tn conformitate cu definitia 7 punctul de echilibru x = 0 a sistemului (1.53) este global
asimptotic stabil dacd si numai dacd Re | ; <O, i =1r.0

Exemplul 1.10 (legatura dintre stabilitatea asimptotica si BIBO-stabilitate)

Pentru a examina posibila legdturd intre stabilitatea asimptotica si BIBO-stabilitatea
unui sistem liniar si pentru simplitatea expunerii se considera sistemul de la exemplul 1.9n
care Df(-Dy) = 0. Tn aceastd situatie este activd numai partea liniara reprezentata de G(p)
(relatia (1.23) — raportul a doua polinoame relativ prime intre ele) care este la originea
ecuatiei diferentiale (1.53) n care:

-—a; 10 - 0
-—a, 01 - 0
A= : Do :
-a,; 0 0 - 1
-a, 0 0 - 0

este 0 matrice de tip Frobenius.

Potrivit teoremei 2 stabilitatea asimptotica globald a punctului de echilibru x = 0 este
echivalenta cu {vp} ={Re s < 0}, unde {vp} este multimea valorilor proprii ale matricei A,
care sunt de fapt zerourile polinomului caracteristic D(s)=det(l,,s—A). Se demonstreaza
relativ usor ca pentru A de tip Frobenius se obtine D(s)=s"+as""1+...+a,_;s+a,.

Pe de alta parte se stie (teorema 2 de la 11.6.2) ca BIBO-stabilitatea sistemului descris de
G(s) (din care provine G(p)) este echivalenta cu {p}={Re s < 0}, unde {p} este multimea
polilor lui G(s). Din (1.23) rezultd cda polinomul (monic a) polilor este p(s)=s"+
+a "+ +a,_ S+a,, a=a,/a, i=1n (notaii introduse la exemplul 1.9).

Tntrucat Tn acest caz D(s) = p(s) se trage concluzia ca stabilitatea asimptoticd globala a
punctului de echilibru este echivalentd cu BIBO-stabilitatea sistemului.

Tn cazul general se demonstreazd ca {p} < {vp} ceea ce permite si se afirme ca
stabilitatea asimptotica globalda a punctului de echilibru implica BIBO-stabilitatea
sistemului. Evident implicatia inversa este adevaratd numai daca {p} = {vp}.O0

c. Stabilitatea asimptotica in prima aproximatie

Fie un sistem dinamic neliniar descris de ecuatia (1.49) Tn care se pot separa un termen
liniar si un termen neliniar, de forma:

x=Ax+g(x), teR,, xeR", (1.55)

unde g(x) este o functie neliniard, continud, cu g(0) = 0.

Sistemul (1.55) are punctul de echilibru x = 0. Pentru orice alt punct de echilibru
x =a=#0cuAa+ g@ =0, se face translatia X =x—a . Ecuatia (1.55) devine:
X = AX + §(X) cu g(X)= Aa+ g(X +a), careare punctul de echilibru X = 0.

Ecuatia (1.53), cu acelasi punct de echilibru (x = 0), este aproximanta liniara a ecuatiei
(1.55). Solutia sistemului (1.53), cu conditia initiald (1.50) si t; = 0, are forma:
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X(t) = X(t)x, teR,, (1.56)

in care X(t) este matricea fundamentald a sistemului (1.53), cu det X(t)=0, t € R, a carei

expresie analitica poate fi lesne identificatd in (1.54).
In ipoteza ca aproximanta liniara (1.53) are punctul de echilibru asimptotic stabil, exista
constantele N > 0 si a > 0 astfel Tncét:

X< Ne?t, teR,. (157)

De exemplu, cu notatiile Ag=max;; [|A;ll, a=max; Rel; si q=max;q, cele doua
constante se pot alege dupd cum urmeaza: pentru g = 1, N = Ajn si a = — a; pentruq > 1,
N=[-(g-1)e I(a+a)1]91A,qr, 0 < a < -a.

Din (1.56) si (1.57) urmeaza ca pentru solutia aproximantei liniare (1.53) se poate scrie:

[x®)] < N|xo[le ' teR,. (1.58)

Acest rezultat prilejuieste particularizarea definitiei 7 sub forma urmatoare.

Definitia 9

Punctul de echilibru x = a al sistemului (1.49) se numeste exponential asimptotic stabil
dacd el este stabil si exista N > 0 si a > 0 astfel incat solutia (1.51) satisface inegalitatea
[x(t)-al|<Ne-a(t-to)| t > t,. Punctul de echilibru se numeste global exponential

asimptotic stabil daca el este exponential asimptotic stabil pentru orice x; € R". O

Tn mod evident stabilitatea exponential asimptoticd implica stabilitatea asimptotica.
Implicatia inversa nu are loc in genera. Tn cazul sistemului liniar (1.53), pe baza
inegalitatii (1.58), rezultd ca stabilitatea asimptotica globala a punctului de echilibru x =0
este echivalenta cu stabilitatea exponential asimptotica globala a respectivului punct.

Cu aceste elemente pregatitoare se poate formula urmatorul rezultat privitor la sistemul
(1.55) si la aproximantul liniar (1.53)

Teorema 3 (Poincaré - Liapunov)

Sistemul (1.55) satisface urmatoarele ipoteze:

1° Punctul de echilibru x = 0 a aproximantului liniar (1.53) este exponential asimptotic
stabil.

2° g(x) satisface inegalitatea ||g(x) || < L|Ix]| cuL > 0, suficient de mic.

Atunci punctul de echilibru x = 0 al sistemului (1.55) este exponential asimptotic stabil.

2 Pentru ty = 0 aplicand metoda variatiei constantelor in (1.55) cu (1.56) se obtine:

X(0) = X (0% + [ XOX H@)g(x@)da, teR,.

Trecand la norme in aceastd ecuatie si tindnd seama de (1.58) si ipotezele 1° si 2°
rezulta:

Ix(®)] < NJxole ™ + LN[ 2D |x@)|dg, teR,.

Se Tnmulteste aceastd inegalitate cu e si se introduc notatiile: y(t)=|x(t)|let,

M=N]xoll si a = LN. Se obtine: y(t) <M +a‘fé y(@)dg Tnmultind cu a si ficand notatia
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z(t) = Lt) y()dg se ajunge la inegalitatea diferentiala: z(t) < az+ Ma. Integrénd delaO la

t cu z(0) = 0 rezultd z(t) < Meat — M. Revenind la functia y(t) (prin Tnlocuirea lui z(t)) si
tinand seama de inegalitatea pe care acesta o satisface, dupa calcule elementare se obtine:
y(t) < Me?t, teR,. Tnlocuind acum y(t), M si a se constatd ci solutia sistemului (1.55)

satisface inegalitatear [|x(t)]| < Nl|xlle” (@-L/N)t teR,. Pentru L < a/N rezultd ci
punctul de echilibru x = 0 al sistemului (1.55) este exponential asimptotic stabil. O

d. Regulalui Kochenburger

Tn cazul sistemelor automate cu neliniaritati care realizeaza Dv = 0 pentru Du e(-a, a)
sau Du €[-a, a], a >0, cum sunt releul, zona de insensibilitate si jocul Th angrenaje (a se
concretizeaza respectiv conform fig.VII.1, fig.VIL.2.b si d), toate punctele intervalului
(-a, a) (sau [-a, a]) pot fi puncte de echilibru. Ele constituie o zonad de echilibru si prin
conventie se trateaza de reguld ca un punct de echilibru unic.

Existenta unor oscilatii ntretinute intr-un sistem automat neliniar arata ca punctul de
echilibru (daca existd) nu este global asimptotic stabil. Tn acest context procedeul celor
doua locuri, prin analogie cu cazul sistemelor automate liniare, permite o extensie naturala
a criteriului de stabilitate Nyquist pentru cazul sistemelor automate neliniare. Comparativ
Ccu acesta (teorema 7 delaV1.4.2.a), aici rolul punctului critic (-1, jO) este jucat de locul de
descriere invers negativ N;(A). Din acest motiv N;(A) se mai numeste locul critic.

Regula 5 (Kochenburger)

Punctul de echilibru (unic) Dy=0, Dv=0, Du=0 a sistemului automat Tn forma
standard (fig.VV11.11) este global asimptotic stabil daca la parcurgerea locului de transfer
G(jw), in sensul crescdtor al lui w, locul critic N; (A) raméane la stanga si complet in afara

locului G(jw). O
e. Aplicatie: sistem automat de pozitionare

Pentru sistemul automat de pozitionare de la V1.4.2.b, in ipoteza liniaritatii, s-a adoptat
un regulator PDT1 care asigura o BIBO-stabilitate relativa satisfacatoare. In sistemul real se
pot identifica usor unele neliniaritati accidentale. Dintre acestea jocul Tn angrenaje (care
este prezent in reductorul Rm, fig.VV1.35) poate influenta negativ stabilitatea. Se cere sa se
evalueze efectul acestei neliniaritati asupra stabilitatii punctului de echilibru.

Sistemul automat are o zona de echilibru pentru |Dg | < 20, (q este unghiul axului
servomotorului — fig.VI1.35; g, este semi-jocul in angrenaje si are semnificatia lui e din
fig.VI1.2.d). Datoritd componentei | existente Tn G(s) (polul s = 0) este posibila realizarea
conditiilor g =0 (axul servomotorului Tn repaus), e=0, g, = g si u =y care definesc
situatia de echilibru. Din acest motiv zona de echilibru poate fi tratatd ca un punct de
echilibru unic.

Functia de descriere a neliniaritatii de tip joc in angrenaje, cu notatiile din fig.VI1.2.d
(adicd pentru g, = €), are expresia:

2 2
N(A):ﬁ{p—+arcgn[1—2—ej+2(1—2—ej E—e—+j4[e——3ﬂ, A>e.
pl2 A A
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Conform tabelului:
Ale 1 1,25 1,66 25 5 +o0
IN(A)|/K 0 0,322 0,576 0,695 0,775 1
argN(A) —90° -38° —320 —26° -15° 0°
KIN;(A)| +o0 31 1,74 1,44 1,29 1
argN;(A) -90° -142° -148° -154° -165° -180°

si conform fig.V1.41 hodografele N; (A) si G(jw) (= Ggo(jw)) auformele dinfig.VI1.20.
Intrucét raportul de transmisie k, a reductorului Rm a fost inclus in G(s), se consideré
k = 1, ceea ce corespunde situatiei Tn
care locul critic N;(A) trece prin punctul
—-1+j0. Conform regulei 4 punctul de
echilibru este global asimptotic stabil.
Daca raportul de transmisie creste, Si
anume de k ori, atunci locul critic N;(A)
se deplaseaza omotetic spre dreapta,
ajungandu-se, pentru k=2, la un punct
de tangentd Tintre hodografdle N;(A)
si G(jw). Se trage concluzia ca punctul
de echilibru este global asmptotic
stabil pentru 0<k<2. Pentru k=2 Fig.VI1.20. Procedeu_l gelqr doud I_ocgri TAn cazul sis_temului
in sistemul automat apar oscilatii automat cu neliniaritate de tip joc Tn angrenaje
intretinute; de exemplu pentru k = 3 oscilatiile intretinute sunt Duyy(t) = 1,3e sinl2t si
Dui)(t) = 4e sinl9t, prima fiind limita instabila si a doua — limita stabila.

f. Criteriul Bilharz

Ecuatia balantei armonice (1.32) mai poate fi utilizatda pentru studiul stabilitatii
asimptotice pe baza localizarii radacinilor Tn planul complex.

Tinand seama ca G(s) = kz(s)/p(s), Tn care p(s) si z(s) sunt respectiv polinomul polilor si
polinomul zerourilor (ambele monice si relativ prime intre ele), ecuatia (1.32), Tn care se
nlocuieste polinomul polilor (analogul cazului liniar):

Po(s, A) = p(s)+ kN (A)z(s). (1.59)
Regula 6

Punctul de echilibru unic Dy=0, Dv=0, Du=0 al sistemului automat Tn forma standard
(fig.V11.11) este global asimptotic stabil dacd py(sA) este hurwitzian pentru toti A> 0. O

Tn cazul neliniaritatilor multivalente N(A) este o functie complexd, ceea ce Tnseamna c&
polinomul (1.59) are coeficienti numere complexe. Pentru aplicarea criteriilor Hurwitz,
Routh etc. au fost necesare extinderi adecvate. Se prezintd in continuare o generalizare la
cazul complex a criteriului Hurwitz (teorema 7 delall.6.4).

Fie

D(s) = S" + (ary + jay1)S" L + (ARp + j2)S" 2 + oot (BRn + JAIN)s (1.60)

incare agj, a;j €R, i = 1,n, pentru care se defineste matricea Bilharz de ordinul 2n:
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1 a, —ag, —83 Aap, 85 —Agg “q7

0\‘ar_\k‘a|2 —Agy "8, Ags A Ay e

01 3 B T3 R4 5 ““Re U

0 0\‘am\‘a|2 gy 8, A8gg A e
Bon = 0 1 -a,, —a a a

0

0 \au R "3 qre 5 (1.61)
0 O\aR&‘alz —Apg 8, gy e

L
incare ag = a;; =0 pentrui >n.
Teorema 4 (Bilharz)
Polinomul (1.60) este hurwitzian daca si numai daca:
det By, >0, k=1n. O (1.62)

O extindere similard s-a dat si metodei locului radacinilor (cap. V). Utilizarea ei este
limitata datoritda complicatiilor pe care le introduce dependenta zerourilor polinomului
(1.59) de amplitudinea A.

Exemplul 1.11 (sistem automat de pozitionare; continuare)

Se considerd sistemul automat cu structura din fig.VI1.11 in care neliniaritatea este un
releu tripozitional cu histerezis (fig.V11.1) si G(s)=1/[s(s+1)]. Acesta este un; o simpla
comparatie cu sistemul de la VI.4.2.b, in care regulatorul este releul (realizabil cu
amplificator operational) si parametrii partii liniare au valori adecvate, confirma acest fapt.
Se cere sa se determine parametrii releului pentru care punctul de echilibru este global
asimptotic stabil.

Conform fig.VIl.1 sistemul are zona de echilibru |Du| < a. Datoritd polului s = 0,
existent Tn G(s), este posibila realizarea conditiilor Dv = 0, Du = 0 (axul servomotorului Tn

repaus) ceea ce permite tratarea zonei de echilibru
P_a \10 L. .
b ca punct c_JIe echilibru unic. o
Functia de descriere a fost determinatd la

8
exemplul 1.1. Cu (159), po(s,A)=s’+s+a—jb,
6 -
\ i care a=2ab(A2/a2 1+ A2la2—P)IpA?), cu
‘\ stabilitate asimptotici—| ] ) _ _
\ globald ] A>a, si b =2ab(1-q)/(pA)“. Matricea Bilharz
‘\ 2 (1.61) asociatd polinomului po(s,A) are forma:
~N 1 0 -a 0
~ g 5 |01 -b 0O
-10 06 -02 02 04 10 4=
Fig.VI11.21. Domeniul de stabilitate asimptotica 01 0 -a
globald la exemplul 1.11 00 1 -b
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si conform conditiei (1.62) rezultd detB, = 1 si detB, = a —b 2> 0. Tnlocuind a si b, din ultima
inegalitate rezultd in mod evident:

VAZ/a2 —1+A2/a? -2 > 2ab(1- q)? /(pA2)

care trebuie si aiba loc pentru orice A > a. Tntrucit expresia A2(y A2 /a2 —1+\/A2/a2 -g2)

este monoton crescatoare pentru A > a, rezultd ca ultima inegalitate are loc pentru orice A > a
daca si numai daca ea are loc pentru A = a. Aceasta conduce larezultatul:

pa/ 2b> (1-q)\/(1-q) /1+q), q =1

Domeniul de stabilitate asimptotica corespunzator este reprezentat infig.V11.21. O

g. Stabilitatea asimptotica in mic

Tn situatia in care intr-un sistem automat neliniar existd oscilatii intretinute, in functie de
natura celei mai apropiate de punctul de echilibru Dy=0, Dv=0, Du=0 (adica A = 0),
respectiv a celei de amplitudinea A; >) cea mai mica, se pot face urmatoarele afirmatii:

1° Punctul de echilibru este instabil daca oscilatia de amplitudinea A, este limita stabila
sau limitd stabild la stanga - fig.VI1.17.b,c.
2° Punctul de echilibru este asimptotic stabil (se spune si Tn mic, adica pentru 0<A<A,)
daca oscilatia de amplitudinea A, este limita instabila sau limitd instabild la stanga —
fig.VIl.17.ad.
Tn ambele cazuri amplitudinea A se determind prin procedeul celor doud locuri (regula
1 delal.l.e) si natura oscilatiei intretinute se evalueaza cu regula lui Loeb (regula 3 de la
1.2.b). Tn cazul 2° determinarea lui A, corespunde domeniului [Du| < A; pentru care punctul
de echilibru este asimptotic stabil. Astfel, pentru sistemul de la exemplul 1.6 (in care,
pentru existenta punctului de echilibru Du=0, este formal necesar ca Dv = bsgn 0 = 0)
punctul de echilibru este instabil deoarece singura oscilatie Tntretinuta este limita stabila. In
schimb, sistemul de la exemplul 1.7 are punctul de echilibru asimptotic stabil Tn mic si
anume pentru |[Du| < 0,83, deoarece oscilatia ntretinutd de amplitudinea cea mai mica
(A = 0,83) este limita instabild. Si Tn cazul sistemului automat de pozitionare de la punctul
e, pentru k = 3, punctul de echilibru este asimptotic stabil pentru |Du| < 1,3e deoarece osci-
latia intretinutd de amplitudinea cea mai mica (A= 1,3e) este limitd instabild (fig.V11.20).

1.4. Problema stabilizarii

Stabilizarea sistemelor automate neliniare consta n satisfacerea regulii 4 si anume: prin
deplasarea spre dreapta a hodografului G(jw) si / sau prin deplasarea spre sténga a
hodografului N, (A) astfel incat distanta minima dintre acestea sa asigure calitati de
stabilitate satisfacatoare. Realizarea stabilizarii, corespunzétor afirmatiei precedente, consta
in introducerea unor elemente de corectie liniare si/ sau neliniare, plasate adecvat Tn schema
bloc structurald, astfel incat sa se produca deplasarile necesare ale celor doud locuri.

Solutia cea mai simpla constd Tn utilizarea unor elemente de corectie de tip serie. De
pilda in cazul sistemului automat de pozitionare de la 1.3.€, fig.V11.20, pentru cazul k= 3 se
poate introduce o neliniaritate, Tnainte de neliniaritatea de tip joc in angrenaje — fig.V11.2.d
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prin care se produce o deplasare spre stdnga a locului de descriere invers negativ rezultant
astfel Tncat cele douad locuri (locul de transfer si locul de descriere invers negativ rezultant)
S& nu se mai intersecteze si, mai mult, sa existe intre ele o distanta suficient de mare astfel
ncat calitatea stabilitatii asimptotice a punctului de echilibru sa fie satisfacatoare.

O altd solutie este prezentata in fig.V11.22, in care N.(A) este functia de descriere a

elementului corector neliniar si G(p), Ggo(p) corespund functiilor de transfer G4(s),
G,(s) ale elementelor corectoare liniare. Conform acestei scheme (in care cele doud
neliniaritdti au aceeasi marime de intrare) ecuatia balantei armonice are forma:

Geq (jW)Gea (jW)N¢ (A) + G (jw)G(jw)N(A) +1= 0. (1.63)
e Dacd se adopta N.(A) = N(A), atunci din (1.63) rezulta:
Geg (jW)[Gea (jw) +G(jw)IN(A) +1= 0.

ceea ce permite alegerea adecvatd a elementelor de corectie liniare.

elemente corectoare

|

Gaip) e ] oo
J
|

Fig.VI1.22. O posibilitate de stabilizare a unui sistem automat neliniar
e Dacd se adoptd Gg, (jw) = G(jw), atunci din (1.63) se obtine:
Ge1 (JW)Ge2 (JW)[Nc(A) + N(A)] +1=0,
ceea ce permite alegerea unei neliniaritati adecvate.
o Dacd se adoptd N¢(A) =1— N(A), G, (jw) = G(jw), atunci din (1.63) rezulta:
Ger (jW)Ge2(jw) +1=0,
ceea ce este echivalent cu o compensare a neliniaritatii N(A) si transformarea sistemului

automat neliniar intr-un sistem automat liniar. Determinarea efectivd a neliniaritatii de
corectie se poate face cu ajutorul formulei de inversiune (1.21) de la 1.1.b.

b. Utilizarea diagramei Bode

Utilizarea Tn proiectare a ecuatiei balantei armonice si a procedeului celor doua locuri
este Tnsotitd in primul rand de dificultdti de calcul. Avand in vedere ca metoda functiei de
descriere este esentialmente frecventiald, orientarea spre utilizarea diagramel Bode atét
pentru analiza stabilitatii cat si pentru rezolvarea problemei stabilizarii este pe deplin
naturald.

Pentru mai multd flexibilitate in manipularea diagramei Bode functia de descriere se
pune sub forma:

N(A)=k,Np@), a=A/a, (1.64)
unde k, este un coeficient de normare, a este un parametru al neliniaritatii, a este

amplitudinea normata si Nj,(a) este functia de descriere normata.
Tnlocuind (1.64) in (1.32) se obtine:
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Np (A)G,(jw) +1=0, (1.65)
unde:
Gn(jw) = knG(jw) (1.66)

este raspunsul la frecventa normat al partii liniare.
Ecuatia (1.65) este echivalenta cu:

2019|Gn (jw)| = —201g| Ny (A)| (1.67)
agGn(jw) =(2k+1)p-argNn(A), keZ. (1.68)
Daca neliniaritatea este univalentd, atunci arg N (a) = O si ecuatia (1.68) devine:
argGh(jw) = (2k+1)p, k eZ.

Determinarea oscilatiilor intretinute consta in urmatoarele. Din diagrama Bode a partii
liniare se obtin pulsatiile w, pentru care arg G(jw) ia valorile: —p, -3p,...., i apoi se
masoard atenudrile corespunzitoare 201g|Gp(jw)|. Tn continuare se verifica daca exista
valori a, pentru care are loc (1.67), pentru w =wj.. Tn acest scop se reprezinta grafic functia
f(a)=-20Ig|N,(a)| si se determina valorile a, pentru care f(a)=201g|G,,(jw)|.

Pentru realizarea corectiei (stabilizarii) Tn domeniul frecventelor se procedeaza ca si in
cazul sistemelor automate liniare (dupa cum se exemplifica la punctul c).

In cazul neliniaritatilor multivalente (uzual bivalente) utilizarea diagramei Bode nu

faciliteaza rezolvarea sistemului de ecuatii (1.67), (1.68). O alternativa consta Tn trasarea in
acelasi sistem de axe rectangulare a graficelor functiilor 20l1g/G,(jw)| in functie de

argG,(jw) (diagrama Nichols, utilizabila si n cazul liniar) si —20Ig|N,(A)| functie de
argN,(A) si determinarea oscilatiilor Tntretinute pe baza punctelor de intersectie ale celor
doua grafice.

c. Aplicatie: sistem de reglare automata a temperaturii

Se considerd un sistem automat de reglare a temperaturii unui cuptor, cu schema bloc

structurald standard din fig.VIL.11, in care G(s) = 0,128e5%[s(10s+1)(5s+1) si N(A)
reprezintd un regulator de tip P cu limitare (a se vedea IV.1.1 si fig.IV.2, 3, VII.2.a).
Conform notatiilor din fig.VI1.2.a, functia de descriere a neliniaritatii cu limitare este:

N(A) = %[arcsin(a/ A+ (al Ay1-(a/ A)2 ], A>a
Se cere sa se stabilizeze acest sistem.

Introducand notatia a = A/ a si coeficientul de normare k, =k =2,5, se defineste:
f@) =—20Iog£[arcsin(l/a) +vV1-1/a?/a], a =1,
p

al carei grafic este reprezentat in fig.V11.23.
Raspunsul la frecventa normat are expresia:

Gy, (jw) =032~ [ jw(10jw +1) (5w +1)]

si diagrama Bode este reprezentata in fig.V11.24.

un element liniar conectat in serie cu G(s).
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Din fig.VI11.24 rezultd w, = 0,085 rad/sec. si 201g|G,,(jw)| = 8. Dinfig.VIl.23 f(a;) = §;
rezultd a; = 3,2, ceea ce inseamnd A; = 3,2a. Sistemul este sediul oscilatiei limité stabile
Du(t) = 3,2asin0,085t. Ca urmare punctul de echilibru Dy = 0, Dv = 0, Du = 0 este instabil.
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Fig.VI1.24. DiagramaBode la aplicatia: sistem automat de

Fig.VI11.23. Graficul functiei f(a) reglare a temperaturii

1° Coborérea caracteristicii 2019|G,(jw)| sau, echivalent, ridicarea liniei de 0dB. De
exemplu prin ridicarea liniei de 0dB deasupra nivelului de 8dB rezulta 20Ig|G,,(jw1)| < O.

Cum f(a) > 0, pentru a > 1, urmeaza ca aparitia oscilatiilor Tntretinute este imposibila.
Aceasta inseamna nsa reducerea amplificdrii k, ceea ce micsoreaza rapiditatea raspunsului
indicial a sistemului automat.

2° Ridicarea caracteristicii argG(jw) in domeniul frecventelor medii (zona pulsatiei de
taiere) astfel Tncat w, sa se deplaseze spre dreapta si anume fintr-un domeniu in care
201g/G,(jw)| < O.

Tn cazul de fatd acest lucru poate fi realizat cu ajutorul unui regulator PD care la
frecvente medii asigurd o ridicare a caracteristicii argGp(jw) cu aproximativ 45° (fig.V1.53).
De exemplu pentru un element de corectie (regulator) cu G.(s) = k/(7s+1) se obtine
w; = 0,15 (la intersectia cu orizontala de —225°, fig.VII.24), céreia, pentru k. < 0,7, i
corespunde 201g|G,(jw)| < 0. O valoare k, < 0,7 este echivalentd cu o ridicare a liniei de

OdB. Pentru ridicarea acesteia cu 10dB trebuie sa aiba loc: 201gk, /(7w;)2 +1=10, de
unde rezultd k. = 0,224.



2. Stabilitatea absoluta

Pentru rezolvarea unor probleme de proiectare este necesara determinarea unor conditii de
stabilitate asimptoticd globald pentru o clasa larga de neliniaritdti. O astfel de clasa de
neliniaritati, semnificativa pentru aplicatii in contextul schemei bloc structurale standard
modificate din fig.VI11.25 (echivalenta cu schema din fig.VV11.11, mutatis mutandis), naturala
din punct de vedere conceptual si deosebit de productivd sub aspectul rezultatelor de
stabilitate, este:

Clok] :{fe(fO;Os%sK,yeR,yiO}, (2.2)

n care CO este multimea functiilor scalare reale, continue pe portiuni. Se spune ca functiile
din Clok] satisfac conditia de sector [0, K], fig.VI1.26. Din motive care vor fi clarificate in

cele ce urmeaza se mai definesc Tn mod asemanator si clasele Cig ), unde e > 0 este un
numar arbitrar de mic, Cg k) $i Cg +oc)-

Au Ky
v y
G(s) >

_ y

u >

f -
Cro.K
Fig.VI1.25 Schema bloc structurald standard

modificatd (a se vedea si fig.V11.11) Fig.V11.26 Clasa functiilor de tip sector [0,K]

Clasele de neliniaritati introduse mai sus si necesitatea ca sistemul automat cu schema
bloc structurald din fig.V11.25, in care G(s) este functia de transfer a partii liniare, sa se
caracterizeze prin stabilitatea asimptoticd globald a punctului de echilibru y = 0 au condus
la formularea conceptului de stabilitate din definitia urmatoare.

Definitia 1
Sistemul automat cu structura din fig.V11.25 se numeste absolut stabil daca punctul de
echilibruy = 0 este global asimptotic stabil pentru oricef € Cjq ; (sau dupa caz f e Cg;
Clok) » Co+x) )- O

2.1. Problema lui Lurie

Prima abordare conform definitiei 1 a fost problema lui Lurie. Aceasta se bazeazad pe
faptul ca partea liniara a sistemului cu structura din fig.VI11.25 este descrisa de ecuatiile:

¢ — _ n
{X—AX bu, teR, xeR", ueR 22)
y=0CX , YeR,
ncare A, b, c sunt matrice de dimensiuni adecvate, cu elemente constante, astfel Tncat:
1 )
G(s)=c(l ,s— A1b=—cadj(l ,s— A)b 2.3
(9 =cllns=A)tb= o= ca(lns-A) (23)

este o fractie rationala de ordinul n, ireductibild (cele doua polinoame sunt relativ prime
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intre ele), cu gradul m al numaratorului satisfacand conditia m < n — 1. Functia de transfer
(2.3) a sistemului (2.2) se obtine prin aplicarea transformarii Laplace ecuatiilor (2.2) si
eliminarea ntre ecuatiile obtinute a vectorului de stare X(s).

Elementul neliniar al sistemului cu structuradin fig.V11.25 este descris de:

u =f(y), (2.9
in care f este o functie din una din clasele definite in introducerea acestui subcapitol.
In aceste circumstante se poate demonstra urmatorul rezultat:

Teorema 1l

Daca au loc urmatoarele trei condifii:
1° Toate valorile proprii ale matricel A sunt situate in {Re s< 0},

2° J'gm f (y)dy este divergenta,

2 > —(Pb—%ATcT)T(PA+ AT P)(Pb—%ATcT),
in care P este 0 matrice reald, simetricd si pozitiv definitd (T simbolizeaza transpunerea
matricelor), atunci sistemul cu structuradin fig.V11.25, cu f C(0,+x0) €StE absol ut stabil. O
Din punctul de vedere al aplicatiilor, conditiile 1° si 2° fiind Tndeplinite, ramane de
realizat conditia 3°. Aceasta oferd de fapt posibilitatea alegerii matricei ¢ prin care se
realizeaza reactia dupa starea partii liniare. O solutie relativ simpla in acest sens este:
c=2(bTP+IVTR)AL,
incarer = cb > 0 este o valoare prestabilita (a produsului cb), v este un vector arbitrar cu
proprietateavTv < 1 si R este 0 matrice care se obtine din RTR=— (PA + ATP).
2.2. Criteriul Popov

Tn prima sa form& criteriul Popov a dat o rezolvare diferitd a problemei lui Lurie si
anume Tn domeniul frecventelor si in ipoteze mai largi Tn sensul cd G(s) poate avea un pol
n origine, restul polilor fiind situati Tn {Res < 0}. Ulterior criteriul a fost extins si pentru
cIaseIeC[O,K], Clek €tc. si numdr arbitrar de poli in origine (ai partii liniare).

Se considera sistemul din fig.V11.25, in care functia de transfer a partii liniare are forma:

G(s):ibmstr ..... +bls+1. 25)
& a5 +...+as+1

Coeficientii a, b]- sunt numere redle, a = 1,2,..., si n + a > m. Coeficientul de
amplificare al partii liniare s-a considerat 1 urmand ca factorul de amplificare al buclei sa
fie luat Tn considerare n neliniaritatea (2.4). Ca si in cazul (2.3) G(s) este ireductibila.

Din punctul de vedere al distributiei polilor lui G(s) in planul complex se disting
urmatoarele doua cazuri.

a) Cazul principal: toti polii lui G(s) sunt situati in {Re s < 0}; acesta implicd a = 0 si
faptul cé polinomul a,s" +...+a;s + 1 este hurwitzian.

b) Cazul critic: cel putin un pol al lui G(s) se afla pe axa imaginara {Re s = 0}, iar restul
polilor sunt situati in {Re s< 0}.

Ratiunea acestei distinctii 1si are originea Tn modul in care a fost definitd clasa de
neliniaritati Ciox]- Este evident ca daca sectorul adoptat este [0, K], atunci este posibil sa se
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aleagd f(y) = 0, ceea ce inseamna ca sistemul cu structura din fig.V11.25 este fara reactie,
functionalitatea fiindu-i asiguratd numai de partea liniard. Tn cazul critic partea liniard nu
poate avea punctul de echilibruy = 0 asimptotic stabil deoarece, in conformitate cu (2.3),
G(s) avand poli in {Re s = 0}, matricea A (din (2.2)) are, Tn mod corespunzator, valori
proprii in {Res = 0} (a se vedea si teorema 2 dela1.3.b). Ca urmare, in cazul critic si Cq
nu se poate pune problema stabilitdtii absolute. Pentru eliminarea acestui inconvenient, n
cazul critic se va avea Tn vedere clasa de neliniaritéti Cj¢ ), unde e > 0 este arbitrar de mic.

Aceasta abordare implicd in mod necesar asigurarea stabilitatii asimptotice globale pentru:
f(y)=ey (2.6)

(cazul reactiei liniare), cu e > 0 oricat de mic. Pentru aceastd situatie se introduce notiunea
de e - stabilitate conform definitiei urmdtoare.

Definitia 2

Sistemul automat cu structura din fig.V11.25, cu G(s) Tn cazul critic si (2.6), se numeste
e-stabil dacd punctul de echilibru y = 0 este global asimptotic stabil pentru e > 0 arbitrar de
mic. O

Tntrucat definitia 2 se referd la un sistem automat ~ Yp=0 G(s) )
liniar (conform schemei bloc structurae din fig.V11.27), +°
este posibila formularea urmatorului rezultat, util pentru u
aplicarea definitiei 2. Acest rezultat este sugerat si de €

exemplul 1.10 si de afirmatia cu caracter general din Figvii.27 Pentru definirea e-stabilititii
finalul acestuia.

Teorema 2

Sistemul automat cu structura din fig.VI1.25, Tn care G(s) este ireductibila (adica
raportul a doud polinoame relativ prime), este e-stabil daca si numai dacé sistemul automat
cu structura din fig.V11.27 este BIBO-stabil pentru e > 0 arbitrar de mic.

£ Din (2.2), (2.4) si (2.6), dupa eliminarea marimilor u i y, se obtine:

x=(A-ebc)x,

ceea ce Tnseamna ca sistemul cu structura din fig.VI11.25 este e -stabil daca si numai daca
matricea A — ebc are toate valorile proprii situate in { Re s < 0} pentru e > 0 arbitrar de mic.
Pe de alta parte, pe baza relatiei (2.3) si utilizand o formula a lui Schur, se poate scrie:

l,s—A b
F(s)=1+eG(s) = 1+ec(l;s— A) b= — L gt "° _
det(l ,s— A) —ec 1
_ 1 g 'n ~P['as=A b]_
det(l ,s— A) 0 1 -ec 1
- 1 Ins—A+ebc 0| det(l,s— A+ebc)
~ det(l,5- A) —ec 1] det(l,s-A)

Tntrucat G(s) este ireductibild urmeazi ca F(s) este de asemeneaireductibild.
Rezultd cd polinomul polilor sistemului cu structura din fig.VIl.27 este
det(l,s— A+ebc) (ase vedea VI.4.2.8) care este chiar polinomul caracteristic al matricei
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A—ebc. Evident, e-stabilitatea este echivalenta cu BIBO-stabilitatea sistemului cu structura
din fig.VI11.27 pentru e > 0 arbitrar de mic. O

Pentru situatiile uzuale (a =1,2 si a,s"+...+as+1 hurwitzian) conditiile ca sistemul
automat neliniar sa fie e-stabil sunt usor de determinat si respectiv de realizat.

Daca a = 1 locul de transfer eG(jw) Thcepe, pentru w = +0, la —joo (fig.V1.3) si pentru
e > 0, arbitrar de mic, punctul —1+j0 rdméne in afara si la stnga locului de transfer.
Conform teoremei 7 de la V1.4.2.a si teoremei 2 sistemul automat neliniar este e-stabil.

Dacd a = 2, pentru s = jw din (2.5) rezulta:

G(jw):—i (1-bw2 +bw4 —....) + j(bw — w3 + bawS —....)

W2 (1-aw2 + a4 —...)+ j(aw —agw3+agwb —....)

care pentru w > 0 foarte mic poate fi aproximata prin:

G(jW):—il_‘— jbw 1 1+abw?+ jw (b - ay)
T ow2 1+ jaw w2 1+ aw? '

Tn aceast situatie se poate scrie:
ReeG(jw) = ———, ImeG(jw) = _eli-a
w W

Este acum evident ca sistemul cu structura din fig.VI1.27 este BIBO-stabil pentru e > 0
arbitrar de mic, respectiv sistemul cu structura din fig.VI.25 este e-stabil (conform
teoremei 2) dacd si numai dacd a; < b;.

Tnainte de a enunta criteriul Popov este necesar sa se clarifice de ce G(S) nu poate avea
poli in {Res > 0}. Dacd G(s) ar avea poli in {Res > 0}, atunci, pentru (2.4) locul radacinilor
sistemului cu structura din fig.VII.27 ar avea ramuri in {Re s > 0}, care pentru e > 0,
arbitrar de mic, ar implica faptul ca acest sistem ar avea poli in {Re s> 0}. Ca urmare, In
cazul cd G(s) are poli in {Res > 0} si pentru f e Clek) Nu se poate pune problema
stabilitdtii absolute a sistemului cu structura din fig.V11.25.

Teorema 3 (Popov)
Fie sistemul automat cu structura din fig.VII.25 in care G(s) este de forma (2.5),
fe Clok) — n cazul principal (0 < K < +w), sauf e Clek) ~ n cazul critic (In care sistemul

este e-stabhil), 5i 0 < K < +oo.
Atunci sistemul automat neliniar este absolut stabil daca exista q € R astfel incét are loc
inegalitatea:

Re[(1+ qu)G(jW)]>—%, w>0.0 2.7

Tn cazul critic pentru K = +oo se poate utiliza urmétorul rezultat.
Teorema 4
Fie sistemul automat cu structura din fig.VI1.25 in care G(s) este de forma (2.5) cu
a=1, ans"+..+as+1hurwitzian si f € Cg 1.
Atunci sistemul automat neliniar este absolut stabil daca existd q eR astfel incét are loc
inegalitatea:
Re[(1+ jgw)G(jw)] =0, w>0.0 (2.8
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Criteriul Popov a fost extins si pentru cazul Tn care partea liniard a sistemului automat
neliniar contine si un element cu timp mort.

Teorema b

Fie sistemul automat cu structura din fig.V11.25 in care partea liniard este descrisa de
G(9)e™s, T> 0, cu G(s) de forma (2.5), in cazul principal, si f este continud cu f € C(O,K)

Atunci sistemul automat neliniar este absolut stabil daca exista g > 0 astfel incét are loc
inegalitatea (2.7) (mutatis mutandis). O

Exemplul 2.1 (analiza stabilitatii absolute)

Se considerd sistemul automat neliniar cu structura din fig.VI1.25 cu f e C(0,+e0) Si
G(s) = (ys+1)/[s(ays+1)], a; > 0, by > 0. Sa se studieze dacd sistemul este absolut stabil.
Tn acest caz se poate aplica teorema 4. Tn conformitate cu (2.8) se poate scrie:
(qalblw2 +0+b—a) /(alzw2 +1)>0, w=20.
Alegand g > max(0,a; —Iy) inegalitatea de mai sus are loc pentru orice w > 0, ceea ce
Tnseamna ca sistemul considerat este absolut stabil pentru f € C(g ;). O
Forma inegalitdtilor (2.7) si (2.8) a readus Tn actualitate notiunea de functie real pozitiva
(utilizata initial in teoria circuitelor electrice).
Definitia 3
Fractia rationala cu coeficienti reali F(s) se numeste real pozitiva daca:
1° nuarenici un pol TIn {Res> 0};
2° polii din {Re s = 0}, dacd astfel de poli existd, sunt simpli si reziduurile
corespunzatoare sunt reale si pozitive;
3° ReF(jw) > 0 pentru toti w> 0. O

Teorema 6

Fie sistemul automat cu structuradin fig.V11.251n care f este continud si f € Cg k).

Atunci sistemul automat neliniar este absolut stabil dacd existda q € R astfel Tncat
functia:

F(s) = 1+ gs)G(s) + /K (2.9)
este real pozitiva. O

Tn aplicatii este necesar s& se verifice conditiile 1°, 2° si 3° din definitia 2. Conditia 3°
este asemanatoare cu (2.7) si (2.8). Se poate demonstra cd 1° si 2° sunt echivalente cu
conditia ca polinomul P(s) + Q(s) sa fie hurwitzian, In care P si Q se identificd din
F(s) = Q(s)/ P(s) . Pentru F(s) de forma (2.9) aceasta conditie trebuie sa aiba loc pentru
acelasi q pentru care este satisfacuta conditia 3°.
2.3. Forma grafica a criteriului Popov

Efectuand  calculele  in membrul  stdng al  inegalitatii  (2.7)  pentru
G(jw) =ReG(jw) + j ImG(jw) se obtine:

ReG(jw) —qw ImG(jw) >1/K. (2.10)

Introducand variabilele:
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v=ReG(jw),w=wImG(jw), w >0, (211)
e se definesc: 1° functia

dreaptacriica 4 w Go(jw) = ReG(jw) + jwImG(jw), w> 0,(2.12)
al cérui hodograf se numeste locul Popov, si

2° dreapta:
1V v—qw+i=0, (2.13)

—> K
w=+0 /W=0

numita dreapta Popov.
. Dacd inegalitatea (2.10) are loc, atunci cu
Gp(Jw) (2.11) eadevine:

1
Fig.V11.28. Verificarea grafica a conditiei (2.7) V—Qgw+ K >0. (2.14)

Dreapta Popov are panta 1/q si tdieturile (-1/K,0) si (0,1/Kqg), fig.V11.28. Punctele din
planul (v, w) situate la dreapta dreptei Popov satisfac inegalitatea (2.14).

Pentru verificarea graficd a conditiei (2.10) se procedeazd in modul urmator: se traseaza
n planul (v, w) locul Popov (conform cu (2.12)) si Tn punctul (-1/K,0) se traseaza o dreapta
Popov de pantd 1/q astfel aleasa incat locul Popov sda ramana in intregime la dreapta
acesteia, fig.V11.28; daca si celelalte ipoteze din teorema 3 sunt satisfacute, atunci sistemul
automat neliniar este absol ut stabil.

Evident, punctul (-1/K,0) fiind dat, pot exista o infinitate de drepte Popov pentru care
locul Popov raméane complet la dreapta acestora. Daca nu exista o dreaptd Popov, (nu exista
g € R) astfel Tncat locul Popov sa ramana in intregime la dreapta, atunci teorema 4 nu se
poate aplica. Aceasta nu implica concluzia ca sistemul automat neliniar studiat nu poate fi
absolut stabil, deoarece teorema 4 este doar o conditie suficienta de stabilitate absoluta.

Exemplul 2.2 (analiza graficd a stabilitatii absolute)

Se considera sistemul automat neliniar cu structura din fig.VI1.25 cu f € Cgq5) §i

G(s) = U[s(s?+s+2). Se cere si se afle daca sistemul este absolut stabil.
In conformitate cu (2.11) si (2.12) locul Popov este descris de ecuatiile parametrice:

v=1[W2-2)2 +w?], w= (W2 - 2)/[(W? - 2)2 +W?], w>O.

3p/8 Ay Eliminand w 2 = 2 — wiv ntre aceste ecuatii se

obtine: 2v2 + w2 — ww + v = 0, care reprezinta ecuatia

unei elipse cu centrul Tn punctul (-2/7, -1/7), cu axa

—23 “12f 27414 V. mare rotiti cu 3p/8 si care trece prin punctele (0,0)

) W=+ si (-1/2,0), fig.VI1.29. Tn aceste conditii, pentru

| —1/K = —2/3, prin punctul (-2/3,0) se pot duce o

/ infinitate de drepte Popov. Tntrucdt sistemul este

/ e-stabil, conform teoremei 3 acesta este absolut

GP(JW) ______ -1/2 stabil. O

i n w=0 o Cu ajutorul inegalitdtii (2.7) sau pe cale graficd

Fig.VI1.29. Verificarea graficd a criteriului se poate determina valoarea maximd Kp a lui K
Popov laexemplul 2.2 P

pentru care dreapta Popov este tangentd la locul

Popov, fig.VIl.28. Acesta se numeste dreapta criticd. Tntrucat pentru dreapta critici

conditia (2.10) nu are loc pentru toti w> 0 rezulta ca neliniaritatea se poate situa in sectorul
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[0, Kp) sau [e, Kp), numit sectorul Popov. Tn cazul critic sectorul Popov poate fi si [eKpl,
dar numai daca locul Popov nu trece prin punctul (-1/Kp, 0). Tn cazul exemplului 2.2
sectorul Popov este [e, 2), fig.VI11.29.

Procedeul de verificare grafica expus mai sus se poate aplica (mutatis mutandis) si Tn
cazul teoremelor 4 — 6. In cazul teoremei 4 dreapta Popov trece prin originea planului
(v, w). Tn cazul teoremei 6 trebuie s& se verifice conditiile 1° — 3° din definitia 2. Conditia
3° fiind aseméanatoare cu (2.7), procedura de verificare grafica rdméne in fond aceeasi, cu
deosebirea ca dreapta Popov poate fi si tangenta la locul Popov.

2.4. Conjectura Aizerman

Pentru sistemul automat cu structura din fig.V11.25 se considera f(y) = ky, k> 0, u = ky.
Sistemul automat fiind liniar, pentru studiul stabilitatii se poate aplica criteriul Hurwitz
(teorema 7 de la 11.6.4) sau criteriul Nyquist (teorema 7 de la VV1.4.2). Taietura hodografului
kG(w), w > 0, cu semiaxa reald negativd (care se obtine pentru ImG(jw)=0) este
kG (jwg) = kReG(jwg) = —k/ Ky, unde Ky = -1/ ReG( jwg). Avand in vedere ipotezele
pe care le satisface G(s), aplicand criteriul Nyquist, rezultd cd pentru stabilitatea
asimptoticd globald, in cazul f(y) = ky, este necesar si suficient ca -1 < —k/Ky,. Evident
constanta Ky, defineste sectorul [0, Ky), respectiv [e, Ky), numit, in virtutea proprietatilor
sale, sectorul Hurwitz. Conform modului Tn care afost definit K, rezulta ca acesta poate fi
pus Tn evidenta si cu ajutorul locului lui Popov. Tntr-adevar, pentru ImG( jwg) = 0 Tn (2.12)
se obtine: Gp(jwg) = ReG(jwg) = -1/ Ky, ceea ce inseamna ca taietura locului Popov cu
semiaxa reald negativa are abscisa -1/Ky,, fig.V11.28.

Daca sistemul automat neliniar trebuie sa fie absolut stabil, atunci, Tn mod evident, el
trebuie sa fie absolut stabil si Tn cazul particular f(y) = ky. Rezulta ca inegalitatea k < Ky
este o conditie necesara de stabilitate absoluté sau, cu alte cuvinte, sectorul [0, K] (respectiv
[& K]) nu poate fi in nici un caz mai mare ca sectorul Hurwitz [0, K] (respectiv [e, K)).

Pornind de la faptul ca unele sisteme automate neliniare cu G(s) de ordin redus sectorul
maxim de stabilitate absolutd coincide cu sectorul Hurwitz (in sensul sup[0, K] = Ky,
respectiv sup[e, K] = Ky), Aizerman a enuntat urmatoarea conjectura:

Sectorul maximal de stabilitate absoluta coincide Tntotdeauna cu sectorul Hurwitz.

S-a demonstrat ca aceastd afirmatie este adevarata numai in unele cazuri cum ar fi:

a) G(s) este de ordinul doi, b) de ordinul trei cu cel mult un zero finit, ¢) de ordinul
patru fard zerouri finite si cu poli complex conjugati suficient de indepartdti de axa
imaginara, d) de ordin oarecare cu toti polii reali negativi si fara zerouri finite. Tn toate
aceste cazuri se poate utiliza criteriul Nyquist si anume Tn sensul determindrii sectorului
Hurwitz. Daca [0, K] < [0, Ky), respectiv [e, K] c [, K}), atunci sistemul automat neliniar
considerat este absolut stabil.

Exemplul 2.3 (verificarea conjecturii Aizerman)

Se cere sa se verifice conjectura Aizerman n cazul sistemului de la exemplul 2.2.

Conform fig.VI1.29, taietura locului Popov Gp(jw), respectiv a locului de transfer
G(jw), cu semiaxa reala negativa are loc in punctul (-1/2,0), ceea ce Tnseamnd Ky = 2.
Tntrucét prin acest punct trece si dreapta criticd, rezultd Kp = 2. Sectorul Popov coincide cu
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sectorul Hurwitz; se trage concluzia ca sectorul Hurwitz este sectorul maxim de stabilitate
absoluta, fapt care implica valabilitatea conjecturii Aizerman. O

2.5. Cazul sectorului [K4,K5]

O extensie a criteriului Popov s-a realizat prin considerarea clasei de functii:

C[K1K21={f€5°:*<1£ﬂs Kz,yeR,y:tO}, (2.15)
’ y
n care Ky < K, sunt doud constante reale, clasd pentru care se poate formula o definitie

asemanatoare cu definitia 1.
Pentru clasa de functii (2.15), cu referire la structura din fig.V11.25, se defineste:

u=u-Kyy (2.16)
si neliniaritatea:
f(y) = f(y)-Kyy, (217)

care satisface conditia fe Cio,kp—Kq] TN cazul principal, sau FEC[e,KZ—Kl] in cazul
critic. Tntrucat

Y(s) =-G(g)U(s). (2.18)
prin inlocuirearelatiei (2.16), luata Tn transformate Laplace, Tn (2.18) se obtine:

Y(9) = -G(sU (s), (2.19)

RO

G(s) = T KGE (2.20)

n acest fel s-a obtinut un nou sistem automat neliniar cu schema bloc structurald de
forma aceleia din fig.VVI1.25, dar in care partea liniard este (2.20) si partea neliniarad este
(2.17), cu conditia de sector [0, K, —K;], respectiv [e, K, —K;]. Tn aceste circumstante se pot

aplica in mod adecvat definitia 1 si teoremele 1 — 6.
2.6. Compensarea serie a partii liniare

Din forma grafica a criteriului Popov (fig.VI11.28) rezultd cd daca nu exista o dreapta
Popov (respectiv nu existd o valoare q astfel incat sa aiba loc teorema 3 sau dupa caz
teoremele 4 — 6), atunci se poate proceda in urmatoarele moduri:

e se reduce valoarea lui K (se reduce conditia de sector — fig.VI1l1.26), respectiv se
deplaseaza taietura (-1/K,0) — fig.V11.28 — spre stAnga pana cand este posibila trasarea unei
drepte Popov;

e se compenseaza partea liniard, descrisa de G(s) — fig.V11.25, prin introducerea unui
compensator Tn serie, In paralel sau Tn circuit cu reactie, respectiv se deformeaza si se
deplaseaza locul Popov - fig.V11.28 — pana cand este posibild trasarea unei drepte Popov;
fapt ce, evident, nu este in concordantd cu motivatia introducerii definitiei 1. De regula
demersul sugerat de definitia 1 consta Tn a determina valoarea maxima a lui K (in sensul
sectorului Hurwitz, dar pentru a se putea trasa o dreapta Popov), respectiv a unei conditii de
sector — fig.V11.26 — cat mai cuprinzatoare posibil.

Tn cazul obisnuit se utilizeazi compensarea serie a partii liniare conform schemei bloc
structurale din fig.V11.30. Compensatorul serie G4(s) se alege astfel incat sé se asigure:

e satisfacereacriteriului Popov;
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e Tmbunatdtirea calitatilor impuse sistemului automat

neliniar.

Pentru satisfacerea criteriului Popov o solutie simpla,
sugeratad de inegalitatea (2.7) si de corectia in domeniul
frecventelor a sistemelor automate liniare (a se vedea
V1.4.3), consta in utilizarea unui compensator PD:

Gg(s) =ks(t s+1). (2.21)  Fig.VI1.30. Compensarea serie a partii

Efectul acestuia consta in rotirea locului lui Popov, pe liniare
mésura cresterii frecventei, Tn sens antiorar, cu unghiuri de la 0° 1a 90°. Tn acest fel locul lui
Popov suferd o deplasare spre dreapta la frecvente medii si Tnalte (in cadranele 3 si/sau 2
ale planului locului lui Popov) ceea ce faciliteaza trasarea unei drepte Popov prin (-1/K,0)
cu conditia ca acest punct sa ramana suficient de departe la stanga noului loc Popov.

Pentru realizarea calitatilor impuse sistemului automat se utilizeaza Tn primul rand
neliniaritatea f. Tn acelasi timp, pentru unele corectii ale acestor calitati compensatorul serie
poate contine factori suplimentari adecvati de tipul PID ai cdror parametri se aleg de reguld
ca n cazul corectiei sistemelor automate liniare (a se vedea V1.4.3).

Exemplul 2.4 (sinteza regulatorului)

Se considera sistemul automat cu structura din fig.V11.30 Tn care Gg (s) = 1/[s(s+1)2].
Se cere sd se determine Gg(s) astfel incat sistemul sa fie absolut stabil pentru clasa Cg -

Pentru G(s) = G¢(s)Gg(s) si GS) = kg, ks> 0, ecuatiile parametrice (2.11) ale locului
lui Popov sunt: v=-2Ks/[4W?+(1-W?)2] <0, w=—kg(1-w?)/[4w?+(1-w?)?] <O0.
Eliminand w2 intre aceste ecuatii se obtine: w=v—./—ksv/2, v<0; locul Popov este
reprezentat n fig.V11.31(a). Taietura acestui loc
cu axa w = 0 este (-kgq/2,0). Pentru a fi posibild
trasarea unei drepte Popov prin (-1/4,0) este
necesar ca -1/4 < —kq2, respectiv kg < 1/2.
Aceastd conditie constituie de fapt o reducere,
prin partea liniard, a sectorului (0,4] la sectorul

(04kg < (0,2). w=0
Pentru G(s) = G((S)Gg(s) si GS) = kg(s+ 1), Fig.VII.31. Compensarea serie laexemplul 2.4:
ks > 0, ecuatiile parametrice ale locului lui Popov @ Gs(8) =ks; (b) Gs(s) = ks(s+1)
sunt: v=—kg/(w2+1) < 0, w=—kg/(w2+1) < 0. Eliminand w2 + 1 intre aceste ecuatii se obtine
ecuatia locului lui Popov: w = v, v <0, a carei imagine este data Tn fig.\V11.31(b). Taietura
acestui loc cu axa w = 0 este acum (0,0). Conform teoremei 4 se poate trasa o dreapta

Popov de pantd 1/q < 1 Tn orice punct (v,0) cu v < 0. Tn consecinta sistemul este absolut
stabil pentru clasa C g 1. $i ks> 0.0

ks

2.7. Criteriul cercului

Criteriul Popov generalizeaza criteriul Nyquist (V1.4.2) si anume in sensul ca Tn cazul
sistemului automat neliniar locul de transfer al sistemului Tn circuit deschis se inlocuieste
cu locul Popov si punctul critic se Tnlocuieste cu dreapta critica (fig.\VV11.28). Totodata se
asigura o libertate destul de mare in alegerea neliniaritdtii (clasa de functii (2.1) cu
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a partii liniare (conform teoremelor 3 — 6).

O alta extindere a criteriului lui Popov, si anume n
cazul schemei bloc structurale din fig.VI1.32, in care
Yp (t) este neidentic nula si f este o functie de tip sector

Fig.VI11.32. Schema bloc structurala la

e X Lipschitz, 7l constituie si urmatorul rezultat, cunoscut si
criteriul cercului

sub numele de criteriul cercului.
Teorema 7
Fie sistemul automat cu structura din fig.V11.32 in care G(s) este de forma (2.5) si f
satisface conditiile:
f(0)=0, (2.22)
MPROELI)
Yi—Y2

Atunci punctul de echilibru y = 0 este global asimptotic stabil daca, dupa caz, are loc
una din urmatoarele trei conditii:

1° Pentru K; = 0 locul de transfer G(jw), w €R, este situat la dreapta unei drepte care
trece prin (-1/K, + €,0), cue> 0.

2° Pentru K4 > 0 locul de transfer G(jw), w R, este situat Tn exteriorul unui cerc care
trece prin punctele (-1/K, + €,0) si (-1/K; — €,0), cue> Q0.

3° Pentru K; < 0 locul de transfer G(jw), w €R, este situat in interiorul unui cerc care
trece prin punctele (-1/K, + €,0) si (-1/K; —e,0), cue> 0.0

Situatiile corespunzdtoare celor trei conditii din teorema 7 sunt ilustrate Tn fig.V11.33.

Yi.Y2 €R, y1 2 Y2, (2.23)

1°K4=0 2°K1>0

el (N e )
(o)) )

Fig.VI1.33. llustrarea celor trei conditii din teorema 7
Conditia (2.23) este de tip Lipschitz si este mai tare decat conditia de tip sector ((2.1)
sau (2.15)). Intr-adevar, pentru f(y) continua si derivabild, conform formulei lui Lagrange,
exista y € (yq, y,) astfel incét:

fly)) = f(y2) =(y1—-y2) F'(y). (2.24)
Tnlocuind (2.24) 1n (2.23) se obtine:
Ki< f(y) <Kz, ye(y1.y2) (2.25)

care Tn mod evident este mai tare decét aceea de tip sector (2.15).
Conditia mai tare (2.23) are ca efect, conform teoremei 7 si fig.VI11.33, o relaxare a
conditiilor pe care trebuie sa le satisfacd partea liniard a sistemului automat neliniar. Cu

referire la (2.5), n care aps"+...+a15+1, bps"+....+s+1 sunt hurwitziene si n + a > m,
conform teoremei 7 si pentru K, si K, adecvat alesi, este suficient ca: a =0, 1 (pentru 1°),
a =0,1, 2 (pentru2°) sia =0 (pentru 3°).



Anexa
TRANSFORMARI INTEGRALE A
[

Prin transformare functionala se intelege o corespondenta Tntre doua multimi de functii.
Se scrie F=9{ f}. Transformarea & aplicatd functiei f este functia F. & ~* este
transformarea inversa si f=9~1{F}. fsi F se mai numesc original si respectiv imagine.

Transformarile functionale au avantajul cd, Tn multimea imaginilor, anumite relatii
dintre originale se exprima in forme mai simple. Se pot obtine astfel, in multimea functiilor
imagine, rezultate care Tn multimea functiilor original sunt mai dificil de demonstrat.

O clasa speciald de transformari functionale o constituie transformarile liniare. Ele au

proprietatea ca pentru orice functii original fisi f2 i pentru orice constante c1, ¢ areloc:
G{cq fr+co fo} = cqI{ f1}+co9{ fo}.
b
De acest tip sunt si transformarile integrale: F(S) = Ia K(t,s)f (t)dt={f (1)},

in care K(t, s) este nucleul si (a, b) este domeniul de integrare. De regulda f apartine unui
spatiu de functii, de exemplu: Ll(a, b) — spatiul functiilor absolut integrabile pe (a, b) sau
Lz(a, b) — spatiul functiilor de pétrat integrabil pe (a, b), ceea ce este echivalent respectiv cu:

[f@Fd <o, k=12

1. Transformarea L aplace
1.1. Transformarea directa

Definitia 1. Fie f(t) o functie original, de variabila reald t, care satisface conditiile:
1° f(t)=0, t<O;
2° f (t) este continua pe portiuni; pe orice interval finit are cel mult un numar finit de
discontinuitati in care exista limitele laterale finite f (t — 0), f (t + 0);
3° existd constantele M >0si a e R astfel incat: | f(t) < Meal, t>0.

Functia imagine: F(s) = j;‘” f(t)eS'dt=S{f (1)}, seC,
(de variabila complexd s=z + jw) este transformata Laplace a functiei f(t). O

a. Observatii

1° Transformarea conform definitiei 1 se mai numeste si Laplace directd unilaterala,
decarece domeniul de integrare este (0, +wo); se face totodatda distinctie fatd de
transformarea Laplace directa bilaterald pentru care domeniul de integrare este (— o0,+ ).

2° Variabilat este, de regul3, timpul. Tn acest caz, din punct de vedere dimensional, |s| este
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o pulsatie (sau o frecventd; a se vedea si textul explicativ care urmeaza dupa relatia (1.2) de
laVI.1.1.). Din acest motiv variabila s se mai numeste ,,frecventa” complexa. & realizeaza
o transformare din mulfimea originalelor dependente de timpul t in multimea imaginilor
dependente de ,,frecventa” complexa s.

3° Ipoteza 1° din definitia 1 poate fi eventual omisa. f(t) fiind definitd pentru t e R, din
integrala din definitia 1 rezultd ca F(s) corespunde numai restrictiei lui f la intervalul
[0,+0), inclusiv conditiile initiale f(-0), i = 0,1,2,..., cum este cazul transformatei
derivatei generalizate a originalului (a se vedea b.3° si Anexa B.2.2.b.2°); evident, toate
aceste valori initiale sunt nule daca ipoteza 1° (din definitia 1) este indeplinita.

4° Daca integrala Laplace din definitia 1 converge intr-un punct soeC, atunci ea converge

in intreg semiplanul { Res > Resg}. Domeniul de convergentd este {Re s > zo}; zo<R este
abscisa de convergenta (valoarea cea mai mica pentru care integrala este convergenta).
Dreapta de convergentd {Re s = z o} poate sa fie inclusa (partial sau total) sau nu Tn
domeniul de convergenta.
Dacé integrala converge absolut intr-un punct, atunci exista un semiplan de absoluta
convergentd {Re's > z3}, cu zo < za. In situatiile care apar n aplicatii existd aproape
intotdeauna un astfel de semiplan, ceea ce Tnlesneste foarte mult manipularea integralei din

definitia 1. Tn plus se poate presupune ci exista si transformarea Laplace inversa.
5° Transformarea Laplace adistributiilor este prezentatd in B.2.2.

b. Teoreme

1° Transformarea Laplace directa este liniara.
2° Imaginea derivatei originalului:

LLEO ) =sKF(s)- £ (+0)sK L —..— £ kD (40), k=1n.
3° Imaginea derivatei generalizate (in sens distributii) a originalului:
LD ()} =sKF(s) - F(=0)s¥ - .. — 1 k=D (_0), k=1n.
Detalii se prezintd Tn anexa B, la 1.2.b.7° - 9°si la 2.2.b.1°— 2°,
4° Imaginea derivata: A ter=FY(s), k=1n.

5° Imagineaintegralei originalului: X{_[;..k...j;f(t)dtk}:ikF(s), k=1n.
s

6° Imagineatrandatei originalului: [ f(t-t)}=e ' F(s); t eR.

7° Imaginea translata: L f(t)e?'}=F(s-2); zeC.
8° Scalareatimpului: Hf@t)}=a ’lF(a ’15); a>0.

9° Scalarea ,frecventei” complexe:  ¥{a 1 @@ ‘1t)} =F(@s); a>0.
10°Imaginea produsului a doua originale (produsul de convolutie a doua imagini):
1

ALO L0 =55 |

= 57 (FL* F)(9) = 5= (P F)(S)

C+ joo 1 perjeo

o Fi1(2)Fy(s—z)dz = 20 o= Fi(s - z)F5(z)dz

Detalii privind alegerea constantei ¢ se prezinta la 1.2.a.3°.
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11°Teoremalui Borel (imaginea produsului de convolutie — produsul imaginilor):

L1 120} = 7| [ -0 2030 | - #{ [ @) f20-0)da | = OO

c. Transformatele Laplace ale unor functii

1° Pentru functia Heaviside (treapta unitard) se obtine:

[t sty _ [t _.—st __E _st +oo_£
F{s ()} = jo s (e Stdt = jo ettt =—Ze | 1 =
2° Pentru functia exponentiala e® cuaeR,se obtine:
0 _ 0 _(e_ 1 _(s_ + © 1
Fredty _ + edlg=sSty _ + o (s a)tdt _ e (s—-a)t _ )
te™) IO -[0 s—a 0 s—a
3° Pentru functia sinwgt, cuwo >0, se obtine:
*St .
. . _ e > (-sinwgt—wgcoswgt) [+0 W
ﬂanot}zrwserte stap—® ¢ 0 o) Fo°_ .
0 s%+w§ 0 24w

Transformadrile altor functii uzuale sunt cuprinse in tabelul din Anexa C.1.

1.2. Transformarea inversa

Definitia 2. Conform definitiei 1 functia f de variabila reala t:
1 1
“[fe-0+f(t+0]=——
2 X] j

se numeste transformata Laplace inversa a functiei F(s). O

e estds = £ LHF ()

c—joo

a. Observatii

1° Tn punctele de continuitate membrul stang al formulei din definitia 2 este f(t). n
punctele de discontinuitate aceeasi formula furnizeaza media aritmetica a limitelor laterale.
2° Integrala din definitia 2 se calculeaza cu:

. c+jR C+joo
Mgy IC_jR F(s)eStds:V.PJ'c_joO F(s)e’lds,

adica simultan pentru ambele limite de integrare, respectiv ca valoare principala (V.P.).

3° Pentru calculul integralei din definitia 2, in cazul n care F(s)eSt are numai singularitati de tip
pol, se foloseste teorema reziduurilor. Constanta ¢ se alege astfel

— . PR Pl.
incat toti polii (distincti) p;, i =1,r, a lui F(s) s fie situati in Sr s
{Res<c}. Integrala din definitia 2 nu depinde de c. Pentrut > 0 Dr
se utilizeaza conturul Tnchis Cr, format din segmentul de dreaptd
Dr si semicercul Sg — fig. A.1. Se obtine: ———— e
f(t)=>" Rez,[F(s)e™], t>0,

deoarece, conform teoremel reziduurilor, are loc:
: Stae — o iNT st Fig. A.1. Conturul de
MRt o0 ICR F(s)e®ds=2pj) . Rez, [F(s)e™], t>0. e bents it

Tn acelasi timp, conform fig. A.1, se scrie: transformatei inverse
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MRy, o '[CR F(s)eStds=1limg_,, . IDR F(s)etds + IimR_HOC_[SR F(s)eStds =
-0
C+ joo .
=fciij(s)eStds=aojzir:lRezpi [F(s)eSt] , t>0,

deoarece integralape Sr, cu R — + o, este nuld in conditiile rezultatului urmator.
Lema Jordan. Daca F(s) este continua pe Sr, cCuR — + o, si \F (s)\ — 0 uniform

pentru R — + oo si seSg, atunci pentru t >0 areloc: Iimq_m)_[s F(s)e’lds=0.m
R

Reziduul unei functii G(s) intr-un pol p, de multiplicitate q > 1, se calculeaza cu:

g-1
Retos]-a 1 ! - {im [s-p) e(s)]} ,
s=p

n care a_; este coeficientul termenului de putere -1 din seria Laurent:

G(s)=ag(s—p) I+.+as(s—p) Y, pa (-

"E(s)estds = 0.

4° Pentru orice t<0 areloc: i_f“.
2pje-w

5° Daca exista t o > 0 astfel Thcét F(s)et o 50 pentrus — + oo, cu Re s > z 3, uniform
pentru |arg(s—z,)|<p/2, atunci f(t) =0 pentru t<t o.

b. Teoreme

1° Originalul unei functii rationale (teorema dezvoltarii). Pentru F(s) =Q(s)/P(s), in care
P(s) si Q(s) sunt doud polinoame, cu grad P =n>grad Q =m, avand polii distincti p;,

fiecare de multiplicitate gj, i = 1,r, cu Zir:lqi =n, originalul se obtine cu:
) Kii ;
f=3" % U _ai-lehit >0,
Zit 1= (g - j)!
1 gl q; . o= .
ij:(j_l)!{dsj—l[(s_pi)'F(S)]} , 1=1n, J=1g;.

S=pi
2° Valoarea initiald a originalului si a derivatelor sale (teorema valorii initiale):

f @0 =limf ® )= lim s[skF(s)—f(+O)sk’l—...—f(k’l)(+0)], k=1n,
tl0 S—>+0

cu conditia ca ambele limite sa existe si sa fie finite.
3° Valorile finale ale originalului si derivatelor sale (teorema valorii finale):

0 (+o9) - Einoof(k)(t) = anas[skF(s)— f+0)s<t—.. - f(kfl)(+o)], k=1n,

cu conditia ca ambele limite sa existe si sa fie finite.
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2. Transformarea Fourier

2.1. Transformarea directa
Definitia 1. Transformata Fourier a unei functii (reald sau complexa), de variabila

realdt e R, are expresia: F(jw):fj:f(t)e’j"‘“dt =7{f(t)}, weR. O

a. Conditii de existenta si observatii

1° O conditie suficienta de existenta a transformatei Fourier este fell(- oo, +o0). Tn acest caz
F(jw) este uniform continud, marginitd si limy, _y1, F( jw) =0. Transformata Fourier
directd este univoca.

2° Dacd originalele 1, fye L(~o0, + o0) au aceeasi transformata F(jw), atunci:

J:)[fl(t)— fo(t)]dt =0, teR. Tnpunctele de continuitate f, = f,.

3° Variabila t este de reguld timpul. Tn acest caz w este pulsatia. & realizeazd o
transformare din multimea originalelor dependente de timpul t in multimea imaginilor
dependente de pulsatia (frecventa) w. Daca f(t) este un semnal, atunci F(jw) se numeste
densitatea spectrala si |F( jw)| — densitatea spectrala de amplitudine. Acestea ofera
informatii asupra spectrului de frecvente a semnaului f (t).

4° Cazurile feL2(- oo, + w0) si al distributiilor sunt prezentate la 3 si respectiv in B.2.1.

5° Cazul transformarii Fourier unilaterale (cu domeniul de integrare [0, +o0)) si legatura cu
transformarea Laplace (unilaterald) sunt prezentate in B.2.3.

b. Teoreme

1° Transformarea Fourier directd este liniara.

2° Imagineaderivatei originalului: & f ) ®} :(jw)k F(jw), k=1n,
in conditiile: @) ¢ LY(—oo,+00) sau lim ., fP(t)=0, i=0n-1

3° Imagineaintegralei originalului: y‘{r f(q)dq}:_iF(jW)+p F(Od(w). (vezi B.2.1.b.7°)
Daca fell(-ow0, + ) si g(t):jfwf(q)dq, gell(-oo, +0), atunci F(jw) = jw G(jw),

F(0) = 0 (deoarece G(0) este finit) si [ 7 f(q)dg =0. Sescrie: Jf{j;f(q)dq}zjiw F(jw) .

4° Imaginea conjugatei originalului: Ff M)} =F(-jw).

5° Simetria FAFO)}=2p f(-jw).

6° Inversareasensului evolutiei timpului: A f (-)} = F(-jw).

7° Imaginea originalului functie para (f(=t)=f@): Fjw) = F(jw).

8° Imaginea originalului functie impara (f(-)==f(): F(=jw) =—F(jw).
9° Imaginea F(jw)=RW)+I(w) aoriginalului f(t), functie reald, are proprietatile:
F(jw) =F(-jw), F(jw)=F(-jw);
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R(w) =ReF(jw) = J'_Jr;o f(t)coswtdt este functie pard;

I(w) = ImF(jw) = —jf: f(t) snwtdt este functie impara.
10°Imagineaoriginalului f(t), functie reala pard, are proprietatea:
F(jw) = F(jw) = Rw) :ZJ':O f(t) coswtdt, I(w)=0.
11°Imagineaoriginalului f (t), functie reald impara, are proprietatea:
F(jW):—If(jW):jI(W):—ijgwf(t)smtdt, RW) =0,
12°Pentru originalul f@)=fp®)+f®) , incare f,O)=[f®)+f(0)]/2si
fi ©) =[f (®)— f (-£)]/ 2 sunt partile para si respectiv impara ale lui f (t), rezulta:

R(w):g{fp(t)}:zjgwfp(t)coswtdt, j|(w)=57{fi(t)}:-jzjg“’fi(t)sjnwtdt,

fot) _ 7 YRw) =1 [ “Rwcosvtdw, f;()=Y jl(w)}:—ij*”l(w)si wtdw.
p-’o p’o
13°Daci f (t) > 0, teR, atunci |F(jw) | < F(0), w e R.
14°Imagineatrandlatei originalului: ﬂf(t—t)}:e‘thF(jw); t eR.
15°Imaginea translata: F{EReM}=F(jw-h)); heR.
16°Scalarea timpului: F{t@t}=la| " F(jaw) a #0.
17°Scalarea frecventei: F{a|tf@ )} =F(jaw);a =0.

18°Imaginea produsului de convolutie:

T O =T O} -0 e | =] @) ot -~ i),
cu conditia ca una din functiile original sa fie marginita pe R.
c. Transformatele Fourier ale unor functii

1° Pentru functia exponentiald e_a‘ f cu a> 0, se obtine (fig.A.2.a):

‘tf{efa‘t‘}: .[_Jrooefa‘t‘e’j""tdt = ﬁ) e’(j""’a)tdt+I;we’(jw*a)tdt =

0 7ie—(jw+a)t
-0 jw+a

+0 -1 1 2a

1 (w-art + - _
0 jw-a jw+a w2432

jw-a

2° Pentru functia exponentiald e~2's (t), cua>0, se obtine (fig.A.2.b):
T {e‘ats (t)}=_[+ooe‘ats (e Mdt=[ “e W Dgr— = L gweayr_ 1
—o0 0 jw+a 0 jw+a
3° Pentru functia impuls dreptunghiular r{t)=s@t+T)-s(t-T), T >0, (fig.A.2.c):

FlrrO}=[ 75 (+T) s (-T)le Widt=| e Mot =

= —(jW)_l(e_jWT —e T )= v tsinTw.
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4° Pentru functia sinw ot , Cuw >0, pe baza simetriel (b.5°), din rezultatul precedent se
t

obine (fig.A.2.d): ?{S”IL‘”} = (W) = iy o 4) =PI (W-+ W)~ (W-wo)]

Transformatele altor functii si distributii (functii generalizate) uzuale sunt prezentate la
B.2.1.c, B.2.3.b si in tabelul din Anexa C.2.

1 =g altl 2/, . 2a
o =e (W) = ———
a>0 we+a
t 0 w
f=¢"'s L Fw)= 2
W~ +a
a>0
b ol t 0 w
1| fFO=rr () . 2.
—_— F(jw)=—sinTw
! 'T>0 2r [FOwW)=0)
; : ya\ A\
c T 0 T t -20\_J-p 0 p\ /20 ‘Tw
1. .
f(t)==sinwgt p | FGwW) =p rwo(w)
Wo t T
/ Wo >0 ; :
//'\ /\\ i :
d -2p —-p 0 pUZp Wot —Wo 0 Wo w

Fig. A.2. Semnale (functii original) si densitatile lor spectrale

2.2. Transformarea inversa
Definitia 2. Conform definitiei 1, functia:
1 proo_ . wt | -
f)=—] F(iweMdw="{f(jw)},
i
de variabila reald t se numeste transformata Fourier inversa a functiei F(jw).O0

a. Observatii

1° Avand Tn vedere analogiile formale dintre integrala transformarii Laplace inverse si
aceea a transformarii Fourier inverse (se obtine din prima pentru t € R, s = jw si ¢ = 0),
urmeaza cd 1.2.a.1°, 2° si 3° raman valabile si Tn cazul transformdrii Fourier inverse.

2° Este posibil capentru f e LY(~ oo,+00) prin utilizarea transformarii Fourier directe sa se
obtind F ¢ L1(— o0, +00). Tn acest caz nu este posibild utilizarea transformarii Fourier inverse.
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3. Transformarea Fourier - Plancherel

a. Definitie si conditii de existenta

1° Transformarea Fourier definitd pentru f e L2(— o, + ) se numeste Fourier
— Plancherel si se simbolizeaza cu & 2. Principala deosebire fatd de & consta n faptul ca

se Tnlocuieste convergenta punctuald pentru w € R prin convergenta in medie patratica
(limesin medio — prescurtat |.i.m.):

F(jw) =1.i .ma_)+ooj: f)e Wdt=2f (1)}, weR
Tn forma explicit aceasta Tnseamna:

. 2
F(jw)— j: £(0) e"""tdt‘ dw=0.

. ~+00
by,
Formula de inversiune are forma:

. 1 ca . i . .
f(t)=|.|.rnEH+m%_[_a F(jw)e'dw =7 ~2{F(jw)}

2° Dacd fel?(— oo,+w0), atunci Fel?(— co,+x). Fiecare F € L2(- oo,+ o) este transformata
unei f e L%(— oo, + o0). Daca existd Z{f (1)} (nefiind necesar ca f € L1(- oo, + o)), atunci
existd si & 2{f (t)} aproape pentru toti w € R . L}(= o0,+ 0) & L2(—00,+ 0) §i L2(- o0, + 00)
@ LY(= o0, + o0). Tn schimb L 1.2(— 0, + o0) = L(= 00, +0) N L2(— o0, + 0) = &. De exemplu
pentru : fl(t)ze‘ ! ‘, fo(t) =L@+ t]) si fat)=| t\f3/2e_‘t‘ sunt valabile: fre L 1 2(= o0, +00),
fogLl(= o0,+), f2 & L2(= o0,4+00) si f3elLl(~ oo, +0), fa3gL2(~ oo, +o0). Ca urmare 2.1.b se
aplica si pentru T2,
b. Teoreme
1° Imaginea produsului de convolutie. Dacd f1, f2 € L 2(=o0, +0), F1, F2 € L2(- 0, + ),
aunci fyx f, e L2(~o0, +00) $1:.7 2{(f1# £2)(0)) = Fu(iW)Fo(jw) = F {0} 2{f2(1)}.
Dacd f1, f2 € LZ(— o0, +0), atunci F1, F2 € L%(— o0, + ) si F1F2 € L1(- 0, + )
(conform inegalitatii Cauchy — Schwarz), dar nu in mod necesar F1F2 € L2(— o0, + o).
2° Imaginea produsului a doua originale (produsul de convolutie a doud imagini):
1 0 . . 1 0 . .
T2 hMf0) :EJ; F1(jw -h))F,(jh)dh :gjfw F1(jh)F2(jw-h))dh =
1 . 1 . .
= E(Fl *Fp )(jw) :E(FZ *F)(jw), i e L?(—o0,400), i =12.
3 Formulalui Parseval:
[ fz(t)dt:% [TRGwR(w)dw, fie LYoo, + ), i=1,2

Pentru fi=f2=f se obtine:

RO :%jf:\F(jw)\z)dw.



Anexa
NOTIUNI DE TEORIA DISTRIBUTIILOR
|

1. Distributii (functii generalizate)
1.1. Premise pentru generalizarea notiunii de functie

a. Functia Heaviside si impulsul Dirac

Acestea reprezinta cazuri limita ideale ale unor fenomene frecvent ntalnite Tn aplicatii.
De exemplu, functia Heaviside (treapta unitara) se poate obtine la limita din (fig.B.1.a):

....................................

0 . t<-el2

se(=1(t+e/2)/e <-e/2<t<e/2, =De;e>0.:
1 el2<t, .'
Tntr-adevar, trecand la limité pentru e ¢ 0 rezultd:
o, t <0,
S =1limp )se)=41/2, t=0,
e
elo 1, t>0.
Aceasta este una dintre definitiile posibile ale functiei Heaviside. Tn mod obisnuit se
utilizeaza definitia (4.1) de la 11.4.1, care va fi avutd in |
vedere Tn continuare (in 1.2 si 2). Se(t)
Aplicand s e (1) la intrarea unui derivator, la iesirea L
acestuia se obtine (fig.B.1.b): / elo ‘
ds (t) 0 , t< —6/2, -—
de()=—5=1l/e ,—el2<t<el2 —e/2‘ ez a
0 , el2<t, de(®)
+ o0 el2 1 Ve
cu = Zdt = i
[~ de j_e/Zedt 1. | el 0
Trecand la limita se obtine impulsul Dirac: E t
0 120, —e/2lel2 b
d(t) = limdg (t) = cuf""d (t)dt =1.
el0 +00 , =0, —© Fig. B.1. O posibilitate de obtinere, la
limitd — pentru & | 0, () a functiei
b. Observatii Heaviside si (b) aimpulsului Dirac

Aceasta maniera de introducere a impulsului Dirac conduce la urmatoarele constatari:
1° Conform definitiei notiunii de functie, impulsul Dirac nu este o functie.
2° Urmeaza ca aplicarea metodelor analizei clasice nu este posibild. De exemplu, privitor
la operatia de derivare (in sensul analizei clasice), este evident ca:

ds ¢ (t) _d ds’(t) {o, t=0,

— lim s.(t)= =
& dr pEeSe®="g nedefinit pentru t = 0,

d(t)=Ilim
© elo
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deoarece s (t) nu este derivabildin t=0.

3 Pentru tratarea fenomenelor de tipul impulsului Dirac s-a introdus notiunea de
distributie sau functie generalizata.

1.2. Notiunea de distributie

a. Distributia Dirac

1° O functie este o corespondenta, astfel incat fiecarui element dintr-o anumita multime Ti
corespunde exact un element dintr-o altd multime. Ca exemplu se poate avea in vedere
dependenta unei tensiuni electrice x de timpul t, respectiv x = f(t), n sensul ca fiecarui t 7i
corespunde un x. Tensiunea x este 0 marime fizicd masurabild. Numai cd marimea care se
masoara nu este n realitate tensiunea x, ci efectul ei asupra unui dispozitiv adecvat. Acest
efect poate fi reprezentat cu ajutorul unei functii continue j (t), numita functie-test. O
calitate esentiald a unei masuratori o constituie repetabilitatea cu dispozitive diferite.
Aceasta conduce la afirmatia cd exista arbitrar de multe functii-test.

2° Pentru a caracteriza matematic simultan fenomenul x = f(t) si multimea efectelor sale se
poate utiliza functionala:

. b, ..
<tO.J ©>=]_ o) O,
in care <, > este notatia uzuald pentru functionale de acest tip. Se realizeaza astfel o
caracterizare globala a functiei f(t), respectiv a distributiei functiei f(t) pentru toti t din

intervalul considerat, prin aceea ca lui f(t), te[a, b], i se asociaza un numar real.
3° Aceastd abordare se extinde si pentru impulsului Dirac:

<d(®] ©)>=]"d@j @t

in care operatia este formal de tipul integralei definite (cu regulile aferente). Prin alegerea
functiilor-test (dupa cum se va arata in continuare la b.1°), intervalul de integrare infinit se
reduce efectiv laun interval finit.

b. Distributii cu suport compact

1° Clasafunctiilor-test j (t) este formata din multimea functiilor reale, infinit derivabile pe
R, cu suport compact. Suportul unei functii j (t) este cea mai mica multime Tnchisa care
contine punctele t pentru care j (t) # 0. Complementara suportului este cea mai mare
dintre multimile deschise Tn care j (t) = 0. O multime este compacta daca este Tnchisa si
marginita.

2
/0D 1| <q,
0, t|>1

Spatiul functiilor-test se noteaza cu 2. 9 este un spatiu liniar peste R Tn raport cu
operatiile de adunare a functiilor si de Tnmultire a unei functii cu un numar real. Tn plus,
pentru oricej e &) si orice functie reala m(t) infinit derivabild pe R, areloc mj € 9.

Unsirj ke @9, k=12,.., este convergent in £ laj e &£ daca exista un interval

Un exemplu de functie-test este urmatorul: j (t)=

[a, b] astfel Incét suportul lui j k, k =1,2,..., este inclusin [a, b] si j I((i) —j (i)(t) pentru

k — +o0,i=0,1,2,..., uniform pentru t € [a, b]. Se noteaza toate acestea prin: | kij .
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2° O distributie este o functionald liniara si continud x: £ — R, adicd o functie care
satisface conditiile:

. X(Cj 1 +Cof 2)=C1X( 1) +CoX( 1) pentruoricej 1,j 2e D siorice c1,c2 € R;

o dacdj—Z25 ,aunci limy, .. xG ) =xG ).

O aplicatie liniard x: £ — R este o distributie daca si numai daca este continuainj =0,
adica daca si numai daca din j kim rezultd lim,_,, o, X( ) =0.

Multimea tuturor distributiilor definite pe &) se noteazi cu )"

2" este un spatiu liniar peste R in raport cu operatiile uzuale de adunare a functiilor si
de Tnmultire a unei functii cu un numar real.
3° Orice functie reala f(t), teR, continua si marginita pe portiuni este in acelasi timp si
distributie de tip functie. In acest caz este posibila utilizarea functionalei:
<t O>=] "0 Odt | <2,

n careintegrala are sensul uzual.
In cazul functiei Heaviside (treapta unitara, definita la 11.4.1) se scrie:

<s@®)j () >:j_+:s ®) Odt=| O+°°j Odt, j €D.

Urmeaza ca distributia s este procesul prin care fiecdrei functii-test j (t) i se asociaza
integralael dela0la+oo, a carei valoare este finitd deoarece j (t) are suport compact.
4° Prin analogie cu 3°, pentru o distributie x se scrie:

<XO] O>=[ 0] Ot j <2

Aceasta Tnseamna ca distribuia x este procesul prin care fiecdrei functii-testj (t) i se
asociaza un numar real. Exprimarea de tip integrala definita are avantajul ca se pot utiliza
unele reguli proprii acestor integrale cum sunt: schimbarea variabilei de integrare si
integrarea prin parti.

Notatia x(t) este oarecum improprie deoarece x nu este definitd pe R, ci pe 9. Se

utilizeaza totusi notatia x(t) pentru asubliniafaptul cd | este definitd pe R.
In cazul distributiei Dirac se scrie:

<d@®j (O>=["de) Oct=j ), | <D

Aceasta Tnseamna ca distributia d (t) este procesul prin care fiecarei functii-test i se
asociaza j (0) adica valoarea functiei-test la t = 0.
5° Scalareatimpului:

<x(at),j (t)>=j_+;°x(at)j ()dt=| a\‘ljfzx(at)j @ydt=|a] " <xt),j (@)>, az0.
6° Translata temporala:

<x(t-t)j (t)> :f_*:fx(t—t ) ()t :j_:‘” XA (t+t)dt = <x(t),j (t+t))> t eR.

Pentrud (t—t) sescrie: <d(t—t),j (t)>=<d(t),j t+t)>=] ().

Pentrus (t—t) sescriei<s (t-t),j t)>=<s(t),] (t+t)>= jgwj (t+t)dt.
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7° Derivarea generalizata (in sens distributii), simbolizata prin Dk, k=0,1,2,..., consta in:
. +00 ) +0 .
<D ©>=[""ID*x®1 Odt=D*[ "xi ©t)dt=
=K <x©),j W > ] Wed, k=012...
Acest rezultat se obtine prin integrarea prin parti repetata.
Pentrus (t—t) si k=1 se obtine:
Ds (t—t)=d(t-t),deoarece
<Ds(t-t),j )>==-<s(t-t),] '(t)>=<s(t),] "(t+t)>=

:fjg”j Ct)dt =) () =<d(t),j (t+t)>=<d(t+t)j (t)>.

8 Pentru o functie realda f (t), t € R,

i +
f(®) ft+0) t(t) discontinud in t = t, pentru care exista
f(t i limitele laterale finite f(t-0) si f(t+0),
a Q = se poate scrie (fig.B.2.a):
— tt-o) folt) tR)=f®+[f¢ +O-f¢ -0k ),
0 \ t t in care fg(t) este partea continud a
Df(t) [f(t +0)—f(t —O)]d(t—t) fUnC;lel- f(t) L )
b Derivata generalizatd (in  sens
— distributii) are expresia (fig.B2.b):
0 Nt <% Df(t)=f'(t)+[ft +0)— f ¢ +0)[d(t),
Fig.B.2. (a) Functia discontinua f(t) ( fc(t) — partea incaref'(t) = f'¢(t), t = t, in sensul clasic.
continu) si (b) derivata generalizatad Df (t) Pentru derivata generalizatd (in sens

distributii) de ordinul k se scrie:
DXf()= FOM)+[f* Dt +0)- kD¢ —o)dt-t)+
+[f* 2t +0)- & D¢ 0Dt -t)+..+[f(t +0)— f{t —0)]DXd(t-t), k=12,...,
incae fO¢-0),f"¢+0), i=0k—1, sunt limitele laterale finite ale functiilor f® )
(derivatelor de ordinul i) int=t, i =0,k—1.
9° Pentru produsul unei distributii x(t) cu o functie f(t), t € R, infinit derivabila se scrie:
< x(t) f(t),j (t) >= .[j;ox(t) f(t),j (t)dt =< x(t), f(t)j (t)>.
Pentru x(t) = d(t) rezultd: f(t)d(t) = f(0)d(t),
Deoarece < f(t)d(t),j (t) >=<d(t), f¢t)j (t)>=f(Q) (0 =f(0) <d(t) (t)>=<fOd), t)>.
Pentru x(t) = Dd (t) se obtine: f (t)Dd(t) = f(0)Dd(t)— f'(0)d(t), deocarece
< f(@)Dd(t),j (t) >=<Dd(t), f(t)j (t) >=-<d(t),[f@) t)]'>=
=—<d(®), f () 'O+ 'O t)>=-1(0) (0)-f'(0) (0) =
=—f(0)<d(t),j '(t)>-f'(0) <d(t),j (t)>=
= f(0) < Dd(t),j (t)>-f'(0)<d(t),j (t) >=
=< f(0)Dd(t) - f'(0)d (t),j (t)>.
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Pentru f (t) =t se obtin urmatoarele rezultate: td(t) =0, tDd(t) = —d(t).
10°0 distributie x(t) se numeste para daca x(—t) = x(t).

Impulsul Dirac este o distributie para deoarece din 5° pentru x(t) = d(t) si a = -1 rezulta:

d=t)=d(@).

O distributie x(t) se numeste impara dacd x(—t) = —x(t).

Derivata impulsului Dirac este o distributie impard, deoarece din 5° pentru x(t) = Dd(t)
si a=-1rezulta: Dd (- t) = - Dd (t), in conformitate cu

<Dd(-t),j (t)>=<Dd(t),j (-t)>=-<d(t),-j "(-t)>=] (0=

=<d(-t),j '(t)>=—<Dd(t),] (t)>=<-Dd(-t),j (t)>.

11°0 distributie x(t) este nuld pe R\ [a, b] daca pentru orice functie-test j (t), care este nula
pela, b], areloc: < x(t),j (t)>=0.

Tn ipoteza ci cel putin una din distributiile x1, x2 € 2" este nula Tn afara unui interval
finit din R, pentru produsul de convolutie se scrie:

<0amx)0d O =[50 [ To@) E1a)d |d—<u®<x@i ¢,

<0 )00 0> =70 [ @) ¢ |d—<p®<x@) ¢,
dupd cum xi(t) sau xo(t) se anuleaza in afara unui interval finit din R.
Fie x1, x2, x3e 2" Produsul de convolutie are proprietitile:
(X * X2)(t) = (X2 * Xq)(),
[x1 * (X2 + X3)](t) = (Xg * X2)(t) + (X * X3)(t),
[(Xg * X2) * X3](t) =[Xq * (X2 * X3)]().
Tn cazul in care xq(t) = X(t) si x,(t) = D¥d(t), k =012,..., sescrie;
(x* DXd)(t) = D¥x(t), k = 0,1,2,..., decarece
<0xDXA)O 0> = <x®,<D*d@)j (t+a)>> =D  <x®),<d@)j ©t+a)>>=
= (DX <x(t)j ®)> =<D*xt),j (t)>.
Pentru k = 0 rezultd: (x *d)(t) = x(t), ceea ce Tnseamna c& impulsul Dirac este elementul

unitate Tn cadrul produsului de convolutie.
12°Pentru xq(t) = x(t) $i Xo(t)=s(t) cu ajutorul produsului de convolutie se obtine

integrala distributiei x(t) : j_tw x@)dq = jf:x(q)s (t—q)dq = (x*s)(t).

¢. Pseudofunctii

1° Functiile t™1,t72,..,t73/2,t5/2, nu determind distributii deoarece nu sunt (local)
integrabile. Pentru astfel de functii se utilizeaza notiunea de parte finita (pars finita, prescurtat
Pf ) aunei functionale.

De exemplu, pentru =325 (t) functionala:

<t ¥ 1) >="r ¥ 0 Ma=[ "t ma
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este divergenta daca j (0) = 0. Totusi ultima integrald are si o parte finitd. Pentru limita de
integrare inferioard e> 0, prin integrare prin parti se obtine:

je+°°r3’ 3 (t)dt=2eYZ (e)+ 2je+°°r1’ 2 (t)dt, e>0.

Tntrucét j (e)=j (0)+¢ '(ge), 0<q <1, rezultd ci:

1@ ="t Odt-3 @e V=3 @’ + [ "tV o,

; o120
liml(e)=2|_ t t) dt.
limi(e)=2f, "% '©®

Aceastd integrald este convergentd deoarece t Y2 este (local) integrabild. Urmeaza cé
partea finita a functionalei este:

PF<t¥Zs (), ()>=<2tV2) (t)>:2j0*°°t—1’2j '(t) dt.

2° Daca functionala < f(t),j (t) >, In care functia f(t) nu este (local) integrabilad, este

divergentd si poseda o parte finita care coincide cu o functionald determinatd de o

distributie x(t), adica Pf<f (t),j (t)> = <x(t), j (t)>, se spune ca functia f(t) defineste o

distributie x(t) si se scrie Pf f(t) = x(t). Pf f(t) se numeste pseudofunctia asociata lui f (t).
Pentru f(t)=t">'2s (t) rezulta Pf[t-3’ %s (t)]: 2t7Y2%s ().

3° Dacad Pf f (t) = x(t), atunci

DX(Pf f (1)) = D¥x(t), k=12,.. .

d. Distributii temperate
1° Functiile-test j (t) fac parte din spatiul &> 9 al functiilor rapid descrescatoare. Aceste
functii au proprietatea ca pentru t— +oo areloc t " (n) (t) >0 pentrum, n=12_3,... .
2° O distributie x(t) definitd prin functionala< x(t),j (t) > este liniard si continud pe .
Spatiul tuturor distributiilor temperate se noteaza cu §". Tntrucét £ c of, urmeaza cd are
locS' c D'
3° O distributie x € &)’ cu suport marginit este temperata.
Conform acestei propozitii, distributiile D¥d (t-t), k=012..,t eR, sunt temperate.
4° Daci xed’, aunci D¥xed”, k=123... .
5° O functie f e L*(— , +o) determind o distributie temperat.
O functie f(t) (local) integrabila si marginita pe R determina o distributie temperata.
6° Daca f(t), teR, este o functie marginita si infinit derivabild si xe o', atunci pentru
X(t) = f(t)x(t) aeloc X e .
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2. Transformarile Fourier si Laplace ale distributiilor
2.1.Transformarea Fourier a distributiilor

a. Definitie

Transformata Fourier a unei distributii x(t), exprimata formal prin: X (jw) = Z{x(t)},
se defineste prin functionala:

< T} €)>=<X1), Fqj {)}>=<xXt).D(jW)>, | €&, xS,
ncare X ed” si P(jw)=57j (1)} este transformata Fourier n sensul din Anexa A.2.1.
b. Teoreme

1° Transformarea Fourier directd a distributiilor este liniara.
2° Dacd xq, X e’ si X1(jw) = Xa(jw), atunci x1(t) = x2(t).

3° Imaginea derivatei originalului: FIDXM)} = (jW)* X (jw), k=012.... .
4° Simetria FIX ()} =20 X(—jw).

5° Imagineatranglatei originalului: FIxt-t)}=e "X (jw), t eR.

6° Imaginea produsului de convolutie: G {(xg * %))} = X1 (jw) X5 (jw)

este o distributie temperatd cu conditia ca xi(t) sa fie distributie temperata si x2(t) sa fie
distributie cu suport marginit sau viceversa.

7° Imagineaintegralei originalului: y‘{ﬁw x(q)dq} = [Pf jtv]x(jw)m X (0)d (w),
deoarece, conform cu 1.2.b.12°, se scrie:

I, xarda =7 x@s t-a)da | = X (i) s (0) - X(J’W){Pf b (vv)}
n care pentru &{s (t)} se utilizeaza rezultatul b.8° (din sectiunea urmatoare).
8° Imaginea produsului x(t) f (t): FxX(E) T ()} :% (X =F)(jw),
in care produsul de convolutie X * F se realizeaza in conformitate cu 1.2.b.11°.
9° Formulalui Parseval: <x(t)j () >:%<9‘—{X(t)} G (D)) >.

10°0 categorie importantd de pseudofunctii o formeazd cele definite ca derivate ae
distributiilor determinate de functii (local) integrabile: Pf f(t) = Dkfo(t). Daca distributia
determinatd de fo(t) este temperata, atunci & { Pf f(t)} exista si, conform cu 3°, se scrie:

GPEE O} = (W) T fo(0)}
c. Transformatele Fourier ale unor distributii
1° Pentru x(t) =d(t —t) dina.1° se obtine:
<F{dt-t)},j (t)>=<d(t-1),F{ @)} >=<d(t-t),F (jw)>=
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=F(jt) =[] wdw=<e " j w)>,

ceea ce inseamna ca {d(t —t)} = e

Pentrut = 0 rezulta:

Ad O =1,
graficele corespunzatoare fiind reprezentate in fig.B.3.a.
2° Pentru x(t) = e!"o! din a.1° rezulta:

< Ty (1) >=<e T ()} >=<e™ F (jq) >=

= ["eMF (jq)dg =% [ 20F (ja)e™™® =2pj o) =<2pd W -wy),j (w)>.
Aceasta inseamna ca
F{eWo'y = 2pd (W —wy).
Pentru wg = 0 se obtine:
Y{% = 2pd (W),

graficele corespunzatoare fiind reprezentate in fig.B.3.b.
3° Pentru functiile trigonometrice f(t) = sinwgt si f(t) = coswt, pe baza formulelor ui Euler

si In conformitate cu rezultatul dela 2°, se scrie;
F{sinwt} = - jp (d W -wp) —d (W +Wq)),
G {coswpt} =p (d(w —wq) +d W +wg)).
Pentru = sinwt graficele corespunzatoare sunt reprezentate in fig.B.3.c.
4° Pentru f(t) = t} din a.1° rezulti:
Tt} = 2pj*DKd (w).
5° Pentru x(t) = DKd (t-t) din a.3° se obtine:
F{DXd(t-t)} = (jw)Ke W
Pentrut = 0 rezulta:
F{DXd )} = (jw)X.
6° Pentru f(t) = Pf(1/t) se poate scrie:

TP Y =1im _[_ee’j""tldt+_|'+°0e’j""t1dt =—1lim +“O(eJ'W‘—e*i‘”‘)ﬁz
7 elo’—» t e t elo’e t

. .+ Sinwt . p+oo SINWt .
=-1im2 —dt=-2 —dt = —pjsgnw,
lim2jf == [ — pisg
graficele corespunzatoare fiind reprezentate in fig.B.3.d.

7° Pentru f(t) = sgn t, din rezultatul precedent, conform proprietitii de simetrie a
transformarii Fourier (a.4°), se poate scrie:
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Fisont} =T?Pf %

graficele corespunzatoare fiind reprezentate in fig.B.3.e.
8° Functia treapta unitard, s(t), poate fi exprimata cu ajutorul functiei signum sub forma:

S (t) :%(l+ sgnt).
Conform rezultatului de la 7° se obtine:

F{s (O} =pdw) + ~pf L.
i w

graficele corespunzatoare fiind reprezentate in fig.B.3.f.

2.2. Transformarea L aplace a distributiilor

a. Definitie

1° Domeniul de integrare al transformarii Laplace directe unilaterale este [0,+x). Ca
urmare se considera distributii pe R cu suport Tn R+. Multimea acestor distributii se noteaza
cu D'y, iar multimea distributiilor temperate corespunzatoare cu of'+. Evident, §'+c D '+.
2° Dac pentru x € 9"+ existd un a R astfel incat X(t)=e X x(t) satisface X e f!,
atunci pentru Res=s >a se defineste transformata Laplace a distributiei x(t) prin:

X(8) = LX)} =< x(1), &' > = L;"’O x(t)e St

b. Teoreme
1° Distributia Dirac si derivatele sale sunt distributii temperate. Se scrie:
ADXd(t-t)}=<DXd(t-t),e™¥ > = (DX <d(t-t),(-)Kske™™ > =
=<d(t-t),skeSt) 5 = ke ter,, k=012..

Pentrut = 0si k=0 se obtine: A{d(t)} =1.
2° n cazul derivatei generalizate a unei distributii determinata de o functie f(t), discontinua
in t=0, conform cu 1.2.b.8°si A.1.1.b.2°, se poate scrie:

AADKE ()} =s*F(s) + [f D (+0) - £ kD (—0)]+ ot [F(+0) = f(-0)] s =
— £ (+0)s* 7t — ..~ £ ®k D (40) = sKF(s) - F(-0)s* T —...— £ kD ().

3° Imagineaintegralei originalului: X{I;f(q)qu}zikF(s), k=012,.. .
s

4° Imaginea produsului de convolutie: F{(fy* f5)(t)} = F(S)Fo(9).
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2.3. Transformarea Fourier directa unilaterala

a. Definitii si observatii

1° Este un caz particular al transformarii Fourier (directe bilaterale, cf. A.2.1 si B.2.1) in
situatii Tn care originalul f (t) satisface conditia: f (t) = f (t)s (t), adicd f(t)=0, t<O.

2° Transformarea Fourier directa unilaterala se defineste dupa cum urmeaza:

e n cazul functiilor: F(jw) = JJOO f (t)e‘j"‘”dt =A{f (@)},

o incazul distributiilor: X, (jw) = F{x(t)},
conform cu < X, (jw), (t)>=<x(t)s (t),P(jw)>, In care transformata produsului x(t)s (t)
se exprima prin produsul de convolutie al transformatelor {x(t)}, &{s (t)} (cf.2.1.a8°).

Indicele 1 din relatiile de mai sus individualizeaza transformata directa unilaterala.
3° Trunchierea originalului, prin anularea partii corespunzatoare semiaxei temporale
negative, are consecinte importante pentru transformata Fourier directd unilaterala.

S-a aratat la teorema 3 de la VI.3.2 ca o condifie necesard si suficientd ca
GlelL X0, + ), cu G(jw)=RW)+ jl (w), sa fie transformata Fourier — Plancherel a

unei functii g € L ?0,+x) este ca R(w) si I(w) sa fie functii conjugate (legate prin
transformarea Hilbert — relatiile (V1.3.39), (V1.3.40))
b. Transformatele Fourier unilaterale ale unor functii

Pentru x(t) =s (t)sinwgt, X(t)=s (t)coswgt si x(t)=t¥s (), k=012,.., se obtin
urmatoarele rezultate:

10 F{snwt = F{s (t)snw g} :%_[d W-wq) —dw +w0)]+#,
2_

2° FA{coswt} =F{s (t)coswot}:%[cj(w—wo)+d(w+wo)]+ ZJW >
Wo—W

1
k'Pfl

Kk B
jied e D¥d(w), k=012,.... .

P Gt} =T {t*s (1)} =

Tn cazul 1° reprezentrile grafice sunt date in fig.B.3.g.

c¢. Transformata Fourier directa unilaterala ca functie marginald a transformatei
Laplace directe

1° Tn legaturd cu F(s) (definitia 1 de la A.1.1) si Fi(jw) (de la a.2°) este cunoscut ca in
general:

F(jw) # F(9)|sjw » WER.
Aceasta deoarece pentru s=z + jw areloc:

+00 i +00 i
im[ f e @ Wtge = [ f 1) lime @ WG, weR,
ziOJ.0 ® '[0 ()zio ©

exceptand cazurile care urmeaza.
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x(t) =d(t)
d(t)

0 t

1 xt)=1

0 t

11 X(t) =sinwot

x(t) = Pf(t™Y)

X(t) =s (t)
P

0

X(t) =s (t)sinwot

X(jw) = 1

w

X(jw) =2pd(w)

0

w

JX(jw)=p[d(w-wo)—d(w +wo)]

|pd (W-wo)

0
—pd(w +wo)

Wo W

A . .
JX(jw) = p sgnw

X(jw) =

—P
2Pf (w™)

\

N

0 w

[X (iw)] =pd () + [Pf (w )

e

0

(X (iw)| =2 dtw-wo) -d (W +wo) +

I\

w

N

-Wo 0

Wo w

Fig. B.3. Semnale (distributii) si densitatile lor spectrale
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2° Daca abscisa de convergentd a integralei Laplace (A.1.1.a.4°) este negativd (z o< 0),
atunci pes=jw areloc:

F(jw) = F(S)ls:jw' w € R.

Fi(jw) este functia marginald a lui F(s).
3° Dacd zo > 0, atunci este posibil capentru s=jw integrala Laplace si nu convearga. Tn
acest caz este posibil ca transformata Fourier sa nu existe Tn sensul obisnuit, dar este posibil
sa existe in sens distributii.
4° Daca zo = 0, atunci pe s = jw existd puncte de convergenta si de divergenta ale
integralei Laplace. In punctele de convergenta are loc relatia de la 2°. Daca aceasta relatie
are loc pentru toti s=jw, w R, atunci F(jw) este functia marginala a lui F(s).
5 Tn cazul f e L%(- o, + ) se utilizeazd transformarea Fourier — Plancherel directi
unilaterald (Anexa A.3), situatie Tn care are loc:

Fi(iw) =4 f @)} :al._i;T&OJ.Zf(t)e’thdt —F(9)

S=jw

aproape pentru toti w eR .



Tabele de transformate Laplace si Fourier

Anexa

1. Transfor mate L aplace

f(t), teR + F(s), seC f(t), teR + F(s), seC
1
d(t) 1 s (t) S
D kd (1), ‘ tks (1), ki
s
k=012,... k=012,... skl
. ~ts . l -ts
d(t-t):t >0 e s(t-t);t>0 Se
1 _t 1
—at 1
— LaT
€ s+a T e Ts+1
WO S
sinwot ) +W% cosw ot g2 +w(2)
WO S
shwot 2 —w% chwoot 2 _W%
Wo s+a
atg at
e snwot s? +2as+aZ +wj &C0sW ot s? +2as+aZ+w3
_at. k _
tke @ sinwot " wo (k) t ke @lcosw ot " s+a (k)
k=012,.. s?+2as+a%+wé k=012,.. s% +2as+a’ + W@
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Anexa C. Tabele de transformate Laplace si Fourier

2. Transformate Fourier

f(t), teR F(jw), w eR f(0), teR F(jw), w eR
d(t) 1 1 2pd(w)
k
Dd (1), k k ke k
jw t*, k=0,1.2,... 2pj "D "d(w
k=012,.. () PITDTd(W)
2 1 p
£ - —sgnw
sgnt iw : j Sy
1
s (1) Dd(W)+J.—W et a0 Jplaew’l4a
K ,
t“s (1), k! +0 DK _ 2jw
. p] D d(W) e a‘t‘ nt- a O -
k=012.. | (w*™* st a> w? + a2
a
sinwot p_-[d(W—Wo)—d(W+Wo)] ———:a>0 pe—a\W\
J t“+a
rrt)=s{t+T)- sinTw
coswot | PlAW-we)+dWw+w)] s 2=
P ldw-wg)-d
—[dw-wg)-dw+w )]+
_ 2] sinw gt P fwo(W) =
S (t)sinwot . Wo " pL%(W+wo)—s(w—w0)]
w3 -w?
P law-wo)+aw-wo)l+ ,
s (t)cosw ot LW ret-T)-rr(t+T) _4JM
w3 —w?
1{sinT(w—W0)
-alt| | 2 j w—w
el 2 rOswet | °
a>0 w-+a _sinT(w+w )
W+W g
sinT(w—w0)+
—at . 1 W—W,
s ) - r 1 (t) cosw gt ] 0
a>0 w+a +smT(w+w0)
W +Wg




Bibliografie

[

e

=
w N

37.

38.

POOXONOUAWNE

Banks, P.S., Control Systems Engineering. Prentice Hall, Englewood Cliffs, 1986

Barbu, V., Ecuatii diferentiale. Editura,,Junimea”, lasi, 1985

Beleg, C., Teoria sistemelor; sisteme neliniare. Ed. Didacticd si Pedagogicd, Bucuresti, 1985
Bernstein, S.D, Bushnell, G.L., The History of Control. IEEE CS Magazine, 22, 2, 2002
Calin, S., Regulatoare automate. Editura Didactica si Pedagogicd, Bucuresti, 1976

Colosi, T., Ignat, 1., Elemente de teoria sistemelor si reglaj automat. Inst. Politehnic, Cluj, 1981
Corduneanu, C., Ecuatii diferentiale si integrale. Universitatea ,,Al.l. Cuza“, lasi, 1971
Corduneanu, A., Pletea, A. L., Notiuni de teoria ecuatiilor diferentiale. Matrixrom, Bucuresti 1999
D'Azzo, J.J., Houpis, H.C., Linear Control System Analysis and Design. McGraw, New Y ork, 1988
Dobra, P., Teoria sistemelor. Editura Mediamira, Cluj-Napoca, 2002

Doetsch, G., Funktional Transformationen. Mathematische Hilfsmittel des Inginieurs. R.
Sauer, |. Szabo (Ed.), Springer, Berlin, 1967

Dorf, C.R., Modern Control Systems. Addison-Wesley, 1989

Dragomir, T.L., Preitl, St., Elemente de teoria sistemelor si reglaj automat. Inst. Politehnic,
Timisoara, 1979

Dranfield, P., Haber, F.D., Instruire programatd in metoda locului radacinilor. Editura
Tehnica, Bucuresti, 1980

Dumitrache, I., Tehnica reglarii automate. Ed. Didacticd si Pedagigica, Bucuresti, 1980
Follinger, O., Laplace- und Fourier-Transfor mationen. Hiithing-Buch-Verlg, 1993

Follinger, O., Regelungstechnik. Huthing-Buch-Verlg, 1994

Follinger, O., Nichtlineare Regelungen. Oldenbourg, Minchen, 1993, 1998

Franklin, F.G. et all, Feedback Control of Dynamic Systems. Addison-Wesley, 1986

Houpis, C.H., Rasmussen, S.J., Quantitative Feedback Theory. M. Dekker, Basel, 1999
lonescu, V1., Teoria sistemelor; sisteme liniare. Ed. Didacticd si Pedagigica, Bucuresti, 1985
Kraniauskas, P., Transforms in Sgnals and Systems. Addison-Wesley, 1992

Lazar, C., Ingineria regldrii automate. Universitatea Tehnicad “Gh. Asachi”, lasi, 1995

Marin, C., Structuri si legi de reglare automata. Editura Universitaria,Craiova, 2000

Mayr, O., Zur Frithgeschichte der technischen Regelungen. Oldenbourg, Miinchen, 1969
Pastravanu O., lbanescu, R., Limbajul bond-graph in modelarea si simularea sistemelor
fizico-tehnice. Editura “Gh. Asachi”, lasi, 2001

Popov, V.M., Hiperstabilitatea sistemelor automate. Editura Academiei., Bucuresti, 1966
Preitl, St., Precup. R.E, Elementele de baza ale reglajului automat. Ed. Politehnica, Timisoara, 2001
Rasvan, V1., Teoria stabilitatii. Editura Stiintificd si Enciclopedica, Bucuresti, 1987

. Truxal, J.G., Automatic Feedback Control System Synthesis. McGraw, New Y ork, 1955
. Tzafestas, S.G. (Ed.), Applied Control; Trends and Modern Methodologies. M. Dekker,

Basel, 1993
Unbehauen, R. Systemtheorie. Oldenbourg, Mlnchen, 1997

. Voicu, M., Identification compléte des processus dynamiques linéaires. Revue Frangaise

d'Automatique, Informatique et de Recher che opérationnelle, nr. 32, 1972, pp. 87-95
Voicu M., Identificarea sistemelor dinamice. SAEA, Academia Romana, Filiala lasi, 1977

. VoicuM., Teariasistemdlor, stadiul actual si perspective. SAEA, Academia Romana, Filiala lasi, 1979
. Voicu M., Interconexiuni ale sistemelor dinamice liniare multivariabile. SAEA, Academia

Romana, Filiala lasi, 1979

Voicu M., Metoda si dispozitiv de identificare completa a proceselor automatizate liniare.
Brevet nr. 73 715/1980

Voicu M., Cét de practicd este teoria moderna a sistemelor. SAEA, Academia Roméana, Filida
lasi, 1980



264
39.
40.

41.
42.

43.
44,
45,
46.
47.
48.
49.

50.
51.

52.
53.

54.
55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

Bibliografie

Voicu M., Kirchhoff interconnectability of linear constant dynamical systems. International
Journal of Systems Science, 1980, no. 8, pp. 907-919

Voicu M., Interconectabilitatea Kirchhoff a generatoarelor sincrone. Simp. National de Teoria
Sistemelor, Universitatea din Craiova, 14-15.11.1980, val. |1, pp. 76-81.

Voicu, M., Teoria sistemelor. Institutul Politehnic ,,Gh. Asachi”, lasi, 1980

Voicu M., Proprietatile fundamentale ale sistemelor si reactia inversa. Simp. ,,Cibernetica in
perspectiva revolutiei stiitifico-tehnice contemporane”. Academia Roméana, Filiala lasi, 1983
Voicu M., Pathological phenomena in the Kirchhoff interconnected hypersystems. Bul. Inst.
Politehnic din lasi, sectia I11, XXX (XXXI1V), 1984, 1-4, pp.47-49

Voicu M., Pentru o teorie a modeldrii matematice. Simp. National de Teoria Sistemelor,
Universitatea din Craiova, 14-15.12.1984, vol. |, pp. 76-80

Voicu M., Teoria sistemelor si cibernetica tehnicd — conexiuni si perspective in domeniul
invatdmantului tehnic superior. Simp. ,,Contributii romanesti la dezvoltarea stiintei”,
Academia Romana, Filiala lasi, 1986

Voicu, M., Tehnici de analiza a stabilitatii sistemelor automate. Ed. Tehnicd, Bucuresti, 1986
Voicu M., De la legea lui Ohm la teoria sistemelor. Simp. National de Teoria Sistemelor,
Universitatea din Craioava, 26-27.05.1988, val. |1, pp. 47-60

Voicu M., Indici de sensibilitate Tn sisteza sistemelor automate liniare multivariabile. Zilele
academice iesene, Academia Romana, Filiala lasi, 1990

Voicu M., Unele estimdri privind evolutia automaticii Tn anii '90. Zilele academice iesene,
Academia Romana, Filiala lasi, 1992

Voicu, M., Ssteme automate multivariabile. Editura"Gh. Asachi", lasi, 1993

Voicu M., Sufficient conditions for Hurwitz and Schur polynomials. Bul. Inst. Politehnic din
lasi, IV, XLIV (XLVII), 1998, pp. 1-6

Voicu M., Introducere in automatica. Editura Dosoftel, lasi, 1998

Voicu M., Sinuous ways of knowledge. 3rd Int. Conf. on Romania and Romanians in
contemporary science, Academia Romana, Fundatia Culturalda Romana, Sinaia, 13-17.06.2001
Voicu, M., Teoria sistemelor cu aplicatii Tn bioingineria medicala, I. Ed. ,,Gh. Asachi”, lasi, 2001
Voicu M., Morosan B.-1., Teaching fundamentals of automatic control and system theory.
Europ. Sem. on Aut. & Contr. Techn. Educ., Technische Univ., Dresden, 11-12.05.1994;
Proc. SEFI, Bruxelles, pp. 44-50

Voicu M., Pastravanu O., Stabilizarea sistemelor automate cu obiect instabil IMEM; studiu de caz. Ses.
St. Facultatea de Electrotehnica, Institutul Politehnic din lasi, 16-17.05.1986, sectia I11, pp. 127-134
Voicu M., Pastravanu O., Pavéluc L., Numerical aspects of d.c. electric motor parameters and
state estimation via adaptive observer simulation. Int. Conf. on El. Drives, University of
Brasov, 20-22.09.1988; Proc., 4, D.2-2, pp. 1-8

Voicu M., Pastravanu O., Transferring knowledge from mathematics to systems and control
theory; a metatheoretic and didactic viewpoint. Workshop on Aut. and Control Technol.
Educ. 2001, University of Technology, Vienna, 25-27.01.1993; Proc. SEFI, Bruxelles, 2/1993
Voicu M., Pastravanu O., Lazar C., A didactic approach to the hyperstability of automatic
control systems. Int. Workshop on Adv. Educ. in Autom. & Control Techn., Czech Technical
University, Prague, 16-18.05.1994; Proc., pp.14-17

Voicu M., Pastravanu O., Schonberger F., Ferariu L., Introducere n automatica, culegere de
probleme. Editura Matrixrom, Bucuresti, 2000

Voicu M., Pastravanu O., Time-domain and parametric properties corresponding to Popov
inequality. 1st IFAC Symp. on Syst. Struct. & Control, 29-31.08.2001, Czech Technical
University, Prague; Proc. IFAC, CD-ROM, 108

Voicu M., Titariu 1., Asandei D., Procedeu si dispozitiv de comandd a servomotoarelor
asincrone. Brevet nr. 72 589/1979

Vrabie, |., Ecuatii diferentiale. Matrixrom, Bucuresti, 1999






MIHAIL VOICU

INTRODUCERE IN AUTOMATICA

I se mai spune tehnologia invizibild. Este invizibild pentru ci, desi
face uz de obiecte, ea rezidi in primul rind in relatiile dintre obiectele
implicate. Nu este in mod voit invizibil si nu are nimic in comun cu
magia. Cu toate acestea, i s-ar putea spune si tehnomagie. Pentru ca
tehnologia invizibild a ficut posibild, de exemplu, levitatia obiectelor,
fard pase magice, sub forma sustentatiei electromagnetice, care
deschide noi orizonturi In transporturile terestre... fird roti. A ficut

- posibild utilizarea in conditii de stabilitate a reactiei de fisiune nucleard,
conducerea in conditii de flexibilitate a liniilor de fabricatie robotizate
lapa si omgenarea

ISBN 973-681-111-5

789736|811111'




	P r e f a ț ă
	L i s t ă d e a b r e v i e r i , s i m b o l u r i ș i n o t a ț i i
	I . I n t r o d u c e r e
	1. Automatizarea: conţinut, categorii şi scopuri
	2. De la mecanizare la automatizare
	3. Ce este un sistem automat?
	4. Câteva repere istorice
	5. Automatica şi cibernetica; sisteme şi semnale
	TRANSFERUL INTRARE – IEŞIRE ALSISTEMELOR DINAMICE LINIARE
	Capitolul II
	TRANSFERUL INTRARE – IEŞIRE ALSISTEMELOR DINAMICE LINIARE
	1. Descrierea matematică a sistemelor dinamice
	1.1. Ce sunt modelele matematice?
	1.2. Ecuaţiile sistemelor fizico-tehnice
	Exemplul 1.1
	Exemplul 1.2
	1.3. Liniaritate şi invarianţă în timp
	Exemplul 1.3
	1.4. Funcţia de transfer
	Exemplul 1.4
	2. Scheme bloc structurale
	2.1. Preliminarii
	Exemplul 2.1
	2.2. Conexiuni elementare
	1Conexiunea «serie»
	2 Conexiunea «paralel»
	3 Conexiunea «cu reacţie»
	Exemplul 2.2
	2.3. Transfigurarea schemelor bloc structurale
	4 Deplasarea unui sumator de la intrarea la ieşirea unui bloc
	5 Deplasarea unui sumator de la ieşirea la intrarea unui bloc
	6 Deplasarea unui punct de ramificare de la intrarea la ieşirea unui bloc
	7 Deplasarea unui punct de ramificare de la ieşirea la intrarea unui bloc
	8 Comutativitatea sumatoarelor
	9 Deplasarea unui sumator din interiorul unei conexiuni «cu reacţie» la ieşire
	10 Deplasarea unui sumator de la ieşirea unei conexiuni «cu reacţie» în interior
	Exemplul 2.3
	Exemplul 2.4
	2.4. Scheme bloc operaţionale asociate unei funcţii de transfer
	a. Schema bazată pe derivatoare şi integratoare
	b. Schema bazată numai pe integratoare
	2.5. Grafuri de fluenţă
	Exemplul 2.5
	Exemplul 2.6
	Exemplul 2.7
	3. Răspunsul la impulsul Dirac
	3.1. Definiţie
	3.2. Proprietăţi
	Exemplul 3.1
	Exemplul 3.2
	Exemplul 3.3
	3.3. Produsul de convoluţie
	Exemplul 3.4
	4. Răspunsul indicial
	4.1. Definiţie
	4.2. Proprietăţi
	Exemplul 4.1
	Exemplul 4.2
	Exemplul 4.3
	4.3. Integrala Duhamel
	Exemplul 4.4
	5. Polii şi zerourile funcţiei de transfer
	5.1. Răspunsul la semnalul exponenţial
	Exemplul 5.1
	5.2. Transferul „rezonant”
	5.3. Transferul blocat
	6. Stabilitatea intrare – ieşire
	6.1. Definiţia BIBO-stabilităţii
	Exemplul 6.1
	Exemplul 6.2
	6.2. Caracterizări ale BIBO-stabilităţii
	6.3. O condiţie necesară de BIBO-stabilitate
	Exemplul 6.3
	6.4. Criteriul Hurwitz
	Exemplul 6.4
	6.5. Criteriul Routh
	Exemplul 6.5
	6.6. Stabilitatea relativă
	Exemplul 6.6
	6.7. Domenii parametrice de BIBO-stabili
	Exemplul 6.7
	7. Corelaţia dintre calitatea răspunsului indicial şi configuraţiapoli – zerouri
	7.1. Indici de calitate ai răspunsului indicial
	7.2. Elemente de transfer tipice
	a) Elementul proporţional (P)
	b) Elementul de întârziere de ordinul 1 (T1)
	Exemplul 7.1
	c) Elementul de întârziere de ordinul 2 (T2)
	Exemplul 7.2
	Exemplul 7.3
	d) Elementul integrator (I)
	Exemplul 7.4
	e) Elementul derivator (D)
	Exemplul 7.5
	f) Elementul cu timp mort (TM)
	7.3. Obţinerea funcţiei de transfer pe baza răspunsului indicial
	Exemplul 7.6
	7.4. Poli şi zerouri dominante
	Exemplul 7.7
	7.5. Configuraţii cu doi poli dominanţi; localizarea polilor dominanţi
	1 Condiţia suprareglării
	2 Condiţia duratei regimului tranzitoriu
	3 Condiţia duratei de creştere
	4 Polii dominanţi
	Exemplul 7.8
	7.6. Efectul unui zero suplimentar
	Exemplul 7.9
	7.7. Efectul unui pol suplimentar
	7.8. Simbolizarea operatorială a sistemelor dinamice liniare
	Exemplul 7.10
	Capitolul  III
	PROPRIETĂŢILE  SISTEMELOR  AUTOMATE
	1. Clasificarea sistemelor dinamice după structură
	Exemplul 1.1
	1.1. Sisteme cu structură deschisă; principiul compensaţiei
	Exemplul 1.2
	Principiul compensaţiei.
	Exemplul 1.3
	1.2. Sisteme cu structură închisă; principiul abaterii
	1 Reacţia negativă; principiul abaterii
	Principiul abaterii.
	Exemplul 1.4
	2 Reacţia pozitivă
	Exemplul 1.5
	Exemplul 1.6
	2. Sisteme automate monovariabile
	2.1. Schema bloc funcţională
	Exemplul 2.1
	2.2. Schema bloc structurală standard
	Exemplul 2.2
	3. Implicaţii ale principiului abaterii
	3.1. Ecuaţia abaterii; premise pentru realizarea principiului abaterii
	3.2. Semnificaţia funcţiei F(s) pentru stabilitatea sistemului automat
	3.3. Abaterea staţionară
	3.4. Efectul perturbaţiei; caracteristica statică
	Exemplul 3.1
	3.5. Senzitivitatea la variaţia parametrilor
	1 Senzitivitatea la variaţia parametrilor căii directe
	2 Senzitivitatea la variaţia parametrilor căii perturbaţiei
	3 Senzitivitatea la variaţia parametrilor căii de reacţie
	Exemplul 3.2
	3.6. Efectul zgomotelor
	4. Stabilitatea sistemelor automate
	4.1. Polii şi zerourile sistemului automat
	Exemplul 4.1
	4.2. BIBO-stabilitatea structurală
	Exemplul 4.2
	5. Precizia unui sistem automat
	5.1. Eroarea; implicaţii ale principiului abaterii
	5.2. Eroarea staţionară
	a. Eroarea staţionară în raport cu mărimea prescrisă
	b. Eroarea staţionară în raport cu perturbaţia
	Exemplul 5.1
	6. Performanţele unui sistem automat
	6.1. Indici de calitate
	6.2. Indicatori sintetici de calitate
	Exemplul 6.1
	Capitolul  IV
	LEGI DE REGLARE
	1. Regulatoare realizate cu amplificatoare operaţionale
	1.1. Amplificatorul operaţional
	1.2. Regulatoare uzuale
	1.3. Caracteristici ale regulatoarelor din categoria PID
	2. Proprietăţi ale sistemelor automate cu regulatoare P, PD, PI şi PID
	2.1. Sistem automat cu regulator P
	2.2. Sistem automat cu regulator PD
	2.3. Sistem automat cu regulator PI
	2.4. Sistem automat cu regulator PID
	Capitolul  V
	METODA LOCULUI RĂDĂCINILOR
	1. Formularea problemei şi ecuaţiile locului rădăcinilor
	1.1. Formularea problemei
	Exemplul 1.1
	1.2. Ecuaţiile fundamentale ale locului rădăcinilor
	2. Reguli de trasare a locului rădăcinilor
	Exemplul 2.1.
	Exemplul 2.2
	Exemplul 2.3
	Exemplul 2.4
	Exemplul 2.5
	Exemplul 2.6
	3. Efectul unui zero suplimentar
	Exemplul 3.1
	4. Efectul unui pol suplimentar
	Exemplul 4.1
	5. Sinteza regulatorului
	5.1. Tema de proiectare
	5.2. Rezolvarea temei de proiectare
	Exemplul 5.1
	Capitolul  VI
	METODA FRECVENŢIALĂ
	1. Răspunsul la frecvenţă
	1.1. Semnificaţia funcţiei G(j)
	1.2. Definiţii
	1.3. Transferul intrare – ieşire în domeniul frecvenţelor
	Exemplul 1.1
	Exemplul 1.2
	Exemplul 1.3
	1.4. Caracteristica reală de frecvenţă şi relaţia cu răspunsul indicial
	a. Relaţia dintre durata regimului tranzitoriu şi pulsaţia de tăiere
	b. Relaţia dintre suprareglare şi maximul funcţiei R()
	2. Reprezentări grafice ale răspunsului la frecvenţă
	2.1. Locul de transfer
	a. Forma locului de transfer la frecvenţe înalte
	b. Forma locului de transfer la frecvenţe joase
	2.2. Diagrama Bode
	2.3. Elemente de transfer tipice
	a) Elementul proporţional (P)
	b) Elementul de întârziere de ordinul 1 (T1)
	c) Elementul de întârziere de ordinul 2 (T2)
	d) Elementul integrator (I)
	e) Elementul derivator (D)
	f) Elementul cu timp mort (TM )
	2.4. Trasarea diagramei Bode prin linii poligonale aproximante
	Exemlpul 2.1
	Exemplul 2.2
	3. Principiul non-anticipării
	3.1. Filtre ideale
	a. Filtrul ideal «trece-tot» (elementul cu timp mort)
	b. Filtrul ideal fără distorsiuni de fază
	b1. Filtrul ideal «trece–jos»
	b2. Filtrul ideal «trece-sus»
	b3. Filtrul ideal «trece–bandă»
	b4. Filtrul ideal «opreşte-bandă»
	3.2. Sisteme dinamice realiste
	Exemplul 3.1
	Exemplul 3.2
	Exemplul 3.3
	Exemplul 3.4
	Exemplul 3.5
	Exemplul 3.6
	3.3. Sisteme de defazaj minim
	Exemplul 3.7
	Exemplul 3.8
	4. Stabilitatea şi stabilizarea sistemelor automate
	4.1. Principiul argumentului
	a. Integrala pe contur a derivatei logaritmice
	b. Variaţia totală a argumentului
	c. Criteriul Cremer Leonhard
	Exemplul 4.1
	4.2. Criteriul Nyquist
	a. Utilizarea locului de transfer
	Exemplul 4.2
	Exemplul 4.3
	b. Aplicaţie: sistem automat de poziţionare
	c. Sisteme cu timp mort
	Exemplul 4.4
	d. Factorul de amplificare ca parametru
	e. Utilizarea diagramei Bode
	Exemplul 4.5
	4.3. Corecţia sistemelor automate
	a. Condiţii impuse sistemului automat
	b. Corecţia în domeniul frecvenţelor
	Exemplul 4.6
	c. Reglarea în cascadă
	Exemplul 4.7
	Capitolul  VII
	SISTEME AUTOMATE NELINIARE
	Sistemele automate reale sunt neliniare
	1. Metoda funcţiei de descriere
	1.1. Procedeul celor două locuri
	a. Definiţia funcţiei de descriere
	Exemplul 1.1
	b. Calculul aproximativ al funcţiei de descriere; o formulă de inversiune
	Exemplul 1.2
	Exemplul 1.3
	Exemplul 1.4
	c. Schema bloc structurală
	Exemplul 1.5
	d. Punct de echilibru
	e. Ecuaţia balanţei armonice; procedeul celor două locuri
	Exemplul 1.6
	Exemplul 1.7
	1.2. Stabilitatea oscilaţiilor întreţinute
	a. Oscilaţii limită
	b. Regula lui Loeb
	Exemplul 1.8
	1.3. Stabilitatea punctului de echilibru
	Exemplul 1.9
	a. Preliminarii
	b. Cazul sistemelor liniare
	Exemplul 1.10
	c. Stabilitatea asimptotică în primă aproximaţie
	d. Regula lui Kochenburger
	e. Aplicaţie: sistem automat de poziţionare
	f. Criteriul Bilharz
	Exemplul 1.11
	1.4. Problema stabilizării
	a. Posibilităţi de stabilizare
	b. Utilizarea diagramei Bode
	c. Aplicaţie: sistem de reglare automată a temperaturii
	2. Stabilitatea absolută
	2.1. Problema lui Lurie
	2.2. Criteriul Popov
	Exemplul 2.1
	2.3. Forma grafică a criteriului Popov
	Exemplul 2.2
	2.4. Conjectura Aizerman
	Exemplul 2.3
	2.5. Cazul sectorului [K1,K2]
	2.6. Compensarea serie a părţii liniare
	Exemplul 2.4
	2.7. Criteriul cercului
	Anexam A
	TRANSFORMĂRI INTEGRALE
	1. Transformarea Laplace
	1.1. Transformarea directă
	a. Observaţii
	b. Teoreme
	c. Transformatele Laplace ale unor funcţii
	1.2. Transformarea inversă
	a. Observaţii
	b. Teoreme
	2.Transformarea Fourier
	2.1. Transformarea directă
	a. Condiţii de existenţă şi observaţii
	b. Teoreme
	c. Transformatele Fourier ale unor funcţii
	2.2. Transformarea inversă
	a. Observaţii
	3. Transformarea Fourier Plancherel
	a. Definiţie şi condiţii de existenţă
	b. Teoreme
	Anexa  B
	NOŢIUNI DE TEORIA DISTRIBUŢIILOR
	1. Distribuţii (funcţii generalizate)
	1.1. Premise pentru generalizarea noţiunii de funcţie
	a. Funcţia Heaviside şi impulsul Dirac
	b. Observaţii
	1.2. Noţiunea de distribuţie
	a. Distribuţia Dirac
	b. Distribuţii cu suport compact
	c. Pseudofuncţii
	d. Distribuţii temperate
	2. Transformările Fourier şi Laplace ale distribuţiilor
	2.1.Transformarea Fourier a distribuţiilor
	a. Definiţie
	b. Teoreme
	c. Transformatele Fourier ale unor distribuţii
	2.2. Transformarea Laplace a distribuţiilor
	a. Definiţie
	b. Teoreme
	2.3. Transformarea Fourier directă unilaterală
	a. Definiţii şi observaţii
	b. Transformatele Fourier unilaterale ale unor funcţii
	Anexa  C
	Tabele de transformate Laplace şi Fourier
	1. Transformate Laplace
	2. Transformate Fourier
	Bibliografie



