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PREFAȚĂ

I se mai spune tehnologia invizibilă. Este invizibilă pentru că, deşi face uz de obiecte, ea
rezidă în primul rând în relaţiile dintre obiectele implicate. Nu este în mod voit invizibilă şi
nu are nimic în comun cu magia. Cu toate acestea i s-ar putea spune (metaforic) şi
tehnomagie. Pentru că tehnologia invizibilă a făcut posibilă, de exemplu, levitaţia
obiectelor; fără pase magice, sub forma sustentaţiei electromagnetice, care deschide, după
îndelungi şi costisitoare cercetări, noi orizonturi în transporturile terestre …fără roţi. A făcut
posibilă utilizarea în condiţii de stabilitate a reacţiei de fisiune nucleară, care oferă resurse
uriaşe de energie, sau conducerea în condiţii de flexibilitate a liniilor de fabricaţie
robotizate, care asigură creşteri fără precedent ale productivităţii şi eficienţei economice,
sau realizarea de echipamente medicale care asigură circulaţia şi oxigenarea sângelui pe
durata unor intervenţii chirurgicale. Şi exemplele ar putea continua, pentru că
automatizarea – aceasta este tehnologia invizibilă – a produs rezultate şi are implicaţii
societale cât se poate de vizibile. Se poate afirma că nici o altă tehnologie a secolului al
XX-lea n-ar fi fost posibilă fără tehnologia invizibilă. Tot aşa cum aceasta n-ar fi fost
posibilă şi nu ar fi făcut imense progrese dacă însuşi progresul cunoaşterii ştiinţifice şi al
inovării tehnologice n-ar fi stimulat-o, impulsionat-o sau determinat-o, în multe cazuri, cu
necesitate. Ea este deschisă tuturor azimuturilor. Este matematică aplicată prin metodele
care o generează şi este inginerie prin aplicaţii. Baza ei ştiinţifică este înalt teoretică din
necesităţi cât se poate de practice, fiind încă o ilustrare a adagiului, aparent paradoxal, dar
de mare profunzime şi simplitate, conform căruia: „nimic nu este mai practic decât o teorie
bună” (Helmholz).

A început prin a întregi maşinile şi tehnologiile mecanice, a devenit indispensabilă în
aparatele, maşinile şi tehnologiile electrotehnice, în instalaţiile şi tehnologiile energetice, în
aparatele, utilajele şi procesele din industria chimică, în transporturi, în telecomunicaţii, în
aeronautică şi astronautică, în tehnologia construcţiilor, în aparatura biomedicală, în
aparatura de birou şi domestică, şi se dovedeşte a fi un factor major în dezvoltarea industriei
biotehnologiilor. Este ubicuă, concret foarte adaptabilă şi diversificată, conceptual şi
metodologic unitară, efectiv necesară şi … invizibilă. Invizibilă pentru că, de regulă şi cât
se poate de firesc, laicul este tentat să vadă mai întâi obiectele (ca în proverbul despre
copaci şi pădure) şi mai apoi (sau niciodată) ceea ce este dincolo de obiecte – adică, în
general, ideile şi, în speţă, relaţiile algoritmice de conducere. Prin acestea se distinge
automatica (baza ştiinţifică a automatizării – adică a tehnologiei invizibile) de electronică,



tehnica de calcul sau informatică. Fiind într-o simbioză eficientă cu toate trei în cadrul a
ceea ce astăzi constituie ştiinţa şi tehnologia informaţiei, automatica nu coincide cu nici
una şi nici cu toate trei la un loc. Pentru că este o ştiinţă de sine stătătoare şi totodată de
sinteză, precum şi a transferului de cunoştinţe şi de soluţii peste orice frontiere. În care
matematica a jucat şi va juca în continuare un rol de prim rang, din care au reieşit probleme
cu impact semnificativ, dezvoltări şi rezultate profunde şi elegante în multe ramuri ale
matematicii însăşi.

În acest cadru, menirea inginerului automatist este aceea ca, pe baza cunoaşterii
sistemelor ce urmează a fi automatizate, să conceapă algoritmii de conducere (prin metode
matematice) şi aparatura (prin metode tehnice) care să materializeze respectivii algoritmi.
Chiar dacă ceea ce rămâne la vedere este doar aparatura (electrică, electronică, de calcul
etc.), în fond această profesie este inter-, trans- şi multidisciplinară. Deoarece exercitarea ei
competentă necesită cunoştinţe de matematică, fizică, chimie, biologie, electrotehnică,
electronică, tehnică de calcul, informatică şi, nu în ultimul rând, de automatică, toate
adecvat operante în conceperea, realizarea şi utilizarea automatizărilor. Cu alte cuvinte,
inginerul automatist trebuie să aibă cultură ştiinţifică şi tehnică, viziune sistemică, orientare
pragmatică, spirit deschis, atitudine pozitivă şi capacitate de cooperare şi de lucru în echipă,
care să-i permită abordarea şi soluţionarea problemelor de automatizare a celor mai diverse
sisteme (mecanice, electrice, termice, fluidice, chimice, biologice sau combinaţii ale
acestora). Iată de ce, la noi ca şi pretutindeni, evoluţia automaticii, mai ales a automaticii
teoretice, are nevoie în mod constant de tineri cu aptitudini în domeniul matematicii şi cu
deschidere spre aplicaţii. Oriunde se găsesc, vor fi bine veniţi şi cât se poate de vizibili în
această profesie a tehnologiei invizibile.

Scopul acestei cărţi este de a prezenta elementele introductive de bază ale automaticii,
centrate pe conceptul fundamental de structură cu reacţie negativă şi pe principiul
abaterii. Tratarea este atât sistemic-teoretică, prin abordarea matematică strict necesară
obţinerii unor soluţii riguroase şi generale, cât şi aplicativă, prin numeroasele exemple
ilustrative diseminate pe parcursul întregii cărţi. Însuşirea cunoştinţelor prezentate în
această carte asigură competenţe în ingineria sistemelor automate monovariabile şi anume:
privitor la proprietăţile sistemelor dinamice liniare şi neliniare (capitolele II, VII – parţial)
şi privitor la analiza şi sinteza sistemelor automate (capitolele I, III – VII). Două metode de
analiză şi sinteză a sistemelor automate – metoda locului rădăcinilor (capitolul V) şi
metoda frecvenţială (capitolele VI, VII) – oferă procedee eficiente de proiectare a
sistemelor automate monovariabile, care constituie categoria de sisteme automate de tip
clasic cel mai frecvent utilizate în industrie şi în alte sectoare de activitate.

Totodată, această carte este menită să deschidă calea spre cunoştinţe avansate de
automatică, care fac posibile sinteze teoretice şi soluţii practice eficiente bazate pe
produsele fascinante oferite, într-un ritm fără precedent în istoria omenirii, de ştiinţa şi
tehologia informaţiei.

În acest context, prezenta Introducere în automatică se adresează studenţilor şi
inginerilor automatişti, calculatorişti, electronişti, electrotehnicieni, energeticieni, chimişti,
mecanicieni, ca şi informaticienilor sau matematicienilor analişti de proces care vor activa
sau activează în domeniul automaticii şi al automatizărilor, în calitate de utilizatori,
proiectanţi şi cercetători.

Iaşi, august 2002 Mihail Voicu



Lista de abrevieri, simboluri şi notaţii

t variabila temporală
 ~ conexiune cauzală (I.2.4.3o–5o)

u, w mărimi de intrare (cauze) ; u – mărime de comandă, w – perturbaţie
y mărime de ieşire (efect)

ni ,1 indicele i parcurge mulţimea primelor n numere naturale {1,2,….,n}
R mulţimea numerelor reale (axa reală)
R+ mulţimea numerelor reale nenegative (semiaxa reală nenegativă)
C mulţimea numerelor complexe (planul complex)
s variabila complexă

s modulul lui s 
arg s argumentul lui s
s conjugata variabilei complexe s
Re s partea reală a lui s
{Re s < 0} mulţimea numerelor cu Re s < 0 (semiplanul complex stâng)
{Re s  0} mulţimea numerelor cu Re s  0 (semiplanul complex stâng inclusiv

axa imaginară)
{Re s > 0} mulţimea numerelor cu Re s > 0 (semiplanul complex drept)
{Re s  0} mulţimea numerelor cu Re s  0 (semiplanul complex drept inclusiv

axa imaginară)
Im s partea imaginară a lui s

1j (unitatea imaginară)

L transformarea Laplace directă (Anexele A.1, B.2.2)
L –1 transformarea Laplace inversă (Anexa A.1)
f (t–0), f (t+0) limitele laterale in punctul t ale funcţiei f (t)
F(s) transformata Laplace a funcţiei f (t)

F transformarea Fourier directă (Anexele A.2, A.3, B.2.1, B.2.3)
F –1 transformarea Fourier inversă (Anexa A.2)
F( j) transformata Fourier a funcţiei f (t)

BIBO bounded input – bounded output (intrare mărginită  ieşire mărginită)
(t) impulsul Dirac (II.3.1, Anexa B.1)

(t) funcţia treaptă unitară (II.4.1, Anexa B.1)
f ( k )(t) derivata de ordinul k a funcţiei f (t)
D kf (t) derivata generalizată de ordinul k a funcţiei f (t) (Anexa B.1.2.b.7o)
g (t) răspunsul la impulsul Dirac (II.3)

)}({)( tgsG L funcţia de transfer (II.1.4)



Lista de abrevieri, simboluri şi notaţii

In matricea unitate de ordinul n

diag{a1,a2,…..an} matricea diagonală de ordinul n cu elementele a1,a2,…,an
h(t) răspunsul indicial (la funcţia treaptă unitară) (II.4)
h valoarea de regim staţionar a răspunsului indicial (II.4.2.g)
% suprareglarea (II.7.1)

ts durata regimului tranzitoriu (II.7.1)

s durata adimensională a regimului tranzitoriu (II.7.2.c3)

tc durata de creştere (II.7.1)
P element proporţional (II.7.2.a, VI.2.3.a)
 element de întârziere de ordinul1 (II.7.2.b, VI.2.3.b)
 element de întârziere de ordinul 2 (II.7.2.c, VI.2.3.c)
 factorul de amortizare a elementului de întârziere de ordinul 2 (T2)

n pulsaţia naturală a elementului de întârziere de ordinul 2 (T2)

p pulsaţia proprie a elementului de întârziere de ordinul 2 (T2)
I element intregrator (II.7.2.d, VI.2.3.d)
D element derivator (II.7.2.e, VI.2.3.e)
TM element cu timp mort (cu timp de întârziere) (II.7.2.f, VI.2.3.f)
a abaterea (III.1.2.1o, III.3.1)
e eroarea de reglare (III.2.1, III.5, III.6)
G( j) răspunsul la frecvenţă (IV.1)

)()(  jGM  modulul răspunsului la frecvenţă (VI.1)

)(log20)(  jGAdB  atenuarea răspunsului la frecvenţă (IV.2.2)
)(arg)(  jG faza răspunsului la frecvenţă (IV.2.2)

)(Re)(  jGR  partea reală a răspunsului la frecvenţă
)(Im)(  jGI  partea imaginară a răspunsului la frecvenţă

G0(s) funcţia de transfer a sistemului în circuit închis (III.2.2, VI.4.2)

Gd (s) funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis (III. 4.2, VI.4.2.a)

Ad () atenuarea sistemului în circuit deschis (VI.4.2.b)

d () faza sistemului în circuit deschis (VI.4.2.b)

t pulsaţia de tăiere în sensul sistemelor automate (VI.4.2.a, e)
m, mdB marginea de amplificare (VI.4.2.a, e)
 marginea de fază (VI.4.2.a, e)
PID (regulator) proporţional – integral – derivativ (IV)
l.i.m. limes in medio (limita în medie) (A.3.a)
Pf pars finita (partea finită) (B.1.2.c)
Pf f pseudofuncţia asociată funcţiei f (B.1.2.c)
D începutul unei demonstraţii
 sfârşitul unui enunţ, al unei demonstraţii sau al unui exemplu



INTRODUCERE

1. Automatizarea: conţinut, categorii şi scopuri
Termenii automat şi automatizare fac parte din categoria celor mai utilizaţi atât în

limbajul ingineresc cât şi, păstrând proporţiile, în limbajul curent.
În limba română cuvântul automat se foloseşte atât cu valoare de substantiv cât şi cu

valoare de adjectiv.
Adjectival, cuvântul automat desemnează calitatea unui sistem fizico-tehnic de a

efectua, pe baza unei comenzi, o operaţie sau un complex de operaţii fără participarea
directă a operatorului uman.

Substantival, un automat este un dispozitiv, un aparat sau o instalaţie – în general un
sistem care operează sau funcţionează în mod automat, adică are calitatea desemnată prin
adjectivul automat.

În acest context, automatizarea reprezintă acţiunea de concepere, de realizare de automate
şi de echipare a sistemelor fizico-tehnice cu automate pentru efectuarea în mod automat a unor
operaţii, mişcări, acţiuni etc. Cele mai importante categorii de automatizări sunt următoarele:
de comandă, de măsurare, de reglare, de protecţie, şi de semnalizare (toate realizabile, după
caz, ca automatizări locale sau ca teleautomatizări).

În cadrul societăţii industriale şi al celei postindustriale scopurile generale ale automatizării
sunt următoarele: creşterea productivităţii, scăderea consumurilor specifice (de materii prime,
de materiale, de combustibil şi de energie), asigurarea preciziei execuţiei, creşterea siguranţei
în funcţionare, protejarea instalaţiilor, scoaterea operatorului uman din medii nocive şi, nu în
ultimul rând, eliberarea acestuia de participarea nemijlocită la producţia de bunuri şi de
servicii.

Sub aspect socio-economic automatizarea conferă omului o poziţie calitativ nouă în raport
cu producţia de bunuri şi de servicii. Omul, eliberându-se de munca fizică nemijlocită şi de
participarea directă la procesul de producţie şi de servicii, conduce, comandă şi supraveghează
instalaţiile (automatizate) create de el însuşi.

Crearea instalaţiilor tehnologice şi a tehnologiilor corespunzătoare este un atribut esenţial
al ingineriei.

Ingineria, în sens larg, constă în cunoaşterea şi utilizarea materialelor şi forţelor naturii
pentru beneficiul umanităţii, de regulă cu ajutorul unor construcţii, maşini şi instalaţii (în
general – sisteme fizico-tehnice) concepute, realizate şi utilizate în cadrul unor organizaţii
socio-economice. În acest cadru inginerul automatist are menirea ca, pe baza cunoaşterii
sistemelor fizico-tehnice, să conceapă şi să realizeze automatizarea acestora. În mod firesc
această profesie este inter-, trans- şi multidisciplinară deoarece exercitarea ei competentă
necesită cunoştinţe de matematică, fizică, chimie, biologie, electrotehnică, electronică, tehnică
de calcul, informatică şi, nu în ultimul rând, de automatică, toate adecvat operante în
conceperea, realizarea şi utilizarea automatizărilor. Cu alte cuvinte, inginerul automatist
trebuie să aibă o cultură ştiinţifică şi tehnică temeinică, dublată de o autentică viziune sistemică
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astfel încât acestea să-i asigure abordarea şi soluţionarea problemelor de automatizare a celor
mai diverse sisteme fizico-tehnice (mecanice, electrice, termice, fluidice, chimice, biologice
sau combinaţii ale acestora).

2. De la mecanizare la automatizare

Dezvoltarea producţiei de bunuri şi de servicii în cadrul societăţii umane a fost marcată
hotărâtor de două mari evenimente:

 revoluţia industrială din secolul XVIII, caracterizată de utilizarea pe scară largă a
maşinilor unelte şi a altor maşini şi utilaje acţionate de maşina cu vapori;

 revoluţia ştiinţifico-tehnică contemporană, caracterizată de automatizarea
sistemelor fizico-tehnice şi de altă natură, precum şi de informatizarea globală a
societăţii omeneşti.

La scara istoriei, producţia de bunuri şi de servicii s-a dezvoltat pe următoarele trepte:
 manufactură
 mecanizare
 automatizare, care a intrat în faza de cibernetizare; aceasta se caracterizează prin

prelucrarea complexă a informaţiei folosind tehnica de calcul (inclusiv în cadrul
unor structuri distribuite) şi proceduri matematice şi informatice adecvate.

Prin trecerea de la o treaptă la alta (fără părăsirea definitivă a treptelor precedente) omul
a transferat maşinilor rolul de executant (pe treapta mecanizării), rămânând un participant
direct şi necesar în cadrul procesului de producţie; apoi (în cazul automatizării şi
cibernetizării) s-a eliberat de participarea directă la procesul de producţie, dobândind funcţii
noi: de conducere, de comandă şi de supraveghere a respectivului proces.

Prin mecanizare munca manuală a omului se înlocuieşte cu mecanisme, aparate şi maşini
acţionate de convertori de energie adecvaţi. Operatorul uman ia parte la procesul de
producţie în calitate de manipulator al mijloacelor de mecanizare, ca un component necesar

al desfăşurării normale a procesului de producţie. Operatorul uman se eliberează de efortul
fizic direct. Procesele de producţie devin mai rapide, mai eficiente (creşte raportul calitate /
preţ), mai complexe şi mai cuprinzătoare. Operatorul uman urmăreşte numeroase mărimi
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Fig. I.1 Structura şi relaţiile în cadrul unei mecanizări sau al unei automatizări
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fizice şi pe baza lor influenţează, – prin dispozitive şi aparate adecvate –, fluxurile de
substanţă, de energie şi de informaţie. Activitatea sa constă în prelucrarea cerebrală a
informaţiilor despre proces (pe baza cunoştinţelor şi a experienţei privind evoluţia
procesului) şi din comenzi de dirijare a procesului în conformitate cu prescripţiile privind
evoluţia corectă (normală) a procesului. Între proces şi operatorul uman se stabilesc astfel
anumite relaţii care pot fi exprimate grafic ca în fig. I.1. Participarea operatorului uman
este necesară deoarece perturbaţiile care acţionează asupra procesului tind să-l abată de
la desfăşurarea sa conform prescripţiilor. Rolul operatorului este acela de a sesiza aceste
abateri şi de a acţiona, prin comenzi, în sensul reducerii efectului perturbaţiilor, respectiv al
reducerii abaterii dintre evoluţia prescrisă şi evoluţia curentă ale procesului. În acest sens
operatorul uman constituie calea de reacţie (preponderent informaţională şi de nivel
energetic redus), în timp ce procesul constituie calea directă (preponderent procesoare de
substanţă şi de energie, şi în subsidiar de informaţie), aşa cum se menţionează pentru
sistemul proces-operator uman reprezentat în fig. I.1.

Exemplul 2.1 (mecanizare)

Pentru exemplificarea unei mecanizări şi totodată pentru concretizarea structurii din fig.
I.1, se consideră instalaţia tehnologică cu schema de principiu din fig. I.2. Aceasta trebuie să
furnizeze unor consumatori tehnologici un debit Q2 (variabil prin robinetul R, dar conform

unor necesităţi imprevizibile) de lichid tehnologic LT, la presiune şi temperatură prescrise (de
exemplu constante). O soluţie simplă constă în menţinerea unui nivel constant al lichidului din
RT prin debitul Q1 (prin care să se compenseze consumul Q2) şi a temperaturii constante a
lichidului din RT prin debitul Qt al agentului termic care străbate schimbătorul de căldură SC
(prin care să se compenseze variaţia de temperatură produsă de adaosul de lichid rece, Q1).

Rolul operatorului uman Op este acela de a urmări indicaţiile nivelmetrului N şi termometrului
T şi în funcţie de abaterile valorilor curente ale nivelului şi temperaturii faţă de valorile lor
prescrise (conform prescripţiilor tehnologice ale consumatorilor) să pornească sau să oprească
adecvat motorul M (de acţionare a pompei P) prin comutatorul C şi să deschidă sau să închidă
adecvat robinetul Rt.

În cadrul acestei mecanizări funcţiile operatorului uman sunt următoarele:
 prelevarea informaţiei despre proces (activitate senzorială),
 prelucrarea informaţiei şi elaborarea deciziei de comandă (activitate intelectuală),
 acţionarea organelor de reglare (activitate motorie).

Aceste funcţii sunt exercitate în sensul reducerii abaterii dintre valoarea prescrisă
(constantă) şi valoarea curentă (ale nivelului şi respectiv ale temperaturii), abatere
provocată în primul rând de acţiunea perturbaţiei. Concret, debitul Q2 perturbă nivelul şi
debitul Q1 perturbă temperatura lichidului din RT.

În procesele tehnologice automatizate operatorul uman este înlocuit cu un dispozitiv de
automatizare care realizează, mutatis mutandis, aceleaşi funcţii ca şi operatorul uman,
conform unei structuri ca aceea din fig. I.1.

Exemplul 2.2 (automatizare)

O soluţie simplă de automatizare a sistemului din fig. I.2 este ilustrată (principial) în fig.
I.3, în care, pentru reglarea nivelului, nivelmetrul N acţionează direct (şi adecvat)
contactorul C. Pentru reglarea temperaturii, termometrul TC (cu mercur, având o pereche de
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contacte – unul în masa metalică lichidă şi altul în zona liberă a capilarului, fig. I.4.a)
acţionează direct electroventilul EVt (a cărui construcţie principială este prezentată în fig.
I.4.b). În acest fel motorul M (implicit pompa P) este pornit sau oprit în mod automat în
funcţie de scăderea sau creşterea valorii curente a nivelului faţă de valoarea prescrisă şi
respectiv electroventilul EVt se deschide sau se închide în funcţie de scăderea sau creşterea
valorii curente a temperaturii faţă de valoarea sa prescrisă.

Modificarea valorilor prescrise (dacă este necesar) este posibilă prin schimbarea
lungimii tijei nivelmetrului N, – în cazul reglării automate a nivelului –, şi, respectiv,
deplasarea contactului superior al termometrului T (rotirea magnetului exterior antrenează
magnetul interior cu contact, care se roteşte pe axul filetat în sus sau în jos, fig. I.4.a), – în
cazul reglării automate a temperaturii. 

În general, pentru realizarea funcţiilor sale în cadrul structurii cu reacţie, dispozitivul de
automatizare este constituit din:

 traductor, cu ajutorul căruia se măsoară valoarea curentă (a nivelului sau a
temperaturii);

 regulator, care elaborează comanda, pe baza unui algoritm, astfel încât evoluţia
sistemului să aibă loc în sensul anulării abaterii dintre valorile prescrisă (existentă
în regulator) şi cea curentă (măsurată de traductor);

 element de execuţie, care reproduce comanda elaborată de regulator la un nivel
energetic adecvat şi care acţionează prin organul de reglare (existent în proces)
asupra fluxurilor de energie şi / sau de substanţă implicate în procesul automatizat.

O comparare a celor două soluţii (fig. I.2 şi fig. I.3) din punctul de vedere al aparaturii
utilizate conduce la următoarele constatări:

 în cazul mecanizării aparatele trebuie să facă posibilă includerea operatorului uman
ca în fig. I.1. Astfel, aparatele de măsură oferă indicaţii vizuale şi organele de
reglare permit (prin intermediul unor dispozitive de mecanizare) comanda
manuală, acestea fiind interfeţele normale cu operatorul uman;

 în cazul automatizării, aparatele de măsură cu indicare vizuală şi organele de
reglare comandabile manual (prin dispozitive de mecanizare) nu sunt utilizabile ca
atare; ele trebuie modificate (în sensul realizării lanţului traductor – regulator –
element de execuţie) astfel încât transferul, prelucrarea informaţiilor şi acţionarea
organelor de reglare să aibă loc fără participarea operatorului uman.

Din aceste constatări se trage concluzia că ingineria automatizării constă în crearea unor
dispozitive şi aparate specializate (traductoare, regulatoare şi elemente de execuţie) şi
asamblarea lor pentru realizarea automatizării celor mai diverse procese tehnologice. În
acest scop s-a dezvoltat tehnica automatizării (şi implicit o industrie a echipamentelor de
automatizare) ale cărei componente principiale sunt:

 tehnica măsurării: se ocupă cu prelevarea, compararea, convertirea, amplificarea,
indicarea şi înregistrarea mărimilor fizice;

 tehnica reglării: se ocupă cu elaborarea comenzilor, conform anumitor algoritmi,
care să asigure modificarea fluxurilor de substanţă, energie şi informaţie;

 tehnica telematicii: se ocupă cu transmiterea la distanţă a informaţiilor între om şi
maşină sau între maşini;

 tehnica de calcul: se ocupă cu codificarea, prelucrarea, stocarea, decodificarea şi
distribuţia informaţiilor (inclusiv în timp real).
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Fig. I.2 Instalație tehnologică mecanizată: Q1 – debitul
de LT rece (proaspăt), debitul de LT cald (consumat),

Qt – debitul de agent termic

Fig. I.3 Instalație tehnologică automatizată (fig. I.2 –
faza de mecanizare); TC – termometru de contact (fig.

I.4.a), EVt electroventil (fig. I.4.b)

3. Ce este un sistem automat?

În cazul exemplelor 2.1 şi 2.2 (fig. I.2 şi I.3) temperatura lichidului din RT variază (este
perturbată) deoarece există un consum de lichid (debitul Q2) şi un adaus de lichid proaspăt
(debitul Q1). Prin variaţia adecvată a debitului Qt al agentului termic, efectul perturbaţiei,
respectiv abaterea dintre valoarea prescrisă a temperaturii şi valoarea curentă a ei poate fi
redusă până la anulare. Conform celor două exemple, realizarea practică a reducerii
abaterii este posibilă pe două căi:

1 Un operator uman prelucrează informaţiile prelevate din proces şi acţionează prin
organele de reglare (fig. I.2) asupra desfăşurării procesului şi anume în sensul
anulării abaterii dintre valorile prescrisă şi curentă ale nivelului /temperaturii.

2 Un aparat, respectiv un dispozitiv de automatizare, realizează prelevarea şi
prelucrarea informaţiilor despre proces şi acţiunea asupra desfăşurării procesului
(fig. I.3) în conformitate cu principiul abaterii şi anume în sensul anulării abaterii
dintre valorile prescrisă şi curentă ale nivelului / temperaturii.

În ambele cazuri, indiferent de modul de realizare, evoluţia întregului proces are loc în
sensul anulării abaterii dintre valoarea prescrisă şi valoarea curentă ale nivelului /
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temperaturii, prin aceasta asigurându-se compensarea efectului acţiunilor externe (în primul
rând al perturbaţiei, dar şi al mărimii prescrise a cărei valoare se poate modifica).

Funcţional cele două soluţii sunt izomorfe în sensul că suportul abstract al ambelor
soluţii este unic, conform structurii din fig. I.1. În cel de al doilea caz este vorba de un
sistem automat deoarece evoluţia procesului are loc fără participarea operatorului uman.
Acest lucru este posibil prin existenţa căii de reacţie, constituită concret din elemente ale
dispozitivelor de automatizare. În cazul mecanizării, calea de reacţie este constituită de
operatorul uman. Reacţia este negativă deoarece ea determină evoluţia procesului conform
principiului abaterii adică în sensul anulării abaterii respectiv al anulării diferenţei dintre
valoarea prescrisă şi valoarea curentă (ale temperaturii sau nivelului).

Un concept fundamental în automatică, care se referă la o formă specială de
comunicaţie în cadrul sistemelor automate, este cel de reacţie (în limb engleză feedback =
retroacţiune). Ea poate fi negativă (ca în cazul sistemelor automate) sau pozitivă (ca în
cazul sistemelor generatoare de oscilaţii).

Ca fenomen natural, reacţia este prezentă la toate nivelele şi formele de organizare a
materiei, organismelor biologice şi societăţilor. În acest cadru multi-, inter- şi
metadisciplinar, reacţia (negativă sau pozitivă) este obiectul de studiu al ciberneticii.

Exemplul 3.1 (reflexul pupilar fotomotor)

Un exemplu al prezenţei reacţiei negative
în cadrul unui sistem biologic este reflexul
pupilar fotomotor – fig.I.5. După cum este
cunoscut, muşchiul pupilar de închidere este de
formă inelară în centrul căruia se află pupila –
orificiul circular de diametru variabil prin care
lumina pătrunde în globul ocular. Deschiderea
pupilei este realizată de muşchii radiali de
deschidere. Rolul pupilei este acela de a regla,
prin variaţia diametrului ei, cantitatea de
lumină ce pătrunde în globul ocular. Acest
reglaj are loc în mod reflex (automat) şi anume
la variaţia iluminării retinei. Prin intermediul
nervului optic (calea de reacţie) şi a centrului
optic, se transmit muşchilor pupilari comenzi
de deschidere sau de închidere, în concordanţă

cu descreşterea sau creşterea iluminării retinei (cauzată de sursa de lumină externă). În acest
fel sistemul evoluează conform principiului abaterii adică în sensul anulării abaterii dintre
valoarea prescrisă a iluminării (existentă în centrul optic cerebral) şi valoarea curentă a
iluminării retinei. Comportarea acestui sistem este similară cu aceea a oricărui sistem
automat. De altfel, după cum este cunoscut, aparatele de fotografiat din ultima generaţie
sunt echipate cu sisteme de reglare automată a iluminării peliculei fotosensibile a căror
structură este similară, mutatis mutandis, cu aceea a «reflexului pupilar fotomotor». 

În tehnică reacţia negativă a început să fie utilizată, fără o conceptualizare pertinentă,
odată cu realizarea primelor sisteme automate. Trebuie remarcat faptul că noţiunea de
reacţie a apărut relativ târziu în electronică (odată cu inventarea triodei şi a amplificatorului
electronic cu reacţie) şi universalitatea ei a fost descoperită către sfârşitul anilor '30.
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Fig. I.5. Schema «reflexului pupilar fotomotor»
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4. Câteva repere istorice

Primele automatizări au fost identificate (evident, în cadrul unei evaluări retrospective)
în reglarea automată a nivelului apei cu ajutorul flotorului (plutitorului) în ceasul cu apă
(Ktesibios, Grecia Antică, sec. IV – III a.Chr.), fig.I.6. În acest caz menţinerea automată, de
către flotor – obturator, a nivelului apei în recipientul mijlociu la o valoare constantă
asigură un debit constant al apei care se scurge în recipientul inferior. Ca urmare, nivelul
apei în acest recipient creşte uniform în timp, fapt
care a putut fi utilizat pentru măsurarea timpului.

În sec. I, Heron din Alexandria a scris o carte
intitulată „Pneumatica” în care a descris
numeroase mecanisme bazate pe reglarea
automată a nivelului apei.

În Europa prima automatizare a fost realizată
de olandezul Cornelis Drebbel (1572 – 1633),
care a inventat un regulator de temperatură pentru
incubatoare – fig. I.7. Acesta este constituit dintr-
un termometru cu mercur (la presiune
atmosferică) în care pluteşte un flotor. Prin
intermediul unui mecanism cu pârghii, flotorul
acţionează obturatorul de gaze arse al focarului
incubatorului. Este uşor de constatat că la creş-
terea / scăderea temperaturii obturatorul deschide /
închide automat orificiul de evacuare a gazelor
arse, asigurând în acest fel menţinerea unei temperaturi (aproximativ) constante în incinta
incubatorului.

Prima automatizare care a avut o largă utilizare industrială şi un impact în sensul
cristalizării conceptelor a fost realizată de James Watt în 1769. Este vorba despre celebrul
regulator centrifugal utilizat pentru reglarea automată a turaţiei maşinii cu vapori (inventată
de acelaşi James Watt; exemplul 1.5 de la pag. 93), fig.I.8.
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Este uşor de observat că scăderea / creşterea valorii curente a turaţiei maşinii cu vapori
are ca urmare deplasarea în jos / sus a culisei 4, respectiv în sus / jos a clapetei 6; consecinţa
este o creştere / scădere a debitului de abur viu, fapt ce imprimă procesului o evoluţie în
sensul anulării abaterii dintre valoarea prescrisă şi valoarea curentă a turaţiei. Valoarea
prescrisă a turaţiei se poate modifica prin valoarea tensiunii iniţiale a resortului 2. În ceea ce
priveşte variaţia valorii curente a turaţiei, aceasta se datorează perturbaţiilor. Este vorba în
primul rând de cuplul rezistent al mecanismului acţionat de maşina cu vapori, a cărui creştere /
scădere determină scăderea / creşterea turaţiei, şi de parametrii aburului viu (presiunea şi
temperatura).

Un studiu mai amplu al perioadei care a urmat automatizării maşinii cu vapori conduce la
concluzia că până în 1869 dispozitivele de automatizare au fost concepute şi realizate pe baze
empiric-intuitive. Au apărut totodată numeroase probleme de funcţionare, imprevizibile în
faza de proiectare. Este vorba de fenomene oscilatorii slab amortizate şi chiar de
instabilitate (oscilaţii neamortizate).

În acest cadru a apărut necesitatea unei teorii a sistemelor automate. În 1869 J. C.
Maxwell a publicat primul studiu matematic privind stabilitatea unor sisteme automate.
Puţin mai târziu, un studiu matematic mai amplu a fost întreprins de I.A. Vyshnegradskii.

Înainte de cel de al II-lea război mondial teoria şi practica sistemelor automate s-au
dezvoltat în mod diferit în Occident şi în fosta URSS. În SUA un impuls în acest sens s-a
datorat dezvoltării spectaculoase a telecomunicaţiilor bazate pe amplificatoarele electronice
cu reacţie. Concret, este vorba de grupul format de Bode, Nyquist şi Black de la Bell
Telephones Laboratories care au fundamentat şi utilizat metoda frecvenţială bazată pe
transformarea Fourier. În acelaşi timp, în fosta URSS s-au implicat în studiul sistemelor automate
mari matematicieni şi mecanicieni care au dezvoltat metoda domeniului timpului bazată pe teoria
ecuaţiilor diferenţiale.

O dezvoltare remarcabilă a teoriei şi (mai ales a) practicii sistemelor automate s-a
produs pe parcursul celui de al II-lea război mondial. A fost necesar, în ambele tabere
beligerante, să se proiecteze şi să se construiască piloţi automaţi pentru avioane, sisteme de
poziţionare automată (pe ţintă) a pieselor de artilerie, sisteme de urmărire automată cu
echipamente radar, ca şi alte sisteme automate de uz militar sau civil. Înainte de 1940
proiectarea sistemelor automate a fost mai degrabă o artă bazată pe încercare – eroare.

În anii '40 au fost formulate metode riguroase astfel că ingineria sistemelor automate a devenit o
disciplină ştiinţifică de sine stătătoare. Metoda frecvenţială, bazată acum şi pe transformarea
Laplace, împreună cu metoda locului rădăcinilor au dominat în perioada anilor ’50. Totodată a
fost revigorată metoda domeniului timpului (începând cu anii ’60), ceea ce a permis o abordare
nouă a problemelor stabilităţii şi optimalităţii sistemelor automate.

Sub aspect tehnologic, astăzi şi în viitor, tehnica de calcul pătrunde rapid în conducerea
şi reglarea automată a proceselor complexe din industrie, ca şi din domenii neindustriale.
Trebuie remarcat faptul că însăşi complexitatea acestor procese reclamă o abordare nouă,
posibilă tehnologic numai utilizând pe scară largă tehnica de calcul.

Exemplul 4.1 (conducerea blocului «cazan de abur – turbină – generator sincron»)

Un exemplu elocvent în acest sens este conducerea unui bloc «cazan de abur – turbină –
generator sincron» cu ajutorul calculatorului – fig. I.9. Calculatorul de proces, pe baza
informaţiilor prelevate din proces şi pe baza „cunoaşterii” de către calculator a fenomenelor
(exprimate sub forma unor relaţii matematice) care au loc în blocul «cazan de abur – turbină
– generator sincron», elaborează comenzi de conducere şi reglare automată.
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Principalele mărimi fizice care trebuie menţinute constante (asigurându-se în acest fel
calitatea energiei electrice furnizate) sunt frecvenţa (turaţia turbinei) şi tensiunea (eficace)
la bornele generatorului sincron. Principalele perturbaţii sunt puterile activă şi reactivă
solicitate de consumatori, dar la acestea se mai adaugă: căldura specifică a combustibilului,
temperatura apei de alimentare, temperatura aerului de ardere şi presiunea atmosferică.
Mărimile (principale) de comandă ale blocului «cazan de abur – turbină – generator
sincron», prin care calculatorul de proces menţine constante frecvenţa (turaţia turbinei) şi
tensiunea (eficace) la bornele generatorului sincron sunt: debitul de combustibil, debitul de
aer de ardere şi debitul de apă de alimentare. 

t r a d u c t o a r e

DA DC DAVDAA DPF OGA TAV PAV TT TG

e l e m e n t e
d e e x e c u ţ i e

apă

combustibil

aer

cazan gaze arse

abur viu
abur uzat

turbină generator

focar tensiunea

frecvenţa

c a l c u l a t o r    d e   p r o c e s

Fig. I.9. Structura de conducere a blocului «cazan – turbină – generator sincron»;
traductoare: DPF – depresiunea în focar, OGA – oxigen în gaze arse, TAV – temperatura aburului viu,

PAV – presiunea aburului viu, TT – turaţia turbinei, TG – tensiunea la bornele generatorului;
elemente de execuţie (debite): DA – apă de alimentare, DC – combustibil, DAA – aer de ardere, DAV – abur viu

5. Automatica şi cibernetica; sisteme şi semnale
Automatica este ştiinţa care se ocupă cu cercetarea teoretică a sistemelor automate şi cu

studiul, conceperea şi realizarea mijloacelor tehnice pentru automatizarea aparatelor,
maşinilor şi instalaţiilor tehnologice sau de altă natură. Automatica, preluând şi utilizând legile
generale ale naturii şi ca instrument de cercetare – limbajul şi rezultatele matematicii, a dobândit,
acumulat, elaborat şi sistematizat pe parcursul dezvoltării ei, atât sub aspect teoretic cât şi
experimental, cunoştinţe şi metode de studiu proprii.

S-a remarcat deja faptul că sistemele prezentate cu ajutorul fig. I.2 şi I.3 sunt izomorfe,
ele fiind formele concrete ale uneia şi aceleiaşi structuri şi anume a aceleia din fig.I.1.

Izomorfismul ca expresie a unei trăsături dominante şi generale a fenomenelor naturii,
care probează unitatea în diversitate a acesteia, a fost remarcat încă din secolul al XVII-lea
de Blaise Pascal şi de mulţi alţi oameni de ştiinţă care i-au urmat.

Cibernetica, conform concepţiei întemeitorului ei, Norbert Wiener, este ştiinţa care se
ocupă cu „studiul analitic al izomorfismului între structura comunicaţiilor în mecanisme, în
organisme şi în societăţi”. Prin investigarea zonelor de interferenţă ale diferitelor ştiinţe
(„zone ale nimănui”) şi pe baza acumulării unui imens volum de cunoştinţe, în special în



I. Introducere10

matematică, fiziologia sistemului nervos, automatică şi electronică, s-au formulat principiile
fundamentale de existenţă şi de transformare a semnalelor în maşini, în organisme şi în
societăţi. Aceste principii stau la baza ciberneticii.

Cibernetica (ca şi automatica – ştiinţă care aparţine ciberneticii) are în vedere caracte-
risticile sistemelor induse de comunicaţiile existente în structura lor ca şi de comunicaţiile
cu mediul ambiant. Cu referire şi la exemplele 2.1 şi 2.2 (prezentate cu ajutorul fig. I.2 şi I.3
şi în subsidiar al fig. I.1), aceste aspecte se concretizează după cum urmează :

1o Aparatele şi operatorul uman (fig.I.2) sau dispozitivul de automatizare (fig.I.3) şi
instalaţia tehnologică formează, în fiecare caz în parte, o unitate relativ delimitată de mediu
– adică un sistem.

2o Fiecare element component are o funcţie precisă şi ocupă o anumită poziţie în cadrul
sistemului. Sistemul are o structură.

3o Între elementele sistemului, conform structurii, există comunicaţii prin care se
transmit informaţii (concret – semnale) într-o singură direcţie şi anume în sensul de la cauză
la efect. Mărimea cauză se numeşte mărimea de intrare şi mărimea efect se numeşte
mărimea de ieşire.

4o Conexiunea cauzală, conform principiului cauzalităţii, este legătura între două
evenimente (mărimi) u şi y în care apariţia lui u generează, în anumite condiţii, în mod
necesar apariţia lui y. Totodată absenţa lui u este legată în mod necesar de absenţa lui y.
Conexiunea cauzală dintre u şi y poate fi reprezentată ca o relaţie complexă:

yu  ~
în care  simbolizează succesiunea temporală de la u la y şi ~ simbolizează relaţia de
generare a lui y de către u.

5o Conceptul de conexiune cauzală este de natură practică în sensul că îşi dobândeşte
semnificaţia specifică numai în condiţiile interpretării experienţei ca intervenţie din afară în
mersul natural al evenimentelor. Considerăm pe u drept cauză a efectului y numai în
măsura în care sesizăm o posibilitate de a acţiona asupra lui y prin intermediul lui u.
Această idee acţională stă la baza conceptului de conexiune cauzală. Prin originea sa,
conceptul de conexiune cauzală este legat în primul rând de re–generarea ei efectivă şi,
numai în al doilea rând, de explicaţie, inferenţă şi alte asemenea concepte metateoretice. În
termeni generali, mecanismul decelării cauzelor (şi efectelor corespunzătoare) poate fi
caracterizat astfel: cauza unui fenomen se alege întotdeauna din setul condiţiilor lui necesare
şi active. Aceste condiţii se determină în mod obiectiv în cursul investigaţiilor experimentale şi
teoretice. Construind un model teoretic al unei conexiuni cauzale se introduc în mod implicit şi
reprezentări cauzale care constituie premise ale descrierii teoretice.

6o Acţiunea comună a elementelor componente asigură realizarea scopului. În cazul
sistemelor cu reacţie negativă evoluţia are loc în sensul anulării abaterii şi respectiv al
compensării efectului perturbaţiilor. Sistemul în ansamblu are această proprietate
remarcabilă. Nedecelabilă în elementele sistemului (luate separat), această proprietate este
un rezultat al structurii în care sunt asamblate elementele componente şi al comunicaţiilor
dintre elemente.

În secolul al XIX-lea, în perioada de avânt a tuturor ştiinţelor, sub influenţa mecanicii
newtoniene şi a spiritului laplacean, care explicau fenomenele naturale prin jocul unităţilor
elementare, guvernate de legile „oarbe” ale naturii, şi ca urmare a complexităţii
fenomenelor, cercetarea ştiinţifică a avut în mod natural un caracter analitic. Pe această
cale s-a obţinut în toate ştiinţele un volum considerabil de cunoştinţe. Când aceste
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cunoştinţe au atins un anumit nivel, în câteva domenii ştiinţifice, de exemplu în biologie,
s-a constatat că oricât de abundente ar fi cunoştinţele asupra unor elemente disparate,
acestea nu permit înţelegerea funcţionării ansamblului pe care respectivele elemente îl
formează. Ansamblul sau sistemul posedă proprietăţi noi care nu puteau fi puse în evidenţă
numai în elementele componente luate separat.

În acest context, cibernetica constituie un corpus de concepte şi metode cu ajutorul
cărora se studiază proprietăţile şi legile generale ale transferului şi prelucrării informaţiei
prin şi în sisteme ca şi sistemele însele. Este mai puţin importantă natura concretă a
sistemelor. Ele pot fi în particular sisteme tehnice, biologice, economice, sociale etc.

Un sistem este un complex de elemente în interacţiune. Proprietăţile sale nu depind
numai de proprietăţile elementelor componente ci, mai ales, de interacţiunile dintre
elementele sistemului. Ceea ce este relevant în acest context este faptul că s-a ajuns la
aceleaşi idei simultan şi independent în diverse domenii ştiinţifice: biologie,
neurofiziologie, psihologie, sociologie, teoria circuitelor electrice, electronică şi automatică.
Progresele realizate în aceste domenii particulare au marcat începutul extinderii schemelor
noastre conceptuale pentru a se ţine seama de sisteme, de legile care le guvernează şi de
izomorfismele dintre diverse sisteme concrete.

Un sistem este o unitate relativ delimitată faţă de mediu, delimitarea fiind evidenţiată de
structura sa internă.

Noţiunea de sistem este relativă. Una şi aceeaşi realitate poate conţine mai multe
sisteme. În cazul exemplelor prezentate în fig. I.2 şi I.3 se disting două sisteme: unul de
reglare (automată) a nivelului (în care temperatura lichidului are o influenţă neglijabilă) şi
unul de reglare (automată) a temperaturii, care îl include pe primul (variaţia nivelului
influenţează temperatura lichidului din recipient).

Sistemele reale sunt investigate în cadrul a două modalităţi de abordare şi anume în:
 ştiinţele sistemelor;
 ingineria sistemelor.

Sistemele fizico-chimice, biologice, organismice, social-ecologice, socio-culturale şi
organizaţionale sunt studiate în cadrul ştiinţelor sistemelor.

Sistemele tehnice sunt studiate în cadrul diferitelor ramuri ale ingineriei sistemelor.
Sistemele abstracte, adică modelele matematice ale sistemelor reale, constituie forma

cea mai eficientă de cunoaştere profundă a sistemelor reale. Sistemele abstracte, grupate în
clase care le conferă un anumit grad de generalitate, constituie obiectul de studiu al teoriei
matematice a sistemelor. Originile acestei discipline se situează în teoria circuitelor
electrice, electronică şi, mai ales, în automatică. Se poate afirma că automatica, prin
viziunea intrinsec sistemică, prin factura inter-, trans- şi multidisciplinară şi prin utilizarea
naturală a instrumentului şi limbajului matematic, constituie matricea constituirii şi evoluţiei
teoriei matematice a sistemelor.

S-a văzut că între subsisteme (elemente, părţi ale unui sistem) sau între sisteme există
anumite legături, respectiv se transmite informaţie.

Sensul ştiinţific al noţiunii de informaţie a fost obţinut prin abstractizarea semnificaţiilor
sale uzuale.

În limbajul curent, a se informa înseamnă a lua cunoştinţă de anumite evenimente sau
date. Pentru a găsi un formalism general în acest domeniu, a fost necesar un efort de
abstractizare, având în vedere marea varietate de informaţii ce se pot vehicula. Ceea ce este
comun tuturor informaţiilor particulare este faptul că ele nu sunt cunoscute aprioric,
respectiv realizarea unei informaţii (adică ea devine efectiv cunoscută) duce la înlăturarea
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unei incertitudini. Se are în vedere numai existenţa acestei incertitudini şi valoarea ei,
aspectele concrete ale informaţiei fiind semnificative numai din punct de vedere utilitar.

Transmiterea (transferul, prelucrarea) unei informaţii are întotdeauna un suport material.
O mărime fizico-tehnică prin care se transmite o informaţie se numeşte semnal.
Caracteristica fizică a unui semnal care se modifică dependent de informaţie se numeşte
parametru informaţional.

Concomitent semnalele sunt funcţii de timp. Acesta este al doilea parametru al
semnalelor. Din punct de vedere matematic timpul este variabila independentă ce evoluează
continuu în sens unic: de la trecut, prin prezent, spre viitor (un moment situat în trecut nu
mai poate fi atins niciodată).

Semnalele se pot clasifica în conformitate cu foarte multe criterii. Câteva din posibilele
clasificări se prezintă în continuare:

1 După natura fizică a semnalului:
 semnale mecanice (deplasare, forţă etc.);
 semnale electrice (tensiune, curent etc.);
 semnale optice (intensitate, culoare etc.).

2 După mulţimea de valori ale parametrului informaţional:
 semnale discrete: parametrul informaţional este definit pe o mulţime finită sau

numărabilă (izomorfă cu mulţimea numerelor naturale); semnalele discrete pot fi
digitale, adică valoarea parametrului informaţional este multiplu al unei cuante;
dacă parametrul informaţional ia numai două valori, semnalul se numeşte binar;

 semnale analogice: parametrul informaţional este definit pe un interval al mulţimii
numerelor reale.

3 După mulţimea de valori ale parametrului timp:
 semnale continue (în timp): pentru fiecare valoare a timpului se defineşte o valoare

a parametrului informaţional;
 semnale eşantionate (discrete în timp): parametrul informaţional este definit numai

pentru anumite valori ale timpului; dacă valorile timpului sunt echidistante,
semnalul se numeşte eşantionat uniform.

4 După previzibilitatea evoluţiei în viitor:
 semnale deterministe: evoluţia în viitor este complet cunoscută;
 semnale stohastice (aleatoare): evoluţia în viitor este previzibilă cu o anumită

probabilitate.
Conceptual, noţiunile de sistem şi semnal sunt duale. Fenomenologic, acest fapt rezidă

în coexistenţa intrinsecă a perechii sistem – semnal, inseparabile şi ireductibile între ele,
deoarece, la limită, existenţa sistemelor / semnalelor este efectiv insesizabilă în lipsa
semnalelor / sistemelor.

Întrucât sistemele procesează semnale, rezultă că tipurile de semnale care se transmit
între elementele unui sistem îi imprimă acestuia caracterul respectivelor semnale. Se trage
în mod firesc concluzia că se pot distinge: sisteme discrete sau analogice, sisteme continue
(în timp) sau cu eşantionare şi sisteme deterministe sau stohastice (aleatoare).

Scopul acestei cărţi este studiul sistemelor automate analogice, continue în timp şi
deterministe. Factura introductivă are în vedere structura şi principalele proprietăţi ale
sistemelor automate liniare monovariabile, metoda locul rădăcinilor, metoda frecvenţială şi
două extensii ale metodei frecvenţiale în cazul sistemelor automate neliniare.



TRANSFERUL INTRARE – IEŞIRE AL
SISTEMELOR DINAMICE LINIARE

1. Descrierea matematică a sistemelor dinamice

1.1. Ce sunt modelele matematice?

Cunoaşterea ştiinţifică se bazează pe două categorii de metode: metode experimentale şi
metode de modelare. Metodele experimentale implică interacţiunea directă cu obiectul de
studiu şi au, în unele situaţii, aplicabilitate limitată. Sistemele reale asupra cărora se pot
face observaţii experimentale sunt, principial, modelabile. Experimentele care nu pot fi
realizate cu sistemele reale, pot fi făcute pe modelele respectivelor sisteme.

În scopul înţelegerii funcţionării sistemelor dinamice (şi în acest cadru şi a sistemelor
automate), atât sub aspect fenomenologic cât şi sub aspect relaţional-cantitativ, trebuie să se
cunoască modelele lor matematice. În consecinţă este necesar să se analizeze relaţiile dintre
variabilele unui sistem dat şi să se scrie ecuaţiile corespunzătoare. Deoarece sistemele care
vor fi avute în vedere evoluează în timp, adică sunt sisteme dinamice, relaţiile dintre
variabile au forma unor ecuaţii diferenţiale şi/sau integro-diferenţiale. Adesea aceste
ecuaţii sunt liniare (sau se liniarizează în scopul simplificării tratării). În această situaţie se
aplică transformarea Laplace (Anexele A.1, B.2.2) fie în scopul soluţionării ecuaţiilor
diferenţiale şi / sau integro-diferenţiale (liniare sau liniarizate), fie pentru analize mai
profunde ale sistemului, după cum se va vedea în cadrul acestei lucrări.

Setul de ecuaţii diferenţiale şi / sau integro-diferenţiale care descriu un sistem dinamic
real se numeşte modelul matematic al respectivului sistem. Întrucât modelul matematic are
el însuşi atributele unui sistem, se mai spune că modelul matematic este un sistem abstract.
Fireşte, la nivel conceptual noţiunile de sistem real şi sistem abstract (model matematic)
sunt distincte în sensul că ele desemnează entităţi distincte în contextul în care sistemul
abstract este o imagine (obţinută de analistul de sisteme) a sistemului real. La nivel concret
această imagine este mai mult sau mai puţin simplificată şi / sau idealizată. Din acest motiv
orice sistem abstract (model matematic), o dată obţinut, trebuie validat prin comparaţie cu
sistemul real. De regulă criteriul de validare este acela al erorii admisibile dintre evoluţia
sistemului real şi evoluţia corespunzătoare obţinută prin simulare numerică, în condiţii
similare pe baza sistemului abstract (modelului matematic).

1.2. Ecuaţiile sistemelor fizico-tehnice

` Aceste ecuaţii se obţin pe baza legilor generale ale naturii. Un sumar al variabilelor
caracteristice pentru sistemele fizico-tehnice uzuale se prezintă în tabelul II.1. Pe baza
caracterului relaţiilor dintre aceste variabile se ajunge la concluzia că ele pot fi împărţite (în
mod natural) în două mari clase:

 variabile longitudinale
 variabile transversale.
Această dihotomie va fi mai uşor inteligibilă dacă se are în vedere faptul că din punct de

vedere energetic se disting următoarele clase de sisteme:

Capitolul

II
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 sisteme disipative
 sisteme cu acumulare inductivă
 sisteme cu acumulare capacitivă.
Tabelul II.1. Sumar al variabilelor fizico-tehnice

TIP:
SISTEM:

VARIABILA
LONGITUDINALĂ

VARIABILA
TRANSVERSALĂ

ELECTRIC CURENTUL i TENSIUNEA u
MECANIC FORŢA f VITEZA DE TRANSLAŢIE v

CUPLUL c VITEZA UNGHIULARĂ 
FLUIDIC DEBITUL q PRESIUNEA p
TERMIC FLUXUL TERMIC q TEMPERATURA 

Pe această bază se obţine tabelul II.2 al ecuaţiilor utilizabile în modelarea matematică.
Tabelul II.2. Sumar al ecuaţiilor sistemelor

SISTEM
DE TIP:

NATURA
FIZICĂ:

PARAMETRUL
FIZIC: ECUAŢIA

ELECTRIC REZISTENŢA
ELECTRICĂ R i

R
u

1

MECANIC COEFICIENTUL f K vf

DISIPATIV DE FRECARE Kf c K f 

FLUIDIC REZISTENŢA
FLUIDICĂ Rf

p
R

q
f

1


TERMIC
REZISTENŢA
TERMICĂ Rt

q
R t


1



ELECTRIC INDUCTANŢA
ELECTRICĂ L u L

di

dt


ACUMULATOR MECANIC COEFICIENTUL v
K

df

dt
=

1

INDUCTIV DE ELASTICITATE K
 

1

K

dc

dt

FLUIDIC INERTANŢA
FLUIDICĂ I p I

dq

dt


ELECTRIC
CAPACITATEA
ELECTRICĂ C i C

du

dt


MECANIC
MASA
INERTĂ M f M

dv

dt


ACUMULATOR
CAPACITIV

MOMENTUL
DE INERŢIE J c J

d

dt




FLUIDIC CAPACITATEA
FLUIDICĂ Cf dt

dp
Cq f

TERMIC
CAPACITATEA
TERMICĂ Ct

q C
d

dtt

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Exemplul 1.1 (sistemul «resort – amortizor – masă inertă»)

Pentru exemplificarea utilizării ecuaţiilor din tabelul II.2 se consideră sistemul mecanic
«resort – amortizor – masă inertă» din în fig.II.1. Acest sistem este format din următoarele:

 un element disipativ (amortizorul) descris de:

vKf fa  (forţa de frecare vâscoasă),

 un element acumulator inductiv (resortul) descris de:


t

r dttvKf
0

)( (forţa elastică; legea lui Hooke),

 un element acumulator capacitiv (masa inertă) descris de:

dt

dv
Mf i  (forţa inerţială; legea lui Newton),

asupra căruia acţionează forţa externă f.
Echilibrul dinamic al sistemului este exprimat de ecuaţia de bilanţ de forţe:

ffff rai  .

Din cele patru ecuaţii de mai sus rezultă modelul matematic al sistemului:

 
t

f tfdvkvk
dt

dv
M

0
)()(  (1.1)

Acestei ecuaţii i se asociază condiţiile iniţiale:

,0,)(/)(,)( 00000
0

  tvtvdttdxxtx
tt

în care: 
t

dvtx
0

.)()( 

Aceste două condiţii iniţiale definesc starea iniţială a celor două elemente acumulatoare de
energie (şi anume alungirea iniţială a resortului şi viteza iniţială a masei inerte) prin care se
precizează energia iniţială acumulată în resort şi energia cinetică iniţială a masei inerte. 

1 K
Kf 2

3

M

f
f

fi

 fr

fa
x

xv 
u

i

iR iL iC

R L C

SC

Fig.II.1. Sistemul format din resort (1), amortizor (2) şi masă
inertă (3) sub acţiunea forţei externe f

Fig.II.2.Sistemul «R,L,C» alimentat de la
sursa de curent SC

Exemplul 1.2 (sistemul «rezistenţă – inductanţă – capacitate»)

Pentru a evidenţia analogiile fizice conform tabelelor II.1 şi II.2 se consideră în
continuare sistemul electric «rezistenţă – inductanţă – capacitate» reprezentat în fig.II.2.
Acest sistem este format din următoarele:

 un element disipativ (rezistenţa) descris de:

u
R

iR
1

 (legea lui Ohm),
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 un element acumulator inductiv (inductanţa) descris de:


t

L du
L

i
0

)(
1

 (consecinţă a legii inducţiei),

 un element acumulator capacitiv (capacitatea) descris de:

dt

du
CiC  (consecinţă a definiţiei capacităţii electrice),

conectate în paralel, în care se injectează curentul i furnizat de sursa de curent SC.
Ecuaţia de bilanţ a curenţilor (legea I a lui Kirchhoff) are forma:

.iiii LRC 

Din cele patru ecuaţii de mai sus rezultă modelul matematic al sistemului:

.)()(
11

0 
t

tidu
L

u
Rdt

du
C  (1.2)

Acestei ecuaţii i se asociază două condiţii iniţiale, corespunzătoare stării iniţiale a celor
două elemente acumulatoare de energie (şi anume tensiunea iniţială la bornele capacităţii şi
curentul iniţial prin inductanţă) prin care se precizează energia electrică iniţială acumulată
în capacitate şi energia electromagnetică iniţială acumulată în inductanţă. 

Comparând ecuaţiile (1.1) şi (1.2) rezultă că, pe de o parte, viteza v şi tensiunea u
(variabile transversale – tabelul II.1) şi, pe de altă parte, forţa f şi curentul i (variabile
longitudinale – acelaşi tabel) sunt respectiv într-o relaţie de similitudine. În fond sistemele
însele (reprezentate în fig.II.1 şi II.2) sunt similare sau izomorfe. La nivel abstract suportul
lor comun este de acelaşi tip şi anume modelul matematic:

),()(
)()(

012

2

2 tutya
dt

tdy
a

dt

tyd
a  (1.3)

căruia i se asociază condiţiile iniţiale: y(t0)  y0, dy(t)/dt|t=t0
 0y , t0  0.

Formal, ecuaţia (1.3) se obţine din (1.1) (înlocuind vdy/dt, fu–Ky0
, K=a

0
, Kf =a1,

M = a2) sau din (1.2) (înlocuind u  dy/dt, i  u – L–1y0, L–1=a0, R –1=a1, C = a2).
Este evident că sistemul reprezentat de ecuaţia (1.1) poate fi modelat izomorfic-fizic de

sistemul reprezentat de ecuaţia (1.2) şi viceversa. Ambele sisteme sunt modelate matematic
de ecuaţia (1.3), care în fond este modelul matematic al unei clase de sisteme izomorfe între
ele, fiecare sistem conţinând un element disipativ, un element acumulator inductiv şi un
element acumulator capacitiv. Natura fizică a acestor elemente este subsidiară.

Ordinul modelului matematic (ordinul ecuaţiei (1.3)) coincide cu numărul de elemente
acumulatoare de energie independente conţinute de sistem. Existenţa şi numărul acestor
elemente determină direct şi numărul de condiţii iniţiale asociate modelului matematic. Ele
corespund de fapt stării iniţiale în care se află elementele acumulatoare de energie conţinute
de sistem şi care, împreună cu acţiunea externă (forţa f – fig.II.1, respectiv curentul
i – fig.II.2), îi determină evoluţia ulterioară.

Aceste concluzii sunt deosebit de utile analistului de sisteme deoarece îi oferă mijloace
de înţelegere a unor clase foarte diverse de sisteme şi de formalizare matematică a relaţiilor
care le caracterizează.

În aceste circumstanţe analiza şi sinteza sistemelor dinamice (bazate pe utilizarea
modelelor matematice) au condus la formarea concepţiei sistemice, respectiv la formularea
unor rezultate cu caracter general, valabile pentru clase de sisteme izomorfe şi
particularizabile pentru o mare diversitate de sisteme concrete. În această ultimă situaţie
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rezultatele generale trebuie interpretate conform naturii concrete a fenomenelor şi
specificului tehnologic al proceselor, deoarece numai în această ipostază ele pot fi efectiv
operante în abordarea aplicaţiilor.

Pe de altă parte, sub aspect profesional, se trage concluzia că inginerul automatist, pe
lângă o viziune sistemică asupra realităţii, trebuie să aibă cunoştinţe foarte variate la nivel
conceptual – fenomenologic – tehnologic, o deschidere spre multi-, inter- trans- şi
metadisciplinaritate şi, nu în ultimul rând, abilităţi de experimentator cu o bine exersată
înţelegere a relaţiilor de cauzalitate şi a dinamicităţii fenomenelor.

1.3. Liniaritate şi invarianţă în timp
Marea majoritate a sistemelor reale au o comportare liniară în domenii de variaţie ale

variabilelor bine precizate sau precizabile. De exemplu, sistemul «resort – amortizor – masă
inertă» – fig.II.1 este liniar pentru micile variaţii ale variabilei x în jurul poziţiei de
echilibru. Dacă x ia valori mari, resortul nu se mai comportă liniar (apar abateri faţă de
legea lui Hooke).

Pentru formalizarea proprietăţii de liniaritate se are în vedere că un sistem
materializează relaţia dintre mărimea de intrare (cauza) şi mărimea de ieşire (efectul).
Simbolizarea grafică a transferului mărimii de intrare u(t) în mărimea de ieşire y(t) este dată
în fig.II.3.

Cele două mărimi sunt simbolizate prin segmente de dreaptă orientate (săgeţi) prin care
se indică totodată sensul (unic) al transferului
intrare – ieşire prin sistem. Într-o formă mai puţin
nuanţată acest fapt se poate exprima prin (v. I.5.4o):

(1.4).~ yu  

 u(t)
SISTEM

 y(t)

Fig.II.3. Simbolizarea grafică a unui sistem

Fie u t u t( ) ( ) 1 şi u t u t( ) ( ) 2 două mărimi de intrare oarecare care se transferă, prin

sistemul (1.4), în mărimile de ieşire )()( 1 tyty  şi respectiv )()( 2 tyty  . Se scrie:

2211 ~~ , yyuuyyuu    

Definiţia 1

Sistemul (1.4) - fig.II.3 este liniar dacă pentru orice constante reale c1 şi c2 mărimea de
intrare )()()( 2211 tuctuctu  se transferă în ),()()( 2211 tyctycty  adică:

)()()( 2211 tuctuctu   ~ ).()()( 2211 tyctycty  

Această definiţie explicitează binecunoscutul principiu al suprapunerii efectelor. Orice
abatere de la acest principiu reprezintă o comportare neliniară, respectiv se referă la un
sistem neliniar.

Sistemul descris de ecuaţia: y = u2 este neliniar deoarece nu satisface principiul
suprapunerii efectelor.

Sistemul descris de ecuaţia y = au+b, în care a şi b sunt două constante reale, este de
asemenea neliniar dacă b  0 (se mai numeşte liniar afin). Se observă însă că acest sistem
este liniar în jurul unui punct de funcţionare. Fie (u0, y0) un punct de funcţionare conform
relaţiei y0=au0+by0 şi fie variaţiile u şi y astfel încât u=u0+u, y=y0+y. Ca urmare se

poate scrie y0+y=a(u0+u)+b , ceea ce conduce la ,uay   care este o ecuaţie liniară,
dar numai pentru variaţiile u şi y în jurul punctului de funcţionare (u0, y0).
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Pentru sistemele electrice şi mecanice liniaritatea este de regulă asigurată pe domenii
precizabile ale variabilelor. Pentru alte categorii de sisteme se constată frecvent prezenţa
neliniarităţilor în structura lor. În mod obişnuit se practică liniarizări ale acestora pentru
micile variaţii ale variabilelor în jurul unor puncte de funcţionare.

Fie relaţia intrare – ieşire neliniară y = f(u), în care f este o funcţie cunoscută, de
exemplu având graficul din fig.II.4.

Punctul normal de funcţionare este (u0,y0) şi este caracterizat de y0  f(u0).

În virtutea continuităţii şi derivabilităţii funcţiei y = f (u) în punctul (u0,y0) se poate face
uz de formula lui Taylor:

y f u f u
df u

du

u u
R u u

u

  


( ) ( )
( )

!
( , ),0

0
2 0

0
1

în care R2(u, u0) este restul seriei Taylor corespunzătoare.
Pentru variaţiile ,, 00 yyyuuu  

suficient de mici, se înlocuieşte neliniaritatea cu
aproximanta tangenţială:

,/)(),( 000
0

tgduudfkuukyy
u



aşa cum se arată în fig. II.4 (dreapta L), şi care
reprezintă un sistem liniar afin. În fine, pentru micile
variaţii u şi y se obţine aproximanta liniară

,uky   valabilă într-o vecinătate (admisibilă din
punctul de vedere al erorilor de aproximare) al
punctului de funcţionare (u0, y0). Evident, schimbarea

punctului de funcţionare determină modificarea corespunzătoare a constantei k.
Eroarea pe care o introduce aproximanta liniară este dată de restul R2(u, u0). Dacă

valoarea absolută a erorii nu depăşeşte o limită admisibilă impusă, atunci pe baza restului
R2(u, u0) se pot determina  max |u| şi max |y| pentru care aproximanta liniară este validă.

Exemplul 1.3 ( ecuaţia pendulului)

Se consideră pendulul reprezentat schematic în fig.II.5. Cele trei cupluri care acţionează
asupra pendulului sunt:

 l

M

Mg



Fig.II.5 Pendulul – sistem dinamic
neliniar

c Mglg  sin (cuplul forţei de gravitaţie)

c K
d

dtf f
 (cuplul de frecare vâscoasă)

c J
d

dt
i 

2

2

 (cuplul inerţial).

Ecuaţia de bilanţ de cupluri are forma:
c c ci f g   0,

ceea ce conduce la modelul matematic:

J
d

dt
K

d

dt
Mglf

2

2
0

 
  sin .

0

u0 u

 y = f(u)

 y0

 y L

0

Fig. II.4. Aproximanta liniară a unei
neliniarităţi
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Evident, acesta este un model matematic neliniar. Neliniaritatea este: f ( ) sin . 
Pentru punctul de funcţionare  = 0 (care în situaţia   0 reprezintă starea de echilibru

stabil a pendulului) şi pentru micile variaţii ale unghiului  în jurul acestui punct se poate
scrie f() ceea ce conduce la modelul matematic liniarizat:

J
d

dt
K

d

dt
Mglf

2

2
0

 
   .

Se constată că modelul matematic liniarizat este acceptabil pentru | |  /6. De
exemplu eroarea între 6/  şi   )6/sin(6/  f este 0,523 – 0,5 = 0,023, ceea ce
reprezintă mai puţin de 4,7%. 

În toate exemplele considerate până aici modelele matematice obţinute sunt ecuaţii
diferenţiale ordinare liniare cu coeficienţi constanţi. Acest fapt nu este general valabil, dar
existenţa lui este semnificativă. Această categorie de modele matematice caracterizează o
clasă relativ largă de sisteme din realitatea fizico-tehnică (în care se includ şi sistemele
automate, care fac obiectul acestei cărţi).

Liniaritatea a fost formalizată în cadrul definiţiei 1. Pentru formalizarea celorlalte
atribute ale categoriei de sisteme (şi modele matematice aferente) care va fi avută în vedere
în prezenta carte se enunţă următoarele două definiţii.

Definiţia 2
Sistemul (1.4) – fig.II.3 se numeşte neted şi cu parametri concentraţi dacă el este

reprezentat de o ecuaţie sau un set de ecuaţii diferenţiale ordinare. 
Specificarea «neted» desemnează faptul că sistemul respectiv procesează (transferă,

prelucrează) semnale în conformitate cu operaţia de derivare. Această specificare împreună
cu a doua, şi anume «cu parametri concentraţi», se corelează cu ceea ce este o ecuaţie sau
un set de ecuaţii diferenţiale ordinare.

Definiţia 3
Sistemul (1.4) – fig.II.3 se numeşte invariant în timp dacă toţi parametrii săi sunt

invarianţi în timp. 
Noţiunea de  «parametru» are aici sensul bine cunoscut din fizică (tabelul I.1).
Calitatea esenţială a unui astfel de sistem este aceea că, sub acţiunea mărimii de intrare

u(t), evoluţia mărimii de ieşire y(t) este invariantă în raport cu orice translaţie a momentului
iniţial al acestei evoluţii, cu condiţia ca starea iniţială a sistemului să fie de fiecare dată
aceeaşi şi mărimea de intrare să fie translată corespunzător în timp. Această proprietate este
ilustrată în fig.II.6, din care transpare şi
deosebita ei importanţă practică şi anume
că transferul

yu  ~
este repetabil oricare ar fi momentul
iniţierii lui, starea iniţială a sistemului
fiind de fiecare dată aceeaşi şi mărimea
de intrare fiind translată corespunzător în
timp.

Pe cale de consecinţă, un sistem
neted, cu parametri concentraţi şi invariant în timp este reprezentat de o ecuaţie sau un set
de ecuaţii diferenţiale ordinare (liniare sau neliniare) cu coeficienţi constanţi în timp.

u , y

 y
0

 u0

y y

u u

t0 t0 +

t

Fig.II.6 Ilustrarea invarianţei în timp
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1.4. Funcţia de transfer
În general un sistem dinamic neted, cu parametri concentraţi, liniar şi invariant în timp,

cu o singură mărime de intrare şi o singură mărime de ieşire (ambele funcţii scalare de
timp, motiv pentru care sistemul se mai numeşte monovariabil) este descris de o ecuaţie
diferenţială ordinară, liniară, cu coeficienţi constanţi, de forma:

,,........ 01

1

101

1

1 R








 tub
dt

ud
b

dt

ud
bya

dt

yd
a

dt

yd
a

m

m

mm

m

mn

n

nn

n

n (1.5)

în care aiR, i  n,1 , an  0, biR, j  m,1 . Numerele naturale m şi n sunt corelate cu

numărul de elemente acumulatoare de energie, independente între ele, conţinute de sistem.
Pentru fixarea cadrului tratării şi în conformitate cu definiţia transformării Laplace

(Anexele A.1, B.2.2), care se utilizează în continuare, se admite că până la momentul iniţial
t0 = 0 sistemul descris de ecuaţia (1.5) se află în repaus, ceea ce analitic se exprimă prin:

u t y t t( ) , ( ) , .  0 0 0 (1.6)

Observaţia 1.1

În conformitate cu principiul cauzalităţii condiţia (1.6) poate fi citită şi în felul următor:
cauza nulă produce efectul nul. Întrucât în (1.6) se defineşte starea de repaus în timp a
sistemului (pentru t < 0), principiul cauzalităţii se exprimă aici şi sub forma mai nuanţată a
principiului non-anticipării, conform căruia efectul nu anticipează cauza.

Definiţia 4
Un sistem care satisface (1.6) se numeşte non-anticipativ.  În cazul în care pentru t < 0,

u(t)  0 implică y(t)  0, sistemul se numeşte anticipativ.
Experienţa acumulată până în prezent a învederat faptul că în lumea (macroscopică

sublunară) reală sistemele (naturale sau fizico-tehnice) sunt non-anticipative.
O abordare riguroasă a problemelor care decurg din definiţia 4 (şi în general din

principiul cauzalităţii) se va face în subcap.VI.3.
Din (1.6) rezultă că:

1,0,0)0()(  mku k , (1.7)

.1,0,0)0()(  nky k (1.8)

Aplicând ecuaţiei (1.5) transformarea Laplace (Anexele A.1, B.2.2), cu condiţiile
iniţiale (1.7), (1.8), se obţine:
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în care )}.({)()},({)( tysYtusU LL 
Din (1.9) se obţine:
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 (1.10)

care exprimă transferul intrare – ieşire în domeniul transformatelor Laplace (al funcţiilor
imagine).
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Definiţia 5
Raportul dintre transformatele Laplace ale mărimilor de ieşire şi de intrare ale

sistemului dinamic (modelului matematic) (1.5) se numeşte funcţia de transfer.
Se notează funcţia de transfer cu G s Y s U s( ) ( ) / ( ) şi conform ecuaţiei (1.9) rezultă:
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Ca urmare transferul intrare – ieşire, ecuaţia (1.10), se exprimă şi sub forma:

),()()( sUsGsY  (1.12)

cu (1.11), căreia i se asociază schema bloc din fig.II.7, corespunzătoare aceleia din fig.II.3.
Se remarcă faptul că în (1.12) mărimea de intrare (cauza) U(s) apare în membrul drept

(împreună cu G(s)), şi mărimea de ieşire (efectul) apare în membrul stâng. În acest fel se
evidenţiază în mod clar că Y(s) este rezultatul acţiunii lui U(s) prin intermediul lui G(s).

Funcţia de transfer (1.11) este o funcţie (fracţie) raţională de variabila complexă s. În
virtutea liniarităţii sistemului pe care îl reprezintă, funcţia de transfer nu depinde nici de
mărimea de intrare U(s) şi nici de mărimea de ieşire Y(s), ci numai de structura şi parametrii
sistemului însuşi, aşa cum rezultă de altfel şi din (1.11).

Întrucât G(s) este o fracţie raţională (raportul a două polinoame cu coeficienţi reali), ea
mai poate fi scrisă sub forma factorizată:
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în care zi  C, i m 1, , sunt zerourile finite ale funcţiei
de transfer (sistemului) şi pj  C, ,,1 nj  sunt polii finiţi ai funcţiei de transfer
(sistemului). Pentru cele ce urmează se admite că cele două polinoame din (1.13) sunt
relativ prime între ele (nu au nici un divizor comun, iar dacă ei au existat, au fost deja
eliminaţi prin simplificare), astfel că se scrie:

.,1,,1, njmipz ji  (1.14)

Denumirile adoptate pentru zi şi pj sunt justificate de:

,,1,0)( mizG i  (1.15)

.,1,)( njpG j  (1.16)

Definiţia 6
Polinoamele monice (cu coeficientul termenului de grad maxim egal cu 1):

z s s zi
m( ) ( ), 1 (1.17)

p s s p j
n( ) ( ) 1

(1.18)

se numesc respectiv polinomul zerourilor şi polinomul polilor ale sistemului descris de
funcţia de transfer G(s).

U(s)
G(s)

Y(s)

Fig.II.7. Schema bloc a sistemului (1.4)
(reprezentat de funcţia de transfer (1.11))
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Este uşor de observat că polinomul polilor funcţiei de transfer G(s) – relaţia (1.11) –
este identic cu polinomul caracteristic al ecuaţiei (1.5) (exceptând eventual o constantă
multiplicativă, aceeaşi pentru toţi coeficienţii).

Dacă
m > n,

la cei n poli finiţi ai lui G(s) se adaugă şi punctul de la infinit (s = +) ca pol de
multiplicitate m – n, deoarece în acest caz pentru |s| = + rezultă |G(s)|  +. Aşadar G(s)
are în total n + (m – n) = m poli (egal cu numărul de zerouri finite).

Dacă
m < n,

la cele m zerouri finite ale lui G(s) se adaugă şi punctul de la infinit (|s|  +) ca zero de
multiplicitate n – m, deoarece în acest caz pentru |s| = + rezultă |G(s)| = 0. Aşadar G(s)
are în total m + (n – m) = n zerouri (egal cu numărul de poli finiţi).

Dacă m = n, punctul de la infinit nu este nici pol şi nici zero al funcţiei G(s).
Numărul  = max(m, n) se numeşte ordinul sistemului şi el este egal cu numărul minim

de elemente acumulatoare de energie (conservative), conţinute de sistem şi independente
între ele, corespunzătoare ecuaţiei (1.5), respectiv funcţiei de transfer (1.13), cu (1.14).

Cele două polinoame al căror raport este funcţia de transfer (1.11) au roluri operatoriale
diferite în cadrul transferului temporal intrare – ieşire. Acest fapt poate fi intuit pe baza
teoremelor derivatei originalului şi integralei originalului (transformarea Laplace – Anexele
A1.1.b.2o,3o,5o şi B.2.2.b.2o,3o).

Concret, pentru evidenţierea caracterului operatorial diferit al polinoamelor (1.17) şi (1.18)
se consideră în continuare două cazuri limită semnificative (a căror simplitate facilitează
expunerea):

1 G(s) = s. Conform ecuaţiei (1.12), transferul intrare – ieşire are forma Y(s) = sU(s),
căreia în domeniul timpului, în condiţiile (1.6), îi corespunde:

y(t)  u t)

Rezultă că sistemul considerat este un derivator.
Pentru  > 0, fixat, şi u(t) = sin t , t > 0, răspunsul sistemului este:

y(t) = cos t , t > 0.

Este uşor de observat (îndeosebi pe baza reprezentărilor grafice din fig.II.8) că y(t) este
în avans de fază cu /2 faţă de u(t), ceea ce conduce la concluzia că în acest caz derivatorul
produce o mărime de ieşire care anticipează evoluţia mărimii de intrare.

2 G(s) = 1/s. Conform ecuaţiei (1.12), transferul intrare – ieşire are expresia
Y(s)=U(s)/s căreia, în domeniul timpului, îi corespunde:

.)()(
0
t

duty 

Rezultă că sistemul considerat este un integrator.
Pentru aceeaşi mărime de intrare (ca la cazul 1) răspunsul sistemului este
y(t)  (1cos t)/, t 0

a cărui componentă periodică (sinusoidală) este:
ys(t) cos t)/, t 0.
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Şi în acest caz este uşor de observat (fig.II.9) că ys(t) este în întârziere de fază cu /2 faţă de
u(t), ceea ce conduce la concluzia că în acest caz integratorul produce o întârziere a mărimii
de ieşire faţă de mărimea de intrare.

 0

–1
y(t)

 u(t), y(t);  =1 rad/sec

 / 2

/2  3/2 2

 t

[rad]

1  u(t)

Fig.II.8. Ilustrarea efectului de anticipare produs de
derivatorul G(s) = s

 u(t)

ys(t)

/2  3/2 2

–1

 / 2

 0

 u(t), ys(t);  =1 rad/sec

 t

[rad]

1

Fig.II.9. Ilustrarea efectului de întârziere produs de
integratorul G(s) = 1/s

Observaţia 1.2

Faţă de aceste două cazuri limită, foarte simple, se poate afirma, în general, că:
 Polinomul zerourilor z(s) – relaţia (1.17), al funcţiei de transfer G(s) – relaţia (1.13),

modelează, în esenţă, operaţii de amplificare şi derivare (cu o anumită complexitate,
conform expresiei polinomului z(s)); în cadrul transferului temporal intrare – ieşire acesta
are un efect de amplificare – anticipare a mărimii de ieşire faţă de mărimea de intrare.

 Inversul polinomului polilor p(s) – relaţia (1.18), al funcţiei de transfer G(s) – relaţia
(1.13), modelează, în esenţă, operaţii bazate pe integrare (cu o anumită complexitate,
conform expresiei polinomului p(s)); în cadrul transferului temporal intrare – ieşire acesta
are un efect de întârziere a mărimii de ieşire faţă de mărimea de intrare.

Alte consideraţii privitoare la aceste două concluzii se vor face la 2.4.a (fig.II.26).

Observaţia 1.3

S-a arătat la observaţia 1.1 că în lumea reală (macroscopică sublunară) procesele se
desfăşoară în timp cu respectarea principiului non-anticipării: efectul nu anticipează cauza.
Din punct de vedere practic se poate afirma chiar mai mult şi anume că efectul devine
sesizabil cu o anumită întârziere faţă de cauză în sensul că relaţia de la cauză la efect nu
este nici anticipativă şi nici instantanee, ea introducând de fapt o întârziere a efectului faţă
de cauză. Ca urmare, în funcţia de transfer G(s), care respectă această condiţie, operatorul
bazat pe integrare (inversul polinomului polilor) trebuie să fie dominant faţă de operatorul
de amplificare – derivare (polinomul zerourilor). Aceasta are loc numai dacă:

m n . (1.19)

În această situaţie (de asemenea pentru m  n) ordinul sistemului este  = n.
Consideraţii riguroase privitoare la condiţia (1.19) se vor face în subcap.VI.3. 

Definiţia 7
O funcţie raţională care satisface inegalitatea (1.19) se numeşte strict proprie. În caz

contrar ea se numeşte proprie (pentru m = n) şi respectiv improprie (pentru m > n).
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Exemplul 1.4 (amplificatorul electronic de curent continuu)

Pot apărea situaţii în care G(s) nu satisface condiţia (1.19) datorită faptului că pe
parcursul elaborării modelului matematic (1.5) s-au făcut idealizări şi / sau simplificări care
au avut ca rezultat m  n. În acest sens un exemplu elocvent este cel al amplificatorului
electronic de curent continuu.

În mod obişnuit se adoptă (pentru zona de liniaritate a amplificatorului) modelul
matematic:

y(t) = Ku(t)

pentru care m = n = 0. Rezultă că amplificatorul realizează o relaţie de la cauză la efect
(intrare – ieşire) instantanee.

Această relaţie nu este riguros conformă cu rezultatele experimentale. O analiză corectă
bazată pe aceste rezultate conduce la o funcţie de transfer de forma:

1
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1
2

2
3

3 


sasasa

K
sG ,

în care coeficienţii polinomului polilor satisfac condiţiile 0 ai  1, i  3,1 . Conform
acestei funcţii de transfer amplificatorul introduce o întârziere a mărimii de ieşire faţă de
mărimea de intrare, fapt evidenţiat de rezultatele experimentale. Totodată trebuie remarcat
faptul că pentru u(t) suficient de lent variabil în timp, întârzierea devine neglijabilă.
Evident, considerând ai  0, i  ,3,1 se obţine:

G s K( ) ,

dar acest lucru este posibil pentru |s| suficient de mic (respectiv pentru t suficient de mare,
conform teoremei valorii finale; Anexa A.1.2.b.3o) şi pentru u(t) suficient de lent variabil în
timp.

Observaţia 1.4

Există şi situaţii în care, în mod deliberat, se lucrează cu funcţii de transfer proprii sau
improprii (care nu satisfac (1.19)). Trebuie remarcat faptul că se ajunge în astfel de ipostaze
în urma unor idealizări şi / sau simplificări realizate (relativ frecvent) pe parcursul modelării
matematice sau direct în modelul matematic. Rezultatele care se obţin în astfel de situaţii
trebuie privite cu o anumită doză de circumspecţie deoarece ele încalcă principiul non-
anticipării (în forma din observaţia 1.1 sau în forma mai nuanţată din observaţia 1.3).
Evident, interpretarea rezultatelor obţinute cu astfel de modele matematice implică
interpretarea pertinentă a tuturor idealizărilor şi / sau simplificărilor care au condus la
respectivele funcţii raţionale proprii sau improprii. 

Observaţia 1.5

Exemplul 1.4 şi observaţia 1.4 arată că este necesară şi utilă o distincţie între
următoarele două categorii de modele matematice: modele explicative şi modele predictive.

Un model explicativ asigură o cunoaştere aprofundată a unui sistem real. Implicit, un
astfel de model are, de regulă, o anumită complexitate care îi limitează sfera de
aplicabilitate. În acelaşi timp, un model predictiv reflectă într-o formă simplificată şi ,
eventual idealizată, proprietăţile esenţiale ale unui sistem real, în condiţiile unor erori
acceptabile între evoluţia sistemului real şi evoluţia similară furnizată de modelul predictiv.
Proiectarea sistemelor automate se bazează, de regulă, pe modele matematice predictive. 



2. Scheme bloc structurale

2.1. Preliminarii

S-a arătat la 1.4 că prin aplicarea transformării Laplace ecuaţia diferenţială (modelul
matematic) (1.5) se transformă în ecuaţia algebrică (1.10) care permite explicitarea (1.12)
cu (1.11), respectiv reprezentarea grafică din fig.II.7, corespunzătoare transferului intrare –
ieşire (de la cauză la efect, conform săgeţilor) realizat de sistem.

De regulă modelul matematic este rezultatul unei proceduri care de la debut are caracter
analitic. Acest caracter derivă din aplicarea metodei analitice ca metodă (clasică) de
investigare ştiinţifică. Ea este rezultatul structurii secvenţiale a procesului cunoaşterii de
către om a naturii (ca şi a altor activităţi umane, conform dictonului „divide et impera”).

Aplicarea metodei analitice constă în împărţirea sistemului analizat în elementele sale
componente cele mai simple, urmată de studiul lor separat, cu descrierea matematică a
fenomenelor conform legilor care le guvernează şi evidenţierea mărimilor cauze şi
mărimilor efecte pentru fiecare element în parte. În cazul în care elementele sunt liniare se
poate aplica transformarea Laplace (Anexele A.1, B.2.2), astfel că se poate asocia fiecărui
element, luat de sine stătător, câte o schemă bloc parţială. Prin reunirea adecvată a tuturor
schemelor bloc parţiale, în cadrul unei operaţii de sinteză, bazată pe conexiunile existente
între elemente, se obţine schema bloc structurală a sistemului analizat.

Exemplul 2.1 (motorul electric de curent continuu)

Se consideră un motor electric de curent continuu, cu excitaţie separată, a cărui schemă
funcţional – tehnologică este reprezentată în fig.II.10. Pentru simplificarea analizei se au în
vedere numai fenomenele electrice, electromagnetice şi electromecanice. Se face abstracţie
de fenomenele termice şi de neliniarităţile de tip feromagnetic. În aceste condiţii sistemul
poate fi împărţit în următoarele cinci elemente (pentru care se scriu şi ecuaţiile
corespunzătoare):
(a) Circuitul rotoric (CR):

e
dt

di
LiRu  (legea II Kirchhoff);

(b) CR – sediu al t.c.e.m:

1ke  (cf. Blve  );

(c) Rotorul – mişcarea de rotaţie:

mmm
dt

d
J fm 


(legea lui Newton);

(d) Rotorul – cuplul electromagnetic:

ikm m 2 (cf. Bilf  );

(e) Rotorul – cuplul de frecare:

3km f  (legea frecării vâscoase).

Mărimile fizice şi parametrii au semnificaţiile din fig. II.10 şi k 1, k 2 şi k 3 sunt coeficienţi
(constructiv – funcţionali) constanţi.

i

u e

mm mf

J
m

R

L



uex

const.
iex

sarcină

stator

rotor

Fig. II.10. Schema motorului electric de c.c. (exemplul
2.1); u – tensiunea de comandă, i – curentul rotoric,

e – t.c.e.m. (tensiunea contra-electromotoare),
R, L – rezistenţa şi inductanţa rotorice,  – viteza

unghiulară, m – cuplul de sarcină (perturbator),
mm– cuplul motor, mf – cuplul de frecare, J – momentul

de inerţie al rotorului,  = const. – fluxul de excitaţie
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Cea mai frecventă utilizare a motorului electric de c.c. este în cadrul acţionărilor
electrice cu turaţie (viteză unghiulară) reglabilă. Astfel, prin reglarea tensiunii de comandă
u (prin dispozitive adecvate, nereprezentate în fig. II.10) se modifică viteza unghiulară .
Prin schimbarea semnului tensiunii u se obţine inversarea sensului de rotaţie a rotorului.

În acelaşi timp creşterea / scăderea cuplului de sarcină (perturbator) provoacă scăderea /
creşterea vitezei unghiulare, ceea ce poate avea consecinţe nedorite asupra procesului
tehnologic în care este implicată acţionarea electrică. Din acest motiv acţionările electrice
de acest tip se automatizează. Ele sunt incluse în cadrul unor sisteme automate de reglare a
turaţiei (exemplul 2.1, pag. 96). Proiectarea unui astfel de sistem se bazează în primul rând
pe analiza proprietăţilor de transfer ale motorului electric de c.c. cu ajutorul schemei bloc
structurale.

Pentru obţinerea schemelor bloc parţiale ale celor cinci elemente şi în final a schemei bloc
structurale a motorului electric de c.c. se aplică transformarea Laplace (Anexa A.1) ecuaţiilor
elementelor (cu condiţii iniţiale nule). Explicitând fiecare rezultat în conformitate cu relaţia de
cauzalitate materializată de fiecare element, luat de sine stătător, se obţine:

  ),b()()(),a()()(
1

)( 1 sksEsEsU
RLs

sI 




  ).e()()(),d()()(),c()()()(
1

)( 32 sksMsIksMsMsMsM
Js

s fmfm  

Schemele bloc parţiale asociate acestor ecuaţii sunt reprezentate în fig. II.11 (a – e), în
care cerculeţele simbolizează sumatoarele algebrice (semnele operanzilor sunt plasate lângă
săgeţile care simbolizează mărimile).

În această fază se poate alcătui schema bloc structurală prin sinteza schemelor bloc
parţiale din fig. II.11, respectiv prin înlănţuirea acestora pe baza mărimilor comune (intrare

/ ieşire). La această operaţie se ţine seama
de utilizarea efectivă a sistemului şi
anume că transferul principal este u(t) 
(t). Ca urmare, schema de înlănţuire are
forma:

e

a c

b

d

şi rezultatul obţinut este reprezentat în fig.
II.12. Este vizibil faptul că sistemul

conţine, în mod natural, două reacţii negative.
Cu ajutorul acestei scheme se pot interpreta cantitativ şi calitativ relaţiile de cauzalitate

existente între mărimile sistemului (inclusiv privind rolul celor două reacţii negative). De
exemplu, la creşterea (prin salt, de la o valoare constantă la o altă valoare constantă) a
tensiunii u, prin (1) şi (2) – fig. II.12, urmează o creştere a curentului i (mai lentă, datorită
elementului cu întârziere (2)) şi a cuplului motor mm (prin (3)) şi apoi, prin (4), (5), (6), o
creştere a lui  (mai lentă ca a lui i, datorită integratorului (6)). Această creştere, prin
reacţia negativă (7), (5), duce la scăderea cuplului rezultant mm – m – mf, ceea ce determină
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U(s) (s) (s)

Fig. II.11. Schemele bloc parţiale la exemplul 2.1
(corespunzătoare ecuaţiilor (a) – (e)).
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Fig. II.12. Schema bloc structurală a motorului electric de c.c. (exemplul 2.1).

scăderea vitezei de creştere a lui . În acelaşi timp, prin reacţia negativă (8), (1), scade
tensiunea rezultantă u – e, ceea ce duce la o reducere (cu întârziere, prin (2)) a curentului i,
a cuplului motor mm (prin (3)) şi în final, prin (6), la o reducere suplimentară a vitezei de
creştere a lui . Procesul continuă în acest fel până la atingerea unei anumite turaţii
constante. Evaluări similare se pot face privitor la efectele cuplului de sarcină (perturbator)
m asupra turaţiei. 

După cum rezultă şi din exemplul precedent, schema bloc structurală a unui sistem este
imaginea grafică a relaţiilor de cauzalitate existente între mărimile sistemului, exprimate
prin intermediul funcţiilor de transfer şi pe baza conexiunilor blocurilor cu transfer
unidirecţional asociate acestor funcţii de transfer.

2.2. Conexiuni elementare

Este cunoscut faptul că mulţimea funcţiilor (fracţiilor) raţionale formează o structură
algebrică de corp comutativ (grup aditiv comutativ şi grup multiplicativ comutativ). În
acest context rezultă că orice combinaţii de funcţii de transfer (conform operaţiilor de
sumare şi înmulţire) constituie de asemenea funcţii de transfer.

În mulţimea combinaţiilor posibile ale elementelor descrise de funcţii de transfer se
disting trei combinaţii minimale tipice care reprezintă cele trei conexiuni elementare:
conexiunea «serie», conexiunea «paralel» şi conexiunea «cu reacţie».

1Conexiunea «serie»
Conform denumirii, conexiunea are forma din fig. II.13.

G1(s)
 U(s) X1(s)

G2 (s)
X2(s) Xn–1(s)

Gn(s)
Y(s)

Fig. II. 13. Conexiunea «serie»

Relaţiile care o guvernează sunt:

,,1,)()( 1 niXsGsX iii   (2.1)

).()(),()(0 sYsXsUsX n  (2.2)

Eliminând Xi(s), i n 1 1, , între ecuaţiile (2.1) şi ţinând seama de (2.2) se obţine:

.)()(),()()(
1  n

i i sGsGsUsGsY (2.3)

Pe baza rezultatului (2.3) se poate formula următoarea regulă: funcţia de transfer
echivalentă a conexiunii «serie» este egală cu produsul funcţiilor de transfer ale
elementelor componente.
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2 Conexiunea «paralel»
Această conexiune, conform denumirii, are forma din fig. II.14.
Relaţiile care o guvernează sunt:

U(s)


G1(s)

G2(s)

Gn(s)

X1(s)

X2(s)

Xn(s)

Y(s)

Fig. II.14. Conexiunea «paralel»

,,1),()()( nisUsGsX ii  (2.4)

.)()(
1  n

i i sXsY (2.5)

Înlocuind (2.4) în (2.5) se obţine:

.)()(),()()(
1  n

i i sGsGsUsGsY (2.6)

Rezultatul (2.6) conduce la următoarea regulă:
funcţia de transfer echivalentă a conexiunii
«paralel» este egală cu suma funcţiilor de transfer
ale elementelor componente

3 Conexiunea «cu  reacţie»
Structura cea mai simplă de acest tip este prezentată în fig. II.15. Se disting: calea

directă – sumatorul şi blocul reprezentat de G1(s), calea de reacţie – blocul reprezentat de

G2(s) şi sumatorul; bucla deschisă în punctul P – blocurile înseriate reprezentate de

G1(s)G2(s). Reacţia poate fi: fie negativă (X2(s) intră în sumator cu semnul [–]), fie pozitivă
(X2(s) intră în sumator cu semnul [+]). Structura din fig. II.15, în care reacţia este negativă,
este tipică pentru sistemele automate.

Conform fig. II. 15 se pot scrie ecuaţiile:
)()()( 21 sXsUrX  (2.7)

)()()( 11 sXsGsY  (2.8)

).()()( 22 sYsGsX  (2.9)

Eliminând X1(s) şi X2(s) între (2.7) – (2.9) se

obţine:
  ),()()()()(1 121 sUsGsYsGsG  (2.10)

din care rezultă:

Y s G s U s G s
G s

G s G s
( ) ( ) ( ), ( )

( )

( ) ( )
. 

0 0
1

1 21
(2.11)

Din (2.11) se extrage următoarea regulă:
funcţia de transfer echivalentă a conexiunii «cu reacţie» este egală cu raportul dintre
funcţia de transfer a căii directe şi 1 funcţia de transfer a buclei deschise în punctul P
(semnul [+] pentru reacţia negativă şi semnul [–] pentru reacţia pozitivă).

Exemplul 2.2 (motorul electric de c.c.; continuare)

Pentru exemplificarea aplicării celor trei reguli se consideră schema bloc a motorului
electric de c.c. din fig. II.12. În cadrul acestei scheme se disting: o conexiune «serie» –
blocurile (2), (3), şi o conexiune «cu reacţie» – blocurile (5) – (7). Aplicând regulile de la 1
şi 3 se ajunge la schema bloc echivalentă din fig. II.16. Prelucrarea în continuare a acestei
scheme utilizând regula de la 3 nu mai este posibilă deoarece pe calea directă există un
sumator, situaţie care va fi avută în vedere la punctul 2.3.5.

bucla deschisă în P

U (s)
+ _

X2(s)

X1(s)

P

+

G1(s)
Y(s)

G2(s)

calea directă

 calea de reacţie

Fig. II.15. Conexiunea cu «reacţie»; reacţia
negativă: [–X2]; reacţia pozitivă: [+X2]
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U(s)
(1) (2,3)

E(s)

+
_

k2

Ls + R

k1

(4)

+
_

Mm(s)
M(s) (5,6,7)

1
Js + k3

(8)

(s)

Fig. II.16. Schema bloc structurală echivalentă a aceleia din fig. II.12 (motorul electric de c.c.), obţinută prin
aplicarea regulilor de la 1 şi 3 ((2), (3) şi (5), (6), (7) din fig. II.12 au devenit (2,3) şi respectiv (5,6,7)).

2.3. Transfigurarea schemelor bloc structurale

Posibilităţile de aplicare a regulilor de la 2.2 sunt limitate deoarece ele se referă numai la trei
tipuri de conexiuni elementare identificabile în schemele bloc structurale întâlnite uzual în
aplicaţii.

Pe de altă parte, necesităţile de analiză şi de sinteză ale sistemelor dinamice reclamă
frecvent determinarea relaţiilor care există între două sau mai multe mărimi ale schemei
bloc structurale. Acestea implică efectuarea unor operaţii de transfigurare a unor părţi din
schema bloc structurală sau a acesteia în întregime.

Evident, transfigurările, pentru a produce rezultate echivalente, nu trebuie să altereze
relaţiile cantitative existente în schema bloc structurală iniţială. Pentru a se respecta această
condiţie, transfigurările se execută în conformitate cu anumite identităţi de transfigurare.
După cum se va vedea în continuare, aceste identităţi de transfigurare corespund unor
artificii şi manipulări matematice foarte simple aplicabile relaţiilor intrare – ieşire avute în
vedere. Se vor prezenta în continuare şapte astfel de identităţi de transfigurare care vor fi
numerotate cu 4 – 10 (ca o continuare a regulilor 1 – 3 de la 2.2).

4 Deplasarea unui sumator de la intrarea la ieşirea unui bloc
Structura iniţială avută în vedere este cea din fig. II.17.4.a. Relaţia intrare – ieşire

corespunzătoare are forma:
 .)()()()( 21 sUsUsGsY  (2.12)

În virtutea distributivităţii operaţiei de înmulţire faţă de cea de adunare, relaţia (2.12) se
poate scrie sub forma echivalentă:

),()()()()( 21 sUsGsUsGsY  (2.13)

căreia îi corespunde schema din fig. II.17.4.b, la care se dorea să se ajungă.
5 Deplasarea unui sumator de la ieşirea la intrarea unui bloc
Relaţia intrare – ieşire corespunzătoare (fig. II.17.5. a) are forma:

Y s G s U s U s( ) ( ) ( ) ( ). 1 2 (2.14)

Se scoate G(s) forţat în factor în (2.14) şi se obţine expresia echivalentă:
,)]()()()[()( 2

1
1 sUsGsUsGsY  (2.15)

căreia îi corespunde schema din fig. II.17.5.b.

6 Deplasarea unui punct de ramificare de la intrarea la ieşirea unui bloc
Structura iniţială este cea din fig. II.17.6.a. Relaţiile intrare – ieşire corespunzătoare

transferului prin G(s) şi respectiv ramificaţiei sunt:
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).()(),()()( sUsUsUsGsY  (2.16)

Este evident că cea de a doua relaţie din (2.16) poate fi scrisă sub forma echivalentă:
),()()()( 1 sUsGsGsU  (2.17)

astfel că în final se ajunge la schema din fig. II.17.6.b.

7 Deplasarea unui punct de ramificare de la ieşirea la intrarea unui bloc
Iniţial structura avută în vedere este cea din fig. II.17.7.a. Relaţia intrare – ieşire

corespunzătoare transferului prin G(s) şi respectiv ramificaţiei sunt:

).()(),()()( sYsYsUsGsY  (2.18)

Ca şi la 6, relaţia a doua din (2.18) poate fi scrisă şi sub forma echivalentă:
Y s G s U s( ) ( ) ( ), (2.19)

astfel că în final se ajunge la schema din fig. II.17.7 .b.

8 Comutativitatea sumatoarelor
Se are în vedere schema iniţială din fig.II.17.8.a. Relaţia corespunzătoare are forma:

  ).()()()( 321 sUsUsUsY  (2.20)

În virtutea comutativităţii şi asociativităţii operaţiei de sumare relaţia (2.20) poate fi
scrisă şi sub forma echivalentă:

  ),()()()( 231 sUsUsUsY  (2.21)

căreia îi corespunde schema din fig.II.17.8 .b.

9 Deplasarea unui sumator din interiorul unei conexiuni «cu reacţie» la ieşire
Conform schemei iniţiale din fig.18.9.a pentru mărimea de intrare 0)(2 sU (şi

0)(1 sU ), conform regulii de la 2.2.3 (conexiunea «cu reacţie»), se poate scrie:

),(
)()(1

1
)( 2

21
sU

sGsG
sY


 (2.22)

care exprimă efectul lui U2(s) asupra lui Y(s) atât pe calea directă (funcţia de transfer a căii
directe de la U2(s) la Y(s) este ±1) cât şi prin calea de reacţie. În aceste condiţii schema la
care se ajunge în mod echivalent este prezentată în fig.II.18.9.b.

10 Deplasarea unui sumator de la ieşirea unei conexiuni «cu reacţie» în interior
De această dată schema iniţială are forma din fig.II.18.10.a. Întrucât acum se face

operaţia inversă aceleia de la 9, la obţinerea schemei finale din fig.II.18.10.b se ţine
seama că, pentru U2(s)  0 (şi U1(s)  0)) în situaţia iniţială funcţia de transfer dintre U2(s)

şi Y(s) era ±1, iar în situaţia finală (conform regulii de la 2.2.3) este:

.1
)()(1

1
)]()(1[

21
21 




sGsG
sGsG (2.23)

Exemplul 2.3 (motorul electric de c.c.; continuare)

Utilizând identităţile de transfigurare de mai sus se poate prelucra schema bloc structurală
din fig.II.16 (a motorului electric de c.c.) până la forma echivalentă cea mai simplă. Astfel se pot
utiliza:
 identităţile 4 şi 9 pentru deplasarea la ieşirea sistemului a sumatorului în care se

aplică M(s), după care se aplică regulile de la 2.2.1 şi 3 (conexiunile «serie» şi «cu reacţie»);
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a. Schema iniţială b. Schema finală
4

+

Y=G(U1U2)

 U1(s)
G(s)

U2(s)

Y(s)

 
+

U2(s)

Y(s) U1(s)

Y=GU1GU2

G(s)

G(s)

5  U1(s)

+
G(s)

U2(s)

Y(s)

Y=GU1U2


U1(s)

+


G(s)

U2(s)

Y(s)

G –1(s)
Y=G(U1G

–1U2)
6

G(s)
 U(s) Y(s)

Y=GU  U(s)

 U(s)

Y=GU,
U=G –1GU

Y(s)

U(s)
G–1(s)

G(s)

7
G(s)

 U(s) Y(s)
Y(s)

Y=GU

G(s)U(s) Y(s)
Y(s)

Y=GUG(s)

8

+

U2(s)

+

Y(s)

U3(s)

U1(s)

 

Y(s)=U1(s)U2(s)U3(s)

+ +

U3(s) U2(s)

U1(s) Y(s)



Y(s)=U1(s)U3(s)U2(s)

Fig. II. 17. Identităţi de transfigurare: deplasarea sumatorului la ieşire (4) şi la intrare (5); deplasarea punctului
de ramificare la ieşire (6) şi la intrare (7); comutativitatea sumatoarelor (8).

a. Schema iniţială b. Schema finală
9

U1(s)

+

U2(s)
Y(s)

G1(s)

G2(s)

+


U1(s)

+


U2(s)

Y(s)
G1(s)

G2(s)

+



[1G1(s)G2(s)]–1

10
U1(s)

+


U2(s)

Y(s)
G1(s)

G2(s)

+



U1(s)

+


U2(s)

Y(s)
G1(s)

G2(s)

+


1G1(s)G2(s)

Fig.II.18. Deplasarea sumatorului din interiorul la ieşirea (9) şi de la ieşirea în interiorul (10)
unei conexiuni «cu reacţie».

 identităţile 5 şi 8 pentru deplasarea aceluiaşi sumator la intrarea sistemului, după
care se aplică regulile 2.2.1 şi 3.

Procedând conform celei de a doua variante, după aplicarea identităţilor 5 şi 8 şi a
regulii 2.2.1 rezultatul este cel din fig.II.19.

Aplicând apoi regula de la 2.2.3 se obţine schema din fig.II.20 în care se pun în
evidenţă separat efectele asupra vitezei unghiulare  (s) ale tensiunii de comandă U(s) şi
respectiv cuplului de sarcină (perturbator) M(s). Cele două funcţii de transfer:
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pun în evidenţă modul concret în care tensiunea de comandă U(s) şi cuplul perturbator M(s)
influenţează viteza unghiulară  (s) a motorului electric de c.c, conform relaţiei:

).()()()()( 00 sMsGsUsGs m 

U(s) + +

k2 (1)

(8)
(4)

(s)

Ls+RM(s)

–

–
(Ls+R)(Js+k3)

k2

k1

(2,3,5,6,7)
G0m(s)

G0(s)
U(s)

M(s)

 (s)+
_

Fig.II.19. Rezultatul transfigurării schemei bloc structurale din
fig.II.16 (motorul electric de c.c., exemplele 2.1, 2.2) prin

identităţile 5, 8 şi a regulii 2.2.1o, la exemplul 2.3

Fig.II.20. Transferul intrare – ieşire al
motorului electric de c.c. (exemplele 2.1 – 3)

obţinut cu 2.2.3 în schema din fig. II.19

Transfigurările operabile într-o schemă bloc structurală dată au în vedere întotdeauna
scopul final care trebuie realizat. Pentru atingerea acestuia se parcurg următorii paşi:

a. Se reduc la elemente echivalente elementele conectate în serie (fără puncte de
ramificare între elemente) prin aplicarea regulii de la 2.2.1.

b. Se reduc la elemente echivalente elementele conectate în paralel (fără puncte de
ramificare la ieşirile elementelor) prin aplicarea regulii de la 2.2.2.

c. Se reduc la elemente echivalente elementele în conexiune «cu reacţie» (fără puncte
de ramificare şi / sau sumatoare în interiorul conexiunii «cu reacţie») prin aplicarea regulii
de la 2.2.3.

d. Se deplasează convenabil punctele de ramificare şi / sau sumatoarele prin aplicarea
identităţilor de transfigurare 4 – 10.

e. Se repetă operaţiile de la paşii a – d în funcţie de natura schemei şi de scopul care
trebuie realizat.

Exemplul 2.4 (operaţii de transfigurare)

Se consideră sistemul cu schema bloc structurală din fig.II.21 şi se cere determinarea
relaţiei intrare – ieşire (Y(s) în funcţie de U1(s) şi U2(s)).

Rezolvarea pe baza ecuaţiilor sistemului este relativ laborioasă. Evident, se pot scrie 10
ecuaţii (pentru cele 6 blocuri şi pentru cele 4 sumatoare) între care urmează să se elimine 9
mărimi intermediare. Aceste calcule pot fi evitate dacă se procedează la aplicarea regulilor
2.2.1– 3 şi a identităţilor 4 – 10. Un analist de sisteme suficient de experimentat poate
ajunge astfel foarte repede la rezultatul cerut.

Procedura de transfigurare se prezentă în detaliu, pe baza unor scheme intermediare (în
mod normal nu se mai desenează) şi a paşilor succesivi care conduc la rezultatul cerut.
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U1(s)

+ +

+
+

+_ __
G1(s) G2(s)

U2(s)

G3(s)
Y(s)

G4(s)G5(s)

G6(s)

Fig.II.21. Schema bloc structurală la exemplul 2.4.

– Pasul I
Cu referire la fig.II.22 se fac următoarele deplasări:
d1 sumatorul A se suprapune peste sumatorul B; dispare legătura CA (haşurată) şi

apare legătura CB prin G1
–1(s) (conform cu 5);

d2 sumatorul D trece la stânga sumatorului E (conform cu 8);
d3 punctul de ramificare F trece în H; dispare legătura IF (haşurată) şi apare legătura

HI prin G3
–1(s) (conform cu 6).

U1(s)

+ _ +_

+
+B A

d1 d2

E D

C

F

+_ _

H
I

G1(s) G2(s)

d3U2(s)

Y(s)

G1
–1(s)

G6(s)

G5(s) G3
–1(s)

G3(s)

G4(s)

Fig.II.22. Deplasările d1, d2 şi d3 ale sumatoarelor A, D şi a punctului de ramificare F, operabile în fig.II.21

Se obţine în acest fel schema din fig.II.23.
– Pasul II
În schema din fig.II.23 se pot opera următoarele:
 echivalarea conexiunilor «serie» formate de G1(s) şi G2(s) şi respectiv G3

–1(s), G5(s)

şi G1
–1(s) (conform cu 2.2.1);

 echivalarea conexiunii «cu reacţie» formate de G3(s) şi G4(s) (conform cu 2.2.3).

Y(s)U1(s)

+ _+

+

+_ _
G2(s)

U2(s)

G3(s)

G4(s)

G5(s)

G6(s)

G1(s)

G1
–1(s) G3

–1(s)

Fig. II.23. Rezultatul transfigurărilor operate în schema din fig.II.21, conform cu fig.II.22
(după aplicarea operaţiilor de la pasul I)
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Se obţine pe această cale schema din fig.II.24 în care:

.)()()()(,
)()(1

)(
)(),()()( 5

1
3

1
19

43

3
8217 sGsGsGsG

sGsG

sG
sGsGsGsG 




– Pasul III
În fine, în schema din fig.II.24 se pot opera:
 echivalarea conexiunii «paralel» formate de G6(s) şi G9(s) (conform cu 2.2.2);
 d4 – deplasarea sumatorului de la ieşirea lui G7(s) la intrarea sa (conform cu 5) şi

comutarea cu celălalt sumator (conform cu 8);
 echivalarea conexiunii «serie» formate din G7(s) şi G8(s) (conform cu 2.2.1).

G7(s)
U1(s)

+

d4

+_ _

+

G8(s)

G9(s)

G6(s)

U2(s)
Y(s)

+

G11(s)

G10(s)

U2(s)

+

_

+
G7

–1(s)

U1(s) Y(s)

Fig.II.24. Rezultatul echivalărilor operate în fig.II.23
(exemplul 2.4, după aplicarea pasului II)

Fig.II.25. Rezultatul echivalărilor operate în
fig.II.24 (exemplul 2.4, după aplicarea pasului III)

Se ajunge în acest fel la schema din fig.II.25 în care:
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Aplicând acum regula de la 2.2.3 (pentru conexiunea «cu reacţie») se scrie relaţia
intrare – ieşire:
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cu funcţiile de transfer:

G s
G s

G s G s

G G

G G G G G G
01

10

10 11

7 8

7 8 6 1
1

3
1

51 1
( )

( )

( ) ( ) ( )




 

 

G1G2 G3
1+ G3G4

1+
G1G2 G3
1+ G3G4

G6
G5

G1G3
( + )

= =
G G G

G G G G G G G G
1 2 3

2 5 3 4 1 2 3 61  
,

G s
G s G s

G s G s

G

G G G G G G
02

7
1

10

10 11

8

7 8 6 1
1

3
1

51 1
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )




 




 

G3
1+ G3G4

1+
G1G2 G3
1+ G3G4

G6
G5

G1G3
( + )

= =
G

G G G G G G G G
3

2 5 3 4 1 2 3 61  
,

în care s-a renunţat, pentru simplificare, la scrierea explicită a variabilei s.
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În concluzie, se poate aprecia că un analist de sisteme (suficient de experimentat) poate
scrie direct expresiile funcţiilor de transfer G01(s) şi G02(s) (încadrate în dreptunghiurile

trasate cu linie-punct), aplicând direct regulile de la 2.2.1 – 3 şi identităţile 4 – 10. 

2.4. Scheme bloc operaţionale asociate unei funcţii de transfer

a. Schema bazată pe derivatoare şi integratoare

Pentru început se are în vedere o ilustrare a observaţiei 1.2 şi anume evidenţierea
faptului că în funcţia de transfer (1.11) polinomul zerourilor (1.17) corespunde unui
operator de amplificare şi derivare şi inversul polinomului polilor (1.18) corespunde unui
operator bazat pe integrare.

Mai întâi se observă că în conformitate cu (1.12) şi (1.11) se pot scrie ecuaţiile:
)()...()( 0

1
1 sUbsbsbsX m

m
m
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 (2.24)
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(2.25)

Ecuaţiei (2.24) i se poate asocia schema bloc operaţională din fig.II.26.a, ceea ce
învederează faptul că polinomul zerourilor lui G(s) corespunde unui operator de amplificare
– derivare (cu efect de amplificare – anticipare).

Pentru a asocia şi ecuaţiei (2.25) o schemă bloc operaţională adecvată, se are în vedere
că funcţia de transfer din (2.25) se poate obţine din următoarele relaţii de recurenţă:
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Se observă uşor că ,,1),( nisGi  corespund unor conexiuni «cu reacţie», fig. 26.b.

b. Schema bazată numai pe integratoare

În situaţia în care se doreşte simularea (analogică sau numerică a) sistemului descris de
ecuaţia diferenţială (1.5), cu (1.7) şi (1.8), respectiv de (1.12), cu (1.11), schema
operaţională din fig.II.26 este inadecvată datorită dificultăţilor implicate de realizarea
derivatoarelor. Practic, derivatoarele (analogice sau numerice) introduc erori (adesea
inacceptabile) faţă de derivarea în sens matematic, fapt explicabil conform observaţiei 1.3.
În contrast, realizarea integratoarelor (analogice sau numerice) este mai simplă şi erorile
faţă de integrarea în sens matematic sunt de regulă acceptabile. În acest context ar fi foarte
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utilă o schemă bloc operaţională bazată numai pe integratoare şi conexiuni «cu reacţie», aşa
cum s-a obţinut în fig.II.26.b, dar care să se refere tot la funcţia de transfer (1.11).

s s s

b0 b1 bm

 a

1
s

1
s

1
ans+ + + +– – – –

a2

b

U(s)

b2 bm–1

X(s)

Y(s)

a1

a0

an-1

Fig.II.26. Schema bloc operaţională pentru ilustrarea observaţiei 1.2: a – polinomul zerourilor (structură cu
derivatoare; b – inversul polinomului polilor (structură cu integratoare şi conexiuni «cu reacţie»
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Din aceasta rezultă:
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căreia îi corespunde schema bloc operaţională din fig.II.27. Aceasta se bazează exclusiv pe
integratoare incluse în structuri adecvate («serie», «paralel» şi «cu reacţie»), fiind în acelaşi
timp structura cu numărul minim de elemente conservative (acumulatoare de energie),
independente între ele, corespunzătoare ecuaţiei (1.5), pentru m  n. Ea poate fi utilizată
pentru simularea (analogică sau numerică a) sistemelor dinamice descrise de ecuaţii
diferenţiale ordinare cu coeficienţi constanţi, cu condiţii iniţiale nule. Extinderea la cazul
condiţiilor iniţiale nenule constă în introducerea la ieşirea fiecărui integrator a câte unui
sumator în care se aplică adecvat condiţiile iniţiale (stările iniţiale ale integratoarelor).
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Fig.II.27. Schema bloc pentru simularea sistemului descris de ecuaţia diferenţială (1.4), cu (1.6) (1.7),
respectiv de (1.12), cu (1.11), pentru m  n

2.5. Grafuri de fluenţă
Este uşor de constatat că transformarea echivalentă a schemelor bloc structurale pe baza

regulilor 2.2.1 – 3, a identităţilor de transfigurare 2.3.4 – 10 şi a secvenţelor 2.3.a – e
face apel la experienţa şi intuiţia analistului. Fireşte, acestea sunt două calităţi esenţiale ale
unui analist de sisteme şi ca urmare ele trebuie exersate pe exemple cât mai variate de
scheme bloc structurale, mai ales în faza de instruire a analistului.

Pe de altă parte, în situaţia formulării unor scopuri clare, prelucrarea unei scheme bloc
structurale trebuie să fie expeditivă. Acest lucru se poate realiza utilizând conceptul de graf
de fluenţă de tip Mason.

Un graf de fluenţă de tip Mason este o reţea formată din noduri legate prin arce
orientate. Nodurile iniţial şi final ale unui arc au semnificaţia de mărime de intrare şi mărime
de ieşire. În aceste condiţii arcul orientat este caracterizat de funcţia de transfer (în general –
transmitanţa), conform reprezentării din fig.II.28, asociată aceleia din fig.II.7.

Pentru exemplificare se dau în fig.II.29.a – c
grafurile de fluenţă corespunzătoare conexiunilor
«serie» (fig.II.13), «paralel» (fig.II.14) şi «cu reacţie»
(fig.II.15).

De fapt, la origine, un graf de fluenţă a fost utilizat
pentru evidenţierea grafică a dependenţelor dintre
variabilele unui sistem de ecuaţii algebrice liniare.

G1(s)

a

b c

G2(s) Gn(s)

X1(s) X2(s) Xn–1(s)U(s) Y(s)

U(s) Y(s)
G1(s)

Gn(s)

G2(s)

U(s) Y(s)

 G2(s)
G1(s)

Fig.II.29. Grafurile de fluenţă asociate conexiunilor elementare: a – «serie» (fig.II.13),
b – «paralel» (fig.II.14), c – «cu reacţie» (fig.II.15)

G(s)
Y(s)U(s)

Fig.II.28. Graful de fluenţă asociat schemei
bloc din fig.II.7



II. Transferul intrare – ieşire al sistemelor dinamice liniare38

Exemplul 2.5 (graf asociat unui sistem algebric)

Fie sistemul algebric:






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,222222121

111212111

yubyaya

yubyaya

(obţinut ca atare în cazul unei aplicaţii), în care u1, u2 sunt cunoscute (intrări), y1, y2 sunt

necunoscute (ieşiri) şi a11,..., a22 sunt coeficienţi cunoscuţi. Graful de fluenţă corespunzător
este reprezentat în fig.II.30. Evident, sistemul poate fi scris sub forma:

u1
b1

b2

y1 a11

a12 a21

u2
y2

a22

Fig.II.30. Graful de fluenţă de la exemplul 2.5
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Acesta poate fi rezolvat prin utilizarea
regulii lui Cramer:
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Se remarcă faptul că numitorul  este egal cu 1 minus suma coeficienţilor tuturor

buclelor (a11, a22 şi a12a21) plus produsul coeficienţilor buclelor care nu au noduri comune
(a11a22).

Numărătorii pentru y1:
 asociat lui u1 apare 122 )1( ba care se obţine din  prin păstrarea numai a

coeficienţilor arcelor care nu au noduri comune cu arcul de la u1 la y1, adică
)1( 22a care se înmulţeşte cu coeficientul b1 al arcului dintre u1 şi y1;

 asociat lui u2 apare a12b2·1; a12b2 este coeficientul arcelor de la u2 la y1 (în sensul
fluenţei) şi 1 este valoarea lui  din care s-au eliminat coeficienţii tuturor buclelor
care au noduri comune cu nodurile situate pe calea de la u2 la y1.

Numărătorii lui y2 au aceeaşi semnificaţie (mutatis mutandis) ca şi cei ai lui y1.
În general, valoarea transmitanţei Tij dintre nodurile i şi j, respectiv dintre mărimile xi
şi xj, se obţine cu formula lui Mason:

,)()(
1 

k kijkijij CT 


(2.26)

în care:
 Suma după k se face pentru numărul maxim de căi între nodurile i şi j (toate arcele

fiind parcurse în sensul fluenţei).
 (Cij)k este transmitanţa căii directe (nu se trece de două ori prin acelaşi nod), de indice

k, între nodurile i şi j.
  este determinantul grafului, care se calculează cu formula:
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n n BBBBBB (2.27)

unde Bq, q N 1, , sunt transmitanţele buclelor existente în graf. Regula de
determinare a lui este:
 = 1 – (suma transmitanţelor tuturor buclelor) + (suma produselor transmitanţelor
tuturor combinaţiilor de câte două bucle care nu au noduri comune) – (suma
produselor transmitanţelor tuturor combinaţiilor de câte trei bucle care nu au noduri
comune) +... .
 (ij)k este cofactorul (relativ la ) al căii k. Aceasta se determină din  eliminând

buclele care au noduri comune cu calea k.

Exemplul 2.6 (aplicarea formulei lui Mason la exemplul 2.4)

Se consideră graful de fluenţă
corespunzător schemei bloc structurale de la
exemplul 2.4 (fig.II.21), având forma din
fig.II.31.

Numărul de bucle este N = 3, având
transmitanţele: B1 –G2G5, B2 G3G4,

B3 G1G2G3G6. Determinantul grafului

este: 1 + G2G5 + G3G4 + G1G2G3G6,
deoarece toate buclele au noduri comune.

Căile directe sunt:
– de la U1 la Y: (C1)1 = G1G2G3; rezultă (1)1=1;

– de la U2 la Y:(C2)1 = G3; rezultă (2)1 = 1.
Cele două funcţii de transfer (transmitanţe), conform formulei (2.26) au expresiile:

., 3

2
02

321

1
01 

G

U

Y
G

GGG

U

Y
G  

Exemplul 2.7 (aplicarea formulei lui Mason)

Se consideră schema bloc structurală din fig.II.32. Se cere G0 = Y / U.
Având în vedere modul în care s-a procedat la exemplul 2.6, se constată că nu este

necesar să se deseneze graful corespunzător schemei din fig.II.32. Pentru aplicarea formulei
lui Mason se numerotează toate mărimile sistemului, aşa cum s-a făcut deja în fig.II.32.
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+
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1 2 3 4

5 6 7 8
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11

U Y
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Fig.II.32. Schema bloc structurală de la exemplul 2.7

U1

U2

1 G1 G2 G3

G5
G4

G6

Y
1

Fig.II.31. Graful de fluenţă (la exemplul 2.6)
corespunzător schemei din fig.II.21 (exemplul 2.4)
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Numărul de bucle este N = 3. Buclele, ca succesiune de mărimi (noduri) şi
transmitanţele lor sunt:

4 – 5 – 6 – 7 – 9 – 4, B1 = –G2G3G6,

6 – 7 – 8 – 10 – 6, B2 = G3G4G5,

2 – 3 – 4 – 5 – 6 – 7 – 8 – 11 – 2, B3 = –G1G2G3G4G7.

Determinantul grafului este: ,1 74321543632 GGGGGGGGGGG 
deoarece toate buclele au noduri comune

Calea directă de la U la Y este:
1 – 2 – 3 – 4 – 5 – 6 – 7 – 8, (C1)1 = G1G2G3G4 ; rezultă 1 = 1.
Funcţia de transfer (transmitanţa) dintre U şi Y are expresia:

.
1 7421543632

4321
0 GGGGGGGGGG

GGGG
G


 

Grafurile de fluenţă de la exemplele 2.6 şi 2.7 fac parte dintr-o clasă caracterizată prin:
 Toate buclele au noduri comune. Ca urmare:

 = 1– (suma transmitanţelor tuturor buclelor).
 Toate căile directe au noduri comune cu toate buclele. Ca urmare:

 k k N 1 1, , .

Schemele bloc structurale ale sistemelor automate fac parte, de regulă, din această clasă
de grafuri de fluenţă. Pentru aplicarea formulei lui Mason în astfel de cazuri se utilizează
următoarea regulă.

Regula lui Mason (pentru sisteme automate)

Funcţia de transfer echivalentă între mărimea de intrare şi mărimea de ieşire este egală
cu raportul dintre suma funcţiilor de transfer ale căilor directe între cele două mărimi şi 1
minus suma algebrică a funcţiilor de transfer ale buclelor (care au, după caz, semnul [–]
pentru reacţia negativă şi semnul [+] pentru reacţia pozitivă).



3. Răspunsul la impulsul Dirac

3.1. Definiţie
Se consideră un sistem dinamic liniar descris de funcţie de transfer G(s) (fig.II.7). Se

aplică la intrare impulsul Dirac (Anexa B.1):
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Întrucât:

1,=)}({)( tsU L (3.2)

din ecuaţia intrare – ieşire (1.12), cu (1.11), rezultă:

).()( sGsY  (3.3)

Se notează cu g(t) originalul lui G(s) şi se scrie:

)}.({)()},({)( 1 sGtgtgsG  LL (3.4)

Rezultă că în domeniul timpului, răspunsul (3.3)
al sistemului (la aplicarea impulsului Dirac (3.1))
este:

)()( tgty  . (3.5)

Definiţia 1
Răspunsul (3.5) al sistemului (1.12) (la aplicarea la intrare a impulsului Dirac (3.1)) se

numeşte răspunsul la impulsul Dirac.

3.2. Proprietăţi
a. Conform principiului cauzalităţii (non-anticipării, observaţia 1.1) răspunsul la

impulsul Dirac are proprietatea:

,0,0)(  ttg (3.6)

pentru care se dă o ilustrare în fig.II.33.
b. Răspunsul la impulsul Dirac este soluţia ecuaţiei diferenţiale:
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(3.7)

în care D simbolizează derivata generalizată sau în sens distribuţii (Anexa B.1).
Într-adevăr, aplicând transformarea Laplace ecuaţiei (3.7) se obţine:
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Înlocuind (1.11) în (3.8) rezultă că aceasta este satisfăcută.
Conform ecuaţiei (3.7) rezultă că în general răspunsul la impulsul Dirac, g(t), este o

funcţie generalizată sau o distribuţie (Anexa B.1).
c. Pentru t > 0 răspunsul la impulsul Dirac, g(t), este o funcţie continuă, soluţie a

ecuaţiei diferenţiale omogene:
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0
t

repaus

0
t

regimul

tranzitoriu

repaus

u(t)  (t)

y(t) g(t)

Fig.II.33. Răspunsul la impulsul Dirac;
ilustrarea proprietăţilor (3.6) şi (3.15)
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Într-adevăr, pentru t > 0 rezultă (t) = 0; din (3.7), în care operaţia de derivare
generalizată se înlocuieşte cu cea de derivare obişnuită, se obţine (3.9).

d. În cazul m  n – 1 răspunsul la impulsul Dirac, g(t), are cel mult o discontinuitate de
speţa I la stânga punctului t = 0 şi este o funcţie continuă în rest.

Într-adevăr, pentru t  0, de la a şi c rezultă că g(t) este o funcţie continuă. În plus,
pentru m  n – 1, G(s) este o funcţie strict proprie, ceea ce înseamnă că prin împărţirea
polinomului de la numărător la polinomul de la numitor câtul este 0. Urmează că g(t) nu
conţine impulsul Dirac şi nici derivatele sale (a se vedea punctul f).

Valorile lui g(t) şi ale derivatelor sale pentru t = + 0 se obţin cu ajutorul teoremei valorii
iniţiale (Anexa A.1.2.b.2o).

Pentru m = n – 1 (urmând ca valoarea efectivă a lui m să fie dată de indicele primului
coeficient nenul din şirul b b b bn n 1 2 1 0, ,..., , ) rezultă:
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Se remarcă faptul că minorii principali diagonali ai acestui determinant coincid
respectiv cu g(+0), g'(+0),.......,g(n–2)(+0), g(n–1)(+0).

Pentru bn–10 rezultă g(–0)g(0)=g(+0), ceea ce înseamnă că g(t) are o

discontinuitate de speţa I la stânga punctului t = 0. În schimb pentru bn–10 rezultă
g(–0)=g(0)=g(+0), adică g(t) este o funcţie continuă pe R.

Este desigur evident că valorile g(0), g '(0),..., g (n–1)(0) reprezintă condiţiile iniţiale
asociate ecuaţiei diferenţiale (3.9).

Exemplul 3.1 (aplicaţie la c şi d)

Se consideră funcţia de transfer: G(s) (s3)/(s23s2) şi se cere să se determine
răspunsul la impulsul Dirac utilizând ecuaţia (3.9) şi condiţiile iniţiale obţinute cu ajutorul
teoremei valorii iniţiale.

Ecuaţia diferenţială corespunzătoare funcţiei de transfer date este:
g"(t)3g '(t)2g(t) 0, t 0.

Ecuaţia caracteristică are forma: s23s20 ale cărei rădăcini sunt p1–2 şi p2–1.

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale are expresia:

g( t) C1e– 2 tC2e– t , t  0.

Pentru determinarea constantelor C1 şi C2 se utilizează: 0
33

11
)0(' 




g din care

rezultă şi g(0)=g (+0)=1. Înlocuind t = +0 în g(t) şi g'(t) se obţine:
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,02
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21

21

CC

CC

din care rezultă C1 = –1, C2 = 2.
Aşadar răspunsul la impulsul Dirac are expresia:

g t e e tt t( ) ( ) ( ).   2 2  

e. În cazul m n 1răspunsul la impulsul Dirac se poate calcula şi cu ajutorul teoremei
dezvoltării (Anexa A.1.2.b.1o).
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Fie pi, i r 1, , polii distincţi, fiecare de multiplicitate qi  1, ai funcţiei de transfer G(s),

cu
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Funcţia g(t) are expresia:
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în care:
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Exemplul 3.2 (aplicaţie la e)

Se consideră funcţia de transfer: G(s) (s1) /(s2)2 şi se cere să se determine
răspunsul la impulsul Dirac cu ajutorul formulelor (3.10) şi (3.11).

Polii sistemului sunt p1= –2, q1= 2. Conform formulei (3.11) se scrie:
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Cu aceşti coeficienţi şi utilizând formula (3.10) se obţine:

g( t) (1– t)e– 2 t( t) . 

f. În cazul m  n, răspunsul la impulsul Dirac este o funcţie generalizată (distribuţie;
Anexa B.1) datorită faptului că ea conţine impulsul Dirac şi derivatele sale până la ordinul
m – n inclusiv.

Într-adevăr, efectuând împărţirea dintre polinoamele de la numărătorul şi numitorul
funcţiei de transfer G(s) (relaţia (1.11)) rezultă:
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în care 0... csc nm
nm  este câtul şi 1

0
11

1 ... bsb n
n  este restul.

Trecând la domeniul timpului, din (3.12) se obţine:
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în care:
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Se remarcă faptul că G1(s) satisface condiţiile de la d şi e şi ca urmare g1(t) poate fi
determinat cu ajutorul ecuaţiei (3.9) cu condiţiile iniţiale de la d sau cu ajutorul formulelor
(3.10), (3.11).
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Exemplul 3.3 (aplicaţie la f)

Se consideră funcţia de transfer: G(s) (s34s26s5) /(s23s2) şi se cere să se
determine răspunsul la impulsul Dirac.

Mai întâi se scrie G(s) după cum urmează: G(s)s1 (s3) /(s23s2) . Ţinând
seama de rezultatul de la exemplul 3.1, din această formă a lui G(s) se obţine:

).()2()()()( 2 teettDtg tt    

g. Răspunsul la impulsul Dirac are proprietatea:

0)(lim  tgt (3.15)

dacă şi numai dacă funcţia de transfer G(s) are toţi polii situaţi în {Re s < 0} (a se vedea şi
fig.II.33).

Într-adevăr, relaţia (3.15) are loc dacă şi numai dacă în (3.10) .,1,0Re ripi 
Limita nulă din (3.15) denotă faptul că sistemul revine asimptotic la starea de repaus.

Aceasta poate fi efectiv atinsă pentru t = + dacă şi numai dacă Re pi  0, i  .,1 r Trecerea

de la o stare de repaus (pentru t < 0 ) la cealaltă (pentru t = +) se face prin intermediul
regimului tranzitoriu (fig. II.33).

În situaţia în care există cel puţin un pj, j  ,,1 r pentru care Re pj  0, atunci (3.15) nu
are loc. Concret, sunt posibile următoarele cazuri:
 pj  0, qj  1, pentru un singur j ,,1 r şi Re pi  0, i  ,,1 r i  j; 00 b ; în acest

caz: limt+ g(t)  constant  0;

 Re pj  Re pk  0, Im pj –Im pk  0, qj  qk  1, j, k  I  {1,..., r}, I  ;

pl  0, ql  1 pentru cel mult un ,,1 rl  şi });{(\},....,1{,0Re lIripi  în acest

caz g(t) nu are limită pentru t+;

 Re pj  0, qj 1, sau Re pj  0, qj  1 pentru cel puţin un j r 1, ; în acest caz:

limt+ |g(t)|  +.

3.3. Produsul de convoluţie
Proprietăţile prezentate în paragraful precedent permit determinarea efectivă a

răspunsului la impulsul Dirac. Totodată ele evidenţiază importanţa acestuia şi a funcţiei de
transfer ca entităţi matematice utilizate în descrierea transferului intrare – ieşire al
sistemelor dinamice liniare. În acest context ecuaţia transferului intrare – ieşire (1.12), pe
baza teoremei lui Borel (Anexa A.1.1.b.11), se exprimă în domeniul timpului prin
produsul de convoluţie:

 
tt

tdtugtdutgttugty
00

).()()()()()()())(()(  (3.16)

În afară de utilizarea ecuaţiei (3.16) pentru calculul efectiv al lui y(t) atunci când se
cunosc g(t) şi u(t), aceasta are în sine o importanţă teoretică similară cu cea a ecuaţiei
(1.12). Motivul este că ecuaţia (3.16) exprimă o relaţie funcţională în domeniul timpului: de la
cauza u(t) la efectul y(t), suportul acestui transfer fiind sistemul caracterizat prin răspunsul la
impulsul Dirac g(t).
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O analiză detaliată a ecuaţiei (3.16) conduce la evidenţierea caracterului dinamic al
transferului de la u(t) la y(t). Într-adevăr, „citind” produsul de convoluţie (3.16) rezultă că y
în momentul t nu depinde numai de produsul g t u( ) ( )  în acelaşi moment t, ci şi de

valorile acestui produs în toate momentele
  [0, t] (intervalul [0, t] este parcurs de
variabila de integrare ), însumate conform
operaţiei de integrare. Se poate deci afirma
că y(t) cumulează toate efectele cauzate de
u(t),   [0, t] (adică produse pe parcursul
„istoriei” procesului în intervalul [0, t] ).
Aceste efecte sunt actualizate (în momentul t)
în mod selectiv, respectiv sunt ponderate de
celălalt factor al produsului de convoluţie:
g(t–),   [0, t]. O ilustrare adecvată a
acestor detalii se dă în fig. II.34. Se mai
spune că sistemul dinamic are o „memorie” a

acţiunilor intrării u(),   [0, t] asupra sa pe parcursul „istoriei” transferului temporal intrare
– ieşire. Această „memorie” actualizează la ieşire (în momentul t) în mod selectiv (ponderat),
prin g t( )  , efectele acestor acţiuni, motiv pentru care răspunsul la impulsul Dirac se mai
numeşte şi funcţia (generalizată) pondere.

Exemplul 3.4 (aplicaţie la produsul de convoluţie)

Se consideră răspunsul la impulsul Dirac de la exemplul 3.3 şi se cere să se calculeze
mărimea de ieşire cu ajutorul relaţiei (3.16) pentru: u(t)  et(t), în care  R este un
parametru.

Conform ecuaţiei (3.16) se poate scrie:
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Fig.II.34. Ilustrarea caracterului dinamic al transferului
intrare – ieşire descris de ecuaţia (3.16)



4. Răspunsul indicial

4.1. Definiţie
Se consideră un sistem dinamic liniar descris de funcţia de transfer G(s) (fig.II.7). Se

aplică la intrare funcţia Heaviside (funcţia treaptă unitară):


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Întrucât :

,/1)}({)( stsU  L (4.2)

din ecuaţia intrare – ieşire (1.12), cu (1.11),
rezultă :
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Se notează cu h(t) originalul lui H(s) şi se
scrie:

)}.({1)()},({)( sHththsH  LL (4.4)

Rezultă că, în domeniul timpului, răspunsul (4.3) al sistemului la aplicarea funcţiei
Heaviside este:
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  (4.5)

Din (4.5) se obţine:

).()( tDhtg  (4.6)

Definiţia 1
Răspunsul (4.5) al sistemului (1.12) (la aplicarea la intrare a funcţiei Heaviside (funcţia

treaptă unitară (4.1)) se numeşte răspunsul indicial sau răspunsul la treaptă unitară. 

4.2. Proprietăţi
În virtutea relaţiei dintre h(t) şi g(t), conform relaţiilor (4.5) şi (4.6), este de aşteptat ca

h(t) să aibă proprietăţi similare cu cele ale lui g(t).
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(4.8)

Într-adevăr, aplicând transformarea Laplace ecuaţiei (4.8) se obţine:
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h

regimul
tranzitoriu

regimul

staţionar

u(t) = (t)

y (t) = h (t)

Fig.II.35. Răspunsul indicial; ilustrarea
proprietăţilor (4.7) şi (4.22)

a. Conform principiului cauzalităţii (non-anticipării, observaţia 1.1) răspunsul indicial
are proprietatea:

,0,0)(  tth (4.7)

pentru care se dă o ilustrare în fig.II.35.
b. Răspunsul indicial este soluţia ecuaţiei diferenţiale:
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Înlocuind (4.3), cu (1.11), în (4.9) rezultă că aceasta este satisfăcută.
Conform ecuaţiei (4.8) rezultă că în general răspunsul indicial h(t) este o funcţie

generalizată sau o distribuţie (Anexa B.1).
c. Pentru t > 0 răspunsul indicial h(t) este o funcţie continuă, soluţie a ecuaţiei

diferenţiale neomogene:
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Într-adevăr, pentru t > 0 rezultă:

.,1,0)()(,1)( )( mkttDt kk   (4.11)

Substituind (4.11) în (4.8) şi înlocuind derivata generalizată cu cea obişnuită, se obţine
(4.10).

d. În cazul m  n răspunsul indicial h(t) are cel mult o discontinuitate de speţa I la
stânga punctului t = 0 şi este o funcţie continuă în rest.

Într-adevăr, pentru t  0, de la a şi c rezultă că h(t) este continuă. În plus, pentru m  n,
H(s) este o funcţie raţională strict proprie, ceea ce înseamnă că prin împărţirea polinomului
de la numărător la polinomul de la numitor se obţine câtul 0. Urmează că h(t) nu conţine
impulsul Dirac şi nici derivatele sale (a se vedea şi punctul f).

Valorile lui h(t) şi ale derivatelor sale pentru t = +0 se obţin cu ajutorul teoremei valorii
iniţiale (Anexa A.1.2.b.2o).

Pentru m = n (urmând ca valoarea efectivă a lui m să fie dată de indicele primului
coeficient nenul din şirul: bn, bn–1,..., b1, b0) rezultă:
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Se remarcă faptul că minorii principali diagonali ai acestui determinant coincid
respectiv cu h(0) ,h' (0) , . . . ,h (n – 1 )(0) .

Pentru bn0 rezultă h(0)h(0)h (0), ceea ce înseamnă că h(t) are o

discontinuitate de speţa I la stânga punctului t0. În schimb, pentru bn  0 rezultă
h(0)h(0)h(0)0 , adică h(t) este o funcţie continuă pe R.

Este evident că valorile h(0) ,h' (0) , ...,h (n – 1 )(0) reprezintă condiţiile iniţiale
asociate ecuaţiei diferenţiale (4.10).

Exemplul 4.1 (aplicaţie la c şi d)

Se consideră funcţia de transfer de la exemplul 3.1 şi se cere să se determine răspunsul
indicial utilizând ecuaţia (4.10) şi condiţiile iniţiale obţinute cu ajutorul teoremei valorii
iniţiale.

Ecuaţia diferenţială corespunzătoare este: h"( t)3h ' ( t )2h( t)3, t  0 . Rădăcinile
ecuaţiei caracteristice, determinate la exemplul 3.1, sunt: p1–2, p2–1 . Soluţia generală
a ecuaţiei diferenţiale are expresia: h( t )C1e– 2 tC2e– t3/2, t  0. Pentru determinarea

constantelor C1 şi C2 se calculează condiţia iniţială: ,1
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şi .0)0()0(  hh În locuind t = +0 în h(t) şi h’(t) se obţine:
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din care rezultă: C11/2 şi C2–2.

Aşadar răspunsul indicial are expresia : h ( t) (e– 2 t /2–2e– t3/2)( t) .
Având în vedere expresia lui g(t) obţinută la exemplul 3.1, se pot aplica acum şi relaţiile

(4.5) şi (4.6):
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e. În cazul m  n răspunsul indicial se poate calcula şi cu ajutorul teoremei dezvoltării
(Anexa A.1.2.b.1o).

Fie pi, i  ,,1 r polii distincţi, fiecare de multiplicitate qi  1, ai funcţiei de transfer
G(s). Întrucât H(s) (relaţia (4.3)) are deja un pol în origine, pentru generalitate se consideră
că G(s) are şi un pol în origine p0 = 0, de multiplicitate q0  0. Evident, pi  0, i  ,,1 r şi

.
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în care:
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În situaţia în care G(s) nu are nici un pol în origine, respectiv pentru q0= 0, din (4.3), cu
(1.11), se obţine:

.0,/)0( 00001  aabGM (4.15)

Cu q0 = 0 şi (4.15) expresia (4.12) a răspunsului indicial are forma:
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Exemplul 4.2 (aplicaţie la e)

Se consideră funcţia de transfer: G(s) (s3)/(s33s22s) şi se cere să se determine
răspunsul indicial cu ajutorul formulelor (4.12) – (4.14).

Polii sistemului sunt p00, cu multiplicitatea q0 = 1, şi p1–2, p2–1, cu q1q21.

Conform formulelor (4.13), (4.14) se scrie :
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Cu acestea şi cu formula (4.12) rezultă: h( t) (7/43 t /2–e– 2 t /42e– t )( t). 
f. În cazul m  n + 1 răspunsul indicial este o funcţie generalizată (distribuţie) datorită

faptului că ea conţine impulsul Dirac şi derivatele sale până la ordinul m – n – 1 inclusiv.
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Într-adevăr, efectuând împărţirea dintre polinoamele de la numărătorul şi numitorul
funcţiei H(s) (relaţiile (4.3) şi (1.11)) rezultă :
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în care 0
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1 .... dsd nm
nm  este câtul şi 1

0
1 .... bsb n
n  este restul.

Trecând la domeniul timpului din (4.17) se obţine :
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în care:
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Se remarcă faptul că H1(s) satisface condiţiile de la d şi e şi în consecinţă h1(t) poate fi
determinat cu ajutorul ecuaţiei (4.10) cu condiţiile iniţiale de la d sau cu ajutorul formulelor
(4.12) – (4.14).

Utilizând (4.5) şi (3.13) se obţine:
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Comparând acest rezultat cu (4.18) rezultă:
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Exemplul 4.3 (aplicaţie la f)

Se consideră funcţia de transfer de la exemplul 3.3 şi se cere să se determine răspunsul
indicial.

În conformitate cu (4.17) se scrie:
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Trecând la domeniul timpului se obţine: h( t)( t)5 ( t) /2 (e– 2 t /2–2e– t )( t).
Pentru verificare se aplică (4.6):

).()2()()(

)()2()()221(2)(5)()()(
2

2//

teettD

teetttDtDhtg
tt

tt












Acest rezultat coincide cu cel obţinut la exemplul 3.3. 
g. Răspunsul indicial are proprietatea:
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(4.22)

dacă şi numai dacă funcţia de transfer G(s) are toţi polii situaţi în {Re }s  0 (a se vedea şi
fig.II.35).

Într-adevăr, având în vedere (4.16), relaţia (4.22) are loc dacă şi numai dacă q0 = 0 şi
Re pi  0, i  .,1 r
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Valoarea h care se obţine conform relaţiei (4.22) se numeşte valoarea de regim
staţionar a răspunsului indicial. Regimul staţionar poate fi efectiv atins pentru t = + dacă
şi numai dacă q0 = 0 şi Re pi  0, i  .,1 r Trecerea de la starea de repaus (pentru t < 0) la

regimul staţionar se face prin intermediul regimului tranzitoriu (fig.II.35).
În situaţia în care q0  1 sau există un ,0Recarepentru,,1,  jprjj atunci (4.22) nu

are loc. Concret sunt posibile următoarele cazuri:
 q0= 0 , Rep j Repk 0, Imp j  Impk0, q jqk1, j ,kI{1,...,r}, I   ,

şi Rep i0, i{1,...,r}\I ; în acest caz h(t) nu are limită pentru t+;

 q0  1 sau ,1,0Re  jj qp sau Repj  0, qj  1, pentru cel puţin un j r 1, ; în acest

caz: .|)(|lim  tht

4.3. Integrala Duhamel
În conformitate cu (4.6) se poate scrie:
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Înlocuind (4.23) în (3.16) se obţine:
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Ţinând seama că produsul de convoluţie este asociativ şi comutativ, din (4.24) rezultă:
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Transferul temporal intrare – ieşire (4.25) este exprimat prin derivata (generalizată) a
produsului de convoluţie în care rolul de ponderare este jucat de răspunsul indicial. Pentru
t > 0 funcţia h(t) fiind continuă şi derivabilă se poate scrie:
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care este cunoscută sub numele de integrala Duhamel. În aceste circumstanţe (4.25) este o
generalizare a ecuaţiei (4.26).

Exemplul 4.4 (aplicaţie la integrala Duhamel)

Se consideră răspunsul indicial de la exemplul 4.3 şi se cere să se calculeze mărimea de
ieşire cu ajutorul ecuaţiei (4.25) pentru: u( t)e t( t), în care  R este un parametru.

Conform ecuaţiei (4.25) se poate scrie:
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5. Polii şi zerourile funcţiei de transfer

5.1. Răspunsul la semnalul exponenţial
Din cele prezentate în subcapitolele 3 şi 4 rezultă că polii finiţi ai funcţiei de transfer

G(s) au un rol determinant în ceea ce priveşte evoluţia mărimii de ieşire pe durata, teoretic
infinită, a regimului tranzitoriu (a se vedea expresiile răspunsului la impulsul Dirac – (3.10)
şi răspunsul indicial – (4.12), (4.16) şi respectiv 3.2.g şi 4.2.g).

În cazul unei mărimi de intrare U(s) oarecare, mărimea de ieşire, Y(s), depinde în plus şi
de polii finiţi ai lui U(s).

Pentru a susţine această afirmaţie se va utiliza teorema dezvoltării (Anexa A.1.2.b.1o) în
cazul ecuaţiei (1.12), cu (1.13) şi m  n. Pentru simplificarea expunerii, se consideră că polii pj,

j  ,,1 n sunt simpli. În mod obişnuit u(t), ca mărime generată de un alt sistem dinamic, liniar
şi invariant în timp, este o combinaţie liniară de funcţii de forma t


e
t . Din acest motiv,

pentru concizia analizei care urmează se consideră:

).()( 0 teutu t (5.1)

Din (5.1) rezultă:
),()( /0  susU (5.2)

în care  (polul) şi u0 (amplitudinea) sunt doi parametri ale căror valori (reale sau
complexe) se vor alege conform necesităţilor analizei.

Înlocuind (5.2) şi (1.13) în (1.12) şi aplicând teorema dezvoltării (membrul drept în
(1.12) este o funcţie strict proprie) rezultă:
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Se remarcă faptul că în (5.3) există două categorii de termeni:
 yT(t), grupaţi în prima sumă, reprezintă componenta de regim tranzitoriu, în care

evoluţia temporală este determinată de exponenţialele epkt, k  ,,1 n corespunzătoare
polilor finiţi ai lui G(s), şi de coeficienţii ck, k  ,,1 n dependenţi de zerourile şi de
polii (exclusiv pk) lui G(s) şi de polul lui U(s), conform relaţiei (5.4).

 yP(t) – ultimul termen din (5.3) – reprezintă componenta de regim permanent, în

care evoluţia temporală este determinată de exponenţiala e
t (existentă şi în u(t)!) şi

de coeficientul d, dependent de zerourile şi de polii lui G(s), conform relaţiei (5.5).
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Între componentele yT(t) şi yP(t) există deosebiri remarcabile. Astfel, componenta de

regim tranzitoriu, yT(t), este o manifestare a modificării echilibrului (energetic) intern al
sistemului ca urmare a excitării externe (prin u(t)). În acelaşi timp, componenta de regim
permanent, yP(t), este expresia dinamică la ieşire a mărimii de intrare, conform structurii şi
parametrilor sistemului, în sensul că yP(t) are o formă similară cu u(t) (în general dacă u(t)

este o combinaţie liniară de funcţii de forma t

e
t, atunci yP(t) este de asemenea o combinaţie

liniară de acelaşi tip).
În cazul mărimii de intrare (5.1), comparând (5.5) cu (1.13), pentru componenta de

regim permanent din (5.3) se poate scrie:

y t G u tP ( ) ( ) ( ),  (5.6)

în care:
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Relaţia (5.6) confirmă faptul că y tP ( ) are o formă similară cu u(t).

Observaţia 5.1

Teorema dezvoltării (Anexa A.1.2.b.1o) permite determinarea separată a componentei
de regim tranzitoriu şi a componentei de regim permanent; yT(t) rezultă pe baza cunoaşterii
polilor lui G(s) şi yP(t) rezultă pe baza cunoaşterii polilor lui U(s).

Observaţia 5.2

Componenta de regim tranzitoriu este de regulă indezirabilă, dar datorită caracterului ei
inerent, este în acelaşi timp inevitabilă. În opoziţie cu această situaţie, de regulă,
componenta de regim permanent constituie raţiunea de a fi a sistemului, menirea acestuia
fiind aceea de a furniza la ieşire o mărime dinamic similară cu mărimea de intrare. Ca şi în
cazul răspunsului la impulsul Dirac şi al răspunsului indicial (a se vedea 3.2.g şi respectiv
4.2.g), se poate afirma că y t y tP( ) ( ) , respectiv y tT ( ) 0 , pentru t  dacă şi
numai dacă toţi polii lui G(s) sunt situaţi în {Re }.s  0 

Exemplul 5.1 (intrare exponenţială)

Se consideră funcţia de transfer:
G(s)3/[ (s1)(s2)] . Se cere să se
determine răspunsul sistemului la mărimea de
intrare: u ( t)e0 ,5 t( t) , U(s )s0,5) .

Conform formulelor (5.4) şi (5.5) rezultă:
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Fig.II.36 Transferul temporal intrare – ieşire la
exemplul 5.1
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Răspunsul sistemului are expresia:
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Graficul corespunzător este reprezentat în fig.II.36. Se remarcă faptul că t  
implică yT( t)0 şi y( t)yP( t) , deoarece polii sistemului sunt negativi. În consecinţă,
pentru t > 3 sec. are loc y t y t y tP P( ) ( ), ( ) având o evoluţie similară cu a lui u(t).

Din cele expuse până aici, având ca suport expresia (5.3), cu (5.4), (5.5), a răspunsului
sistemului, rezultă că polii, pe de o parte, şi zerourile, pe de altă parte, au roluri diferite în
determinarea caracteristicilor cantitative şi calitative ale transferului temporal intrare –
ieşire. În timp ce polii determină în mod exclusiv evoluţia în timp a exponenţialelor din
(5.3), coeficienţii acestora depind atât de polii (exclusiv polii care apar în propriile
exponenţiale) cât şi de zerourile lui G(s). Acest fapt se corelează într-un anume sens şi cu
rolul operatorial diferit al polinomului zerourilor şi al inversului polinomului polilor, aşa cum
s-a arătat la observaţia 1.2.

5.2. Transferul „rezonant”

Este uşor de observat că pentru fiecare   p n, ,1 , în (5.1), din (5.7) se obţine:

npG ,1,|)(|   . (5.8)

Fenomenul ilustrat de (5.8) este de tipul rezonanţei şi anume pe „frecvenţa proprie” (a
sistemului) p atunci când p există şi în mărimea de intrare u(t).

La această calificare se ajunge prin extensie de la cazul particular   p j când în

sistemul reprezentat de G(s) are loc rezonanţa propriu-zisă. În acest caz, e j t, existent în
u(t), este o componentă elementară a unei oscilaţii sinusoidale reale de forma:
co s 

t  (e j te–j t ) /2, iar  este în acelaşi timp una din pulsaţiile naturale ale
sistemului. Răspunsul unui sistem la semnalul sinusoidal va face obiectul cap. VI.

Analizând componenta yT(t) din (5.3) pentru p , din (5.4) se constată că |c|.

Rezultă deci că pentru p are loc |yT(t)|. Se trage concluzia că în (5.3) se produce
de fapt o nedeterminare pentru p. Într-adevăr, izolând termenul de indice  din yT(t)

împreună cu yP(t), se poate scrie:
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Rezultă că în (5.6), pentru   p , G() are forma:
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Este evident că din (5.9), pentru t+, rezultă |G(p)| +, ceea ce, în alt mod, este
confirmat de (5.8).
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În ceea ce priveşte rezonanţa propriu-zisă, adică pentru   p  j în (5.9), se

constată că pentru orice u0, cu |u0 |, respectiv pentru:

,,)(  Rttu (5.10)

din (5.6) cu (5.9) rezultă:
,pentru)(  ttyP (5.11)

fapt care constituie nota distinctă a rezonanţei propriu-zise.
În cazul Re p0 din (5.6), cu (5.9) şi (5.10), rezultă:

,,)(  RttyP (5.12)

deoarece tep  t0 pentru t+. În schimb, în cazul Re p  0, are loc (5.11) datorită
faptului că |u( t ) | şi |G(p) |+ pentru t   (în (5.1) şi respectiv (5.9)).

Din cele de mai sus rezultă că transferul „rezonant” (5.6), cu (5.9), se corelează cu
(5.8), respectiv că numitorul funcţiei de transfer G(s) se anulează pentru s  p,   .,1 n

Din acest motiv „frecvenţele proprii” (inoculabile prin mărimea de intrare u(t)) se numesc
polii funcţiei de transfer G(s), respectiv ai sistemului reprezentat de G(s) (a se vedea 1.4).

5.3. Transferul blocat

Pentru fiecare mz ,1,    , în (5.1), din (5.7) rezultă:

.,1,0)( mzG   (5.13)

În aceste condiţii, pentru  z şi u0 0 , adică pentru:

,,0)(  Rttu (5.14)

din (5.6), cu (5.13), se obţine:
.,0)(  RttyP (5.15)

Fenomenul evidenţiat de (5.14), (5.15) se numeşte transferul blocat intrare – ieşire. În
contrast cu transferul „rezonant” se poate vorbi în acest caz de o antirezonanţă pe
„frecvenţele”   z ,   ,,1 m (inoculabile prin mărimea de intrare u(t)), care din acest

motiv se numesc zerourile de transmisie ale funcţiei de transfer G(s), respectiv ale
sistemului (a se vedea 1.4).



6. Stabilitatea intrare – ieşire

6.1. Definiţia BIBO-stabilităţii
Un sistem dinamic este suportul unui transfer intrare – ieşire. S-a arătat la observaţia 5.2

că în (5.3) componenta de regim permanent, yP(t), este raţiunea de a fi a sistemului (1.12)
şi că yT(t) – componenta de regim tranzitoriu, deşi indezirabilă, este inerentă şi ca atare
inevitabilă. Întrucât yT(t) şi yP(t) coexistă cronologic, este în mod firesc de dorit ca:

,,)(  RtKtu (6.1)

cu K > 0, să implice:
,,)(  RttyP (6.2)

simultan cu:
,0)(lim  tyTt (6.3)

astfel încât începând cu un anumit moment ts  0, finit şi nu excesiv de mare, să aibă loc:
y t t tT s( ) , ,  0 0 (6.4)

respectiv:

y t y t t tP s( ) ( ), .   0 (6.5)

Momentul ts – numit şi durata componentei de regim tranzitoriu – se defineşte în mod
convenţional pe baza inegalităţii:

y t t tT s( ) , ,   0 (6.6)

în care  > 0 are semnificaţia de eroare prin care se justifică aproximaţia (6.5).
Din cele expuse până aici este clar că problematica abordată este aceea a calităţii

transferului intrare – ieşire. În mod specific (având în vedere premisa (6.1) şi condiţiile
(6.2) şi (6.3)) este vorba de BIBO-stabilitate (BIBO = bounded input – bounded output =
intrare mărginită – ieşire mărginită). În conformitate cu observaţia 5.2 se poate afirma că
acest tip de stabilitate se realizează dacă şi numai dacă funcţia de transfer G(s) are toţi polii
în }0{Re s (fapt echivalent cu (6.2) şi (6.3)). Această afirmaţie urmează să fie demonstrată
în mod riguros în 6.2.

Definiţia 1
Un sistem dinamic descris de ecuaţia (1.12), care se află în repaus pentru t < 0, se

numeşte BIBO-stabil dacă pentru orice mărime de intrare, u(t), mărginită în valoare
absolută (relaţia (6.1)), sistemul răspunde cu o mărime de ieşire, y(t), mărginită în valoare
absolută, adică:

y t t( ) , .   R (6.7)

În caz contrar (adică există un u(t), cu (6.1), pentru care (6.7) nu are loc) sistemul se
numeşte BIB-instabil.

Exemplul 6.1 (sisteme BIBO-instabile)

Se consideră sistemele descrise de funcţiile de transfer: a) G(s)  1/(s2–s1),
b) G( s)=1/ (s2+1) . Se cere să se găsească acele mărimi de intrare mărginite în valoare
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absolută pentru care mărimile de ieşire corespunzătoare sunt nemărginite în valoare
absolută.

a) Polii sistemului sunt: p1 ,2 1/2  3j /2. Întrucât Re p1,2  0, este de aşteptat ca
pentru u( t)( t) (mărime mărginită în valoare absolută) răspunsul indicial să fie
nemărginit. Într-adevăr: )()]2/2/3sin()3/2(1[)( 2/ tteth t  este o funcţie nemărginită
deoarece pentru t+ rezultă e t / 2+.

b) Polii sistemului sunt: p1 ,2 j . Întrucât Re p1,2  0 este de aşteptat ca pentru o
anumită mărime de intrare mărginită în valoare absolută să se obţină o mărime de ieşire
nemărginită în valoare absolută. Pentru u( t)( t) rezultă: h( t) (1–cos t)( t) , care este
o funcţie mărginită. În schimb pentru u( t)sin t( t) , care produce o rezonanţă (pulsaţia
intrării,  = 1, coincide cu pulsaţia proprie a sistemului, p = n = 1), se obţine:
y( t) ( sin t– tcos t)( t) /2 . Evident, această funcţie este nemărginită în valoare absolută. 

Exemplul 6.2 (sistem BIBO-stabil)

Se consideră sistemul descris de funcţia de transfer: G s s s( ) ( )./  1 12 Se cere să se
arate că pentru orice mărime de intrare mărginită în valoare absolută, adică:
|u( t) |  + , tR+, în care M > 0 este maximul absolut al funcţiei |u( t) | , mărimea de
ieşire este mărginită în valoare absolută.

În acest caz: g(t) L –1{G(s)}  (2e–t/2/ 3 )sin( t3 /2)(t) Utilizând expresia (3.16) a
transferului temporal intrare – ieşire (produsul de convoluţie) se pot face următoarele
evaluări:
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Aşadar, pentru orice u(t), cu |u( t) |  M , tR+, s-a obţinut .,3/4)(  RtMty 

6.2. Caracterizări ale BIBO-stabilităţii
Rezultatul care urmează să se demonstreze se referă la echivalenţa dintre BIBO-

stabilitatea conform definiţiei 1 şi localizarea tuturor polilor funcţiei de transfer G(s) în
{Re s0}. Pentru a se ajunge la acest rezultat se demonstrează mai întâi următoarea
teoremă.

Teorema 1

Sistemul descris de ecuaţia (1.12) este BIBO-stabil dacă şi numai dacă:





0

.)(  dg (6.8)

D. Suficienţa. Prin ipoteză g(t) este absolut integrabilă (conform relaţiei (6.8)).
Utilizând ecuaţia (3.16) (echivalentă cu (1.12)), pentru orice u(t), satisfăcând (6.1), se pot
face următoarele evaluări:
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Aceasta înseamnă că sistemul este BIBO-stabil.
Necesitatea. Prin ipoteză sistemul este BIBO-stabil.
Se presupune prin absurd că (6.8) nu este adevărată. Ca urmare, pentru orice M > 0

există t M  0 (dependent de M) astfel încât: .)(
0

MdgMt   Se alege ca mărime de

intrare: ),(sgn)( ttgtu M  care, în mod evident, satisface (6.1) pentru K = 1.

În aceste condiţii pentru t = tM din (3.16) rezultă:   Mt
MM dtugty
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contradicţie cu faptul că sistemul este BIBO-stabil. Urmează că (6.8) este adevărată. 

Teorema 2

Sistemul descris de ecuaţia (1.12) este BIBO-stabil dacă şi numai dacă toţi polii funcţiei
de transfer G(s) sunt situaţi în {Re }.s  0
D. Suficienţa. Se ştie de la 3.2.e şi f că:

  
 

 



r

i

q

j

tpjq

i

ij
tet

jq

K
tg

i
ii

1 1

.0,
!

)(

Întrucât Re , ,p i ri  0 1 , rezultă că g(t) este o funcţie absolut integrabilă. Conform
teoremei 1 sistemul considerat este BIBO-stabil.

Necesitatea. Sistemul este BIBO-stabil. Se ştie că: 
 

0
.)()( dtetgsG st

Întrucât pentru {Re s0} şi t  0 are loc |e– s t |1, urmează că în conformitate cu

teorema 1 se poate scrie: 



0

.0Re,)()( sdttgsG

Aceasta înseamnă că |G(s)| este mărginită în {Re s0}. În consecinţă toţi polii funcţiei
de transfer G(s) sunt situaţi în {Res0}.

În virtutea relaţiilor (4.5), (4.6) dintre g(t) şi h(t) şi în conformitate cu 4.2.g. se poate
enunţa (fără a mai fi necesară o demonstraţie) şi următorul rezultat.

Teorema 3

Sistemul descris de ecuaţia (1.12) este BIBO-stabil dacă şi numai dacă lim t+ h(t)
există şi este finită. 

6.3. O condiţie necesară de BIBO-stabilitate

Conform teoremei 2 problema BIBO-stabilităţii este echivalentă cu aceea a localizării în
{Re s < 0} a polilor funcţiei de transfer G(s).

În conformitate cu forma (1.11) a funcţiei de transfer G(s), fie:

01
1

1 ...)( asasasasP n
n

n
n  

 (6.9)

polinomul de la numitorul lui G(s) şi
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nn
nn ssss   


1
1

1 .....)( (6.10)

polinomul (monic al) polilor lui G(s) ( ( ) ( ), s p s relaţia (1.18)), în care:

.0,,1,   nnini aniaa (6.11)

Definiţia 2

Polinomul P(s) (sau echivalentul monic (s)) se numeşte hurwitzian dacă toate zerourile
sale sunt situate în }.0{Re s 

Conform cu definiţia 2, urmează că teorema 2 este echivalentă cu următorul rezultat.

Teorema 4

Sistemul descris de ecuaţia (1.12) este BIBO-stabil dacă şi numai dacă polinomul
polilor (P(s) sau (s)) este hurwitzian.

Cu referire directă la polinomul monic (s) se poate demonstra acum următoarea
condiţie necesară ca sistemul (1.12) să fie BIBO-stabil.

Teorema 5

O condiţie necesară ca (s) să fie hurwitzian este ca:

i i n 0 1, , . (6.12)

D .(s) (monic) având coeficienţi reali, zerourile sale sunt reale sau complex conjugate.
Fie p  – ,   ,,1 1n zerourile reale, şi p  –  j ,   ,,1 2n zerourile complex

conjugate ale polinomului (s), cu n1 + 2n2  n. Prin ipoteză (s) este hurwitzian, ceea ce

este echivalent cu:   0,   ;,1 1n   0,   .,1 2n Ca urmare, exprimând (s) ( p(s),

conform (1.18)) sub forma factorizată:    21

1
222

1
)2()()(

nn
ssss    

se constată că toţi factorii (binoame sau trinoame) au toţi coeficienţii strict pozitivi. Mai
mult, efectuând toate calculele se obţine (6.10) care în mod evident satisface (6.12),
deoarece după toate înmulţirile şi grupările de termeni (după puterile lui s) rezultatul
conţine toţi termenii de la gradul n la 0 şi toţi coeficienţii sunt strict pozitivi. 

Condiţia necesară (6.12) este foarte uşor de utilizat în aplicaţii. Este simplu de verificat
că pentru n = 1 şi n = 2 condiţia (6.12) este şi suficientă. Pentru n  3 condiţia (6.12) nu este
şi suficientă, după cum se poate vedea din următorul exemplu.

Exemplul 6.3 (polinom hurwitzian)

Se consideră polinomul: (s)  s3 + s2 + s + 6. Se cere să se arate (prin calculul
rădăcinilor) că deşi condiţia (6.12) este satisfăcută, polinomul nu este hurwitzian.

Căutând zerourile numere întregi printre divizorii termenului liber, se constată că pentru
p1= –2 rezultă (–2) = 0. Efectuând împărţirea lui (s) prin s + 2 rezultă câtul: s2


s + 3.

Zerourile acestui polinom, respectiv următoarele două zerouri ale lui (s), sunt:
p2,3  (1  11j )/2, ceea ce confirmă faptul că (s) nu este hurwitzian.

Faptul că teorema 5 este o condiţie necesară conduce în mod firesc, prin negarea
teoremei 5, la următorul rezultat foarte util în aplicaţii.
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Teorema 6

Dacă (s) are cel puţin un coeficient nul sau negativ, atunci (s) nu este hurwitzian. 
Evident, acest rezultat este o condiţie suficientă de BIBO-instabilitate, la fel de uşor de

utilizat în aplicaţii ca şi condiţia (6.12).

6.4. Criteriul Hurwitz

Fie matricea pătratică de ordinul n:
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(6.13)

în care diagonala principală este formată din 1, 2,..., n. Pe linii, la stânga diagonalei

principale, se scrie k  0 pentru toţi k > n. Hn se numeşte matricea Hurwitz asociată
polinomului monic (s).

Teorema 7 (Hurwitz)

O condiţie necesară şi suficientă ca (s) să fie hurwitzian este ca:
.,1,0det nkH k  (6.14)

Exemplul 6.4 (domeniul parametric de BIBO-stabilitate)

Se consideră sistemul automat cu
structura din fig.II.37, în care:
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GR(s) GF (s)

Y(s)

Fig.II.37. Structura sistemului automat de la exemplul
6.4; GF(s) – funcţia de transfer a părţii fixate (instalaţia

automatizată), GR(s) – funcţia de transfer a regulatorului
(partea cu parametri ajustabili)

Se cere să se determine în planul parametrilor ajustabili ai regulatorului, (k,), acel
domeniu pentru care sistemul automat este BIBO-stabil.

Funcţia de transfer a sistemului automat are expresia:
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în care polinomul polilor este:

  ./442/117)( 23   sksss

Matricea Hurwitz asociată polinomului (s)
are forma:
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BIBO-stabilitate

 = 8/(136k +17)

Fig.II.38. Domeniul de stabilitate BIBO la exemplul 6.4
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Conform teoremei 7 sistemul automat este BIBO-stabil dacă şi numai dacă:

  .0det)/4(det,0/442/117det,017det 2321  HHkHH 

Întrucât prima inegalitate este satisfăcută şi a treia este echivalentă cu a doua, rezultă că
sistemul automat este BIBO-stabil dacă şi numai dacă:>8/(136k17) . Domeniul de
BIBO-stabilitate corespunzător acestei inegalităţi este reprezentat în fig.II.38. 

Condiţiile (6.14) au dezavantajul că pentru n  4 calculul determinanţilor (minorilor
principali diagonali ai matricei Hn) devine laborios. Un rezultat care se obţine în mod
echivalent din teorema 7 şi în care numărul de determinanţi necesar de calculat se reduce la
jumătate este următorul.

Teorema 8 (Liénard – Chipart)

O condiţie necesară şi suficientă ca (s) să fie hurwitzian este ca să aibă loc unul din
următoarele patru şiruri de inegalităţi:
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6.5. Criteriul Routh

Şi teorema 8 implică, pentru n  4, calculul unor determinanţi de ordin ridicat.
Pentru a se ajunge la un rezultat echivalent cu teoremele 7 sau 8, dar mai uşor de utilizat

în aplicaţii, se face observaţia că pentru n = 3 are loc egalitatea:
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în care .det/det,det/det,det 23311221111 HHrHHrHr  Se poate afirma că
det Hi  0; i  ,3,1 dacă şi numai dacă ri1  0, i  .3,1

Acest rezultat se generalizează sub forma:

HnS  R,

în care S şi R sunt matrice triunghiulare respectiv superior şi inferior. Elementele diagonale
ale matricei R au expresiile:

r11  det H1, ri1  det Hi /det Hi–1, i  ,,2 n

care pot fi calculate mult mai simplu utilizând schema Routh asociată polinomului (s):
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(6.15)

în care
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Teorema 9 (Routh)

O condiţie necesară şi suficientă ca (s) să fie hurwitzian este ca toate elementele
primei coloane din schema Routh să fie strict pozitive. 

Exemplul 6.5 (utilizarea schemei Routh)

Se consideră polinomul:  (s)s42s39s2s4 . Se cere să se afle dacă (s) este sau
nu hurwitzian. Schema Routh asociată polinomului (s) are forma:

4

1

49

s4 1 9 4

s3 2 1 0

1
2 1

1
2

= 17
2

1
2 0

1
2

= 4s2

s1

s0

2
17/2 4

2 =
17

1
17 0

17/2
1/17 0

=17 4

Conform teoremei 9 polinomul este hurwitzian. 

6.6. Stabilitatea relativă
În conformitate cu teorema 3 rezultă că h(t), în cazul unui sistem BIBO-stabil, poate fi

utilizat pentru aprecierea calităţilor de BIBO-stabilitate, respectiv pentru aprecierea
„apropierii” de situaţia de BIBO-instabilitate. În domeniul timpului această apreciere se
poate face pe baza abaterilor pe care le evidenţiază h(t) faţă de:
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Ţinând seama de teorema 2, rezultă că aceste abateri ale lui h(t) sunt cu atât mai mari (şi
de durată mai mare) cu cât polii lui G(s), situaţi în {Re }s  0 , sunt mai apropiaţi de
Re s  0) (axa imaginară a planului complex).

BIBO-Stabilitatea relativă se defineşte prin rezerva de stabilitate şi gradul de
stabilitate. El sunt într-o anumită relaţie şi sunt utile în analiza / sinteza sistemelor dinamice.

Rezerva de BIBO-stabilitate. Experienţa acumulată în proiectarea şi utilizarea sistemelor
dinamice (în special a celor tehnice) arată că asigurarea BIBO-stabilităţii este necesară dar
nu şi suficientă pentru o calitate acceptabilă a transferului temporal intrare – ieşire realizat
de sistem. Din acest motiv trebuie să se asigure încă din faza de proiectare o anumită rezervă
de BIBO-stabilitate, respectiv o distanţă minimă min > 0 a polilor (toţi situaţi în {Re s  0) faţă
de axa imaginară a planului complex – fig.II.39. Aceasta reprezintă o măsură de prevedere, care,
pe lângă faptul că asigură o calitate mai bună a lui h(t) (abateri mai mici şi mai puţin numeroase
faţă de )h , previne pierderea BIBO-stabilităţii (trecerea în BIBO-instabilitate) ca urmare a:

 deplasării unor poli ai lui G(s), situaţi în {Re s  0}, spre axa imaginară, cauzată de
variaţia parametrilor sistemului sub influenţa factorilor mediului ambiant sau prin
îmbătrânirea materialelor;
 imposibilităţii cunoaşterii localizării exacte a polilor lui G(s) deoarece estimarea valorilor

parametrilor, pe care se bazează analiza stabilităţii (şi ulterior proiectarea), este afectată
de erori (sistematice şi aleatoare). Construcţia sistemului (pe baza proiectului) implică
utilizarea unor elemente componente ale căror parametri se situează între anumite
limite de toleranţă (admise în tehnică, de regulă prin norme specifice şi standarde).

În plus faţă de aceste afirmaţii, trebuie subliniat şi faptul că dependenţa dintre zerourile
polinomului (s) şi coeficienţii săi este neliniară aşa cum rezultă din formulele lui Viète:
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(6.17)

Este de aşteptat ca variaţii relativ mici ale
coeficienţilor i i  n,1 , (poate fi vorba şi de
erorile care afectează aceşti coeficienţi) să producă
variaţii relativ mari ale polilor pi, i  n,1 .

Realizarea rezervei de stabilitate min > 0 se

verifică făcând în (s) schimbarea s = z – min. Apoi se aplică polinomului (z – min)

criteriile Hurwitz / Routh. Satisfacerea condiţiilor unuia dintre acestea este echivalentă cu
localizarea polilor lui G(s) în {Re s < – min}.

p1
p4

p2

p3

p5

Pl. s
min



0

Fig.II.39. Stabilitatea relativă: min – rezerva
de stabilitate,  – gradul de stabilitate;

p1....p5 – polii lui G(s)
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Exemplul 6.6 (domeniul parametric de rezervă de BIBO-stabilitate dată)

Se consideră polinomul:  (s)s39s226s24 , în care coeficienţii au valorile
nominale. Se cere să se verifice dacă sistemul corespunzător are rezerva de BIBO-stabilitate
min = 1 în condiţiile în care 2 (= 26) este incert, deoarece 2  [21,31].

Se face schimbarea s = z – 1 şi se înlocuieşte 2 = 26 cu 2 = 26 +,   [–5,+5]. Se

obţine: .6)11(624)1)(26()1(9)1()1( 2323   zzzzzzz

Matricea Hurwitz asociată are forma:
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din care rezultă: .0det)6(det,0760det,06det 2321  HHHH  A doua şi
a treia inegalitate sunt satisfăcute dacă şi numai dacă   (–60/7,+6). Întrucât   [–5,+5] 
 (–60/7,6) rezultă că rezerva de BIBO-stabilitate min = 1 este asigurată oricare ar fi
2[21,31].

Gradul de BIBO-stabilitate este prin definiţie distanţa  dintre axa imaginară a planului
complex şi polul cel mai apropiat al funcţiei de transfer G(s) – fig.II.39. Este de la sine
înţeles că încă din faza de proiectare, dar şi ulterior, în timpul funcţionării sistemului,
trebuie să se asigure:

min  . (6.18)

Aceasta în condiţiile în care gradul de BIBO-stabilitate  nu poate fi determinat cu
exactitate (datorită anumitor incertitudini în cunoaşterea valorilor parametrilor) sau se poate
modifica sub influenţa factorilor de mediu şi datorită îmbătrânirii materialelor.

6.7. Domenii parametrice de BIBO-stabilitate

Din varii motive (tehnice, economice) este necesar să se cunoască între ce limite se pot
modifica parametrii unui sistem fără ca prin aceasta sistemul să-şi piardă BIBO-stabilitatea
sau să i se reducă rezerva de BIBO-stabilitate. În acest context se are în vedere faptul că pe
lângă anumiţi parametri care se modifică sub influenţa factorilor de mediu şi datorită
îmbătrânirii materialelor, un sistem (automat) are şi parametri ajustabili (prin elemente din
dispozitivul de automatizare – în speţă din regulator). Ei pot fi modificaţi (de operator)
oricând este necesar (de exemplu pentru o anumită calitate a transferului intrare – ieşire).

După cum s-a văzut deja la exemplul 6.4, pentru sistemele de ordin n  3, cu doi
parametri ajustabili, determinarea domeniului parametric de BIBO-stabilitate se poate face
utilizând criteriile Hurwitz sau Routh.

În cazul sistemelor de ordin ridicat (n  4) se pune problema rezolvării unui sistem de n
inecuaţii neliniare (de exemplu obţinute din (6.13)), ceea ce adesea, în condiţii concrete este
o problemă dificilă.

O posibilitate de simplificare a procedurii de determinare a domeniului parametric de
BIBO-stabilitate constă în a determina mai întâi acele valori ale parametrilor pentru care
polinomul (s), iniţial hurwitzian, devine nehurwitzian ca urmare a variaţiei parametrilor
săi. Întrucât zerourile lui (s) depind continuu de coeficienţii săi (conform formulelor lui
Viète – (6.17)), rezultă că (s) devine nehurwitzian atunci când unele din zerourile sale se
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deplasează din semiplanul complex stâng spre cel drept şi cel puţin unul dintre ele atinge
axa imaginară.

Se poate demonstra că (s) devine nehurwitzian (în sensul precizat în aliniatul
precedent) exact atunci când:

.0det,0 1  nHn (6.19)

Într-adevăr, n = 0 dacă şi numai dacă s = 0 este un zero al lui (s). De asemenea,
utilizând formula lui Orlando:

,)()1(det
1

2

)1(

1 




 
nji

ji

nn

n ppH

rezultă că 0det 1 nH , în condiţiile precizate, este echivalentă cu existenţa unei perechi
p, p , cu Re p  Re p  0.

Este evident că ecuaţiile (6.19) reprezintă frontiera dintre domeniile de BIBO-stabilitate
şi de BIBO-instabilitate în spaţiul parametrilor sistemului. Pentru a determina efectiv natura
fiecărui domeniu se consideră un punct situat într-unul din ele, căruia îi corespund valori
bine precizate ale parametrilor sistemului. Cu acestea se particularizează coeficienţii lui
(s) după care se aplică criteriile Hurwitz sau Routh. În funcţie de rezultatul obţinut se
trage o concluzie privind natura întregului domeniu căruia îi aparţine punctul considerat.

Făcând schimbarea de variabilă s = z – min se pot utiliza ecuaţiile (6.19) şi pentru
polinomul (z – min). În acest caz se poate determina în spaţiul parametrilor sistemului
domeniul de rezervă de BIBO-stabilitate min.

Exemplul 6.7 (domeniul parametric de BIBO-stabilitate)

Se consideră polinomul:  (s )s4s3s2asb. Se cere să se determine în planul
(a, b) domeniul de BIBO-stabilitate.

Se calculează mai întâi:

.

0

11

011

det 2
3 aba

ab

aH 

Ecuaţiile (6.19) ale frontierei domeniului de
BIBO-stabilitate sunt: b = 0, b = a – a2. Graficele
corespunzătoare sunt reprezentate în fig.II.40. Având
în vedere că a > 0 şi b > 0 (conform teoremei 5)

rezultă că domeniul căutat este situat în primul cadran al planului (a, b). Considerând
punctul P (fig.II.40) de coordonate a5/4, b1/4 , se obţine:

  (s)s4s3s2 (5/4)s1/4.

În schema Routh asociată lui (s) rezultă r21–1/4, adică punctul P se află în domeniul
de BIBO-instabilitate. În consecinţă domeniul de BIBO-stabilitate este cel indicat în
fig.II.40. 

1/4

5/41

b = a – a2

a

b

BIBO-stabilitate

P

b = 00

Fig.II.40. Domeniul parametric de
BIBO-stabilitate la exemplul 6.7



7. Corelaţia dintre calitatea răspunsului indicial şi configuraţia
poli – zerouri

7.1. Indici de calitate ai răspunsului indicial

În funcţie de localizarea polilor, sistemele dinamice liniare invariante în timp se împart
în următoarele două categorii:

a1) sisteme BIBO-stabile ale căror poli sunt toţi situaţi în {Res  0};

a2) sisteme BIBO-instabile, care au cel puţin câte un pol situat în {Res  0}.

În funcţie de localizarea zerourilor, sistemele dinamice liniare, invariante în timp,
BIBO-stabile se împart în următoarele două grupe:

a11) sisteme BIBO-stabile ale căror zerouri sunt toate situate în {Re s  0};

a12) sisteme BIBO-stabile care au cel puţin câte un zero situat în {Re s  0}.

Sistemele din grupa a11 se mai numesc şi sisteme de defazaj minim iar cele din grupa

a12 – sisteme de defazaj neminim. Caracterizarea acestor tipuri de sisteme va face obiectul
paragrafului VI.3.3.

Marea majoritate a sistemelor dinamice liniare invariante în timp întâlnite în aplicaţiile
uzuale fac parte din grupa a11. Răspunsul indicial al acestor sisteme poate fi:
 oscilatoriu amortizat – fig.II.41;
 aperiodic – fig.II.42.
În cazul răspunsului indicial oscilatoriu amortizat pentru aprecierea calităţilor sale se

utilizează următorii indici de calitate (fig.II.41):

t

 h(t)
1,05 h

h

 0,95 h

 0,05 h

0 tc

hmax

regimul

ts

Tp

repaus

regimul

tranzitoriu staţionar

h(t)

h

0,95 h

0,05 h

0

tc

regimul
staţionar

ts t

regimul
tranzitoriu

repaus

Fig.II.41. Răspunsul indicial de tip oscilatoriu amortizat;
indicii de calitate , ts , tc

Fig.II.42. Răspunsul indicial de tip aperiodic; indicii de
calitate ts şi tc

 Suprareglarea:

.100%,)( /max   hhh (7.1)

 Durata regimului tranzitoriu, ts, care este durata până când h(t) intră definitiv într-o
bandă centrată pe h (bandă aleasă în mod convenţional), de exemplu o bandă de
5%h centrată pe h ; cu alte cuvinte are loc:

.,05,1)(95,0 stththh  (7.2)

În acest fel regimul tranzitoriu are o durată finită (fapt cu consecinţe practice
remarcabile, deoarece teoretic durata regimului tranzitoriu este infinită), iar pentru
t  ts se consideră că sistemul a intrat în regimul staţionar.
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 Durata de creştere, tc, care este durata în care h(t) creşte de la hh 95,0la05,0 (sau

de la hh 9,0la1,0 ); în acest context 1/tc este un indicator al rapidităţii răspunsului
indicial.

În cazul răspunsului indicial aperiodic (fig.II.42) se utilizează (din motive evidente)
numai indicii de calitate ts şi tc.

Se consideră că răspunsul indicial este de bună calitate pentru  %  20% şi ts, tc să aibă
valorile minime posibile (având în vedere că regimul tranzitoriu este inevitabil). După cum
se va vedea la 7.5 valorile acestor indici de calitate sunt corelate cu localizarea polilor
sistemului în {Re }s  0 .

7.2. Elemente de transfer tipice
Analiza sistemelor dinamice liniare invariante în timp, oricât de complicate (inclusiv ca

funcţii de transfer) se bazează pe faptul că ele pot fi discretizate structural, corespunzător
conexiunilor «serie» şi «paralel» (respectiv conform operaţiilor algebrice de multiplicare şi
de sumare a fracţiilor raţionale, într-un număr finit de elemente de transfer simple numite şi
elemente de transfer tipice. Acestea sunt:
 elementul proporţional (P)
 elementul de întârziere de ordinul 1 (T1)
 elementul de întârziere de ordinul 2 (T2)
 elementul integrator (I)
 elementul derivator (D)
Deşi nu are o funcţie de transfer de tip fracţie raţională, la acestea se adaugă şi
 elementul cu timp mort (TM) sau cu timp de întârziere.
În continuare se prezintă o analiză a proprietăţilor dinamice ale acestor şase elemente de

transfer tipice pe baza răspunsului indicial
a) Elementul proporţional (P) are funcţia de transfer:

,)(P KsG  (7.3)

în care K este factorul de amplificare (a cărui dimensiune este raportul unităţilor de măsură
ale lui y şi u). Răspunsul indicial al acestui element este funcţia treaptă de amplitudine K.

În cazul sistemelor dinamice reale, se ajunge la funcţii de transfer de forma (7.3) prin
idealizări şi/sau simplificări pe parcursul elaborării modelului matematic (exemplul 1.4).

b) Elementul de întârziere de ordinul 1 (T1) are funcţia de transfer:
),1(1)( /T1  TssG (7.4)

în care T > 0 este constanta de timp
(exprimată în secunde). Sistemul are polul
p1 = –1/T şi răspunsul indicial are forma:

  )(1)( /
T1 teth Tt  , (7.5)

care este reprezentat grafic în fig.II.43.

Se constată că Th /1)0(T1  , ceea ce

înseamnă că, în triunghiul OAB:
./1)0(tg T1 Th  

Ca urmare lungimea subtangentei OA la graficul lui hT1 (t) este |OA| T. Acest fapt, pe
de o parte, prilejuieşte o interpretare fizică a constantei de timp T şi, pe de altă parte,



0
A

hT1(t)1

0,95
0,865

0,632

T 2T 3T 4T t

B

tg  = 1/T
|OA|=T

 tc  ts  3T

Fig.II.43. Răspunsul indicial al elementului (T1) şi
semnificaţia constantei de timp T
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evidenţiază o modalitate de determinare, pe baza unei înregistrări experimentale a lui hT1 (t),

a constantei de timp T. În acest caz se poate face uz de hT1 (T)1–e– 10,631, adică T este

durata după care hT1 (t) creşte de la 0 la 63,1% din valoarea sa finală (de regim staţionar).
Se remarcă faptul că pentru t = 3T se obţine hT1 (3T)1–e– 30,95, ceea ce înseamnă

că durata regimului tranzitoriu este ;3Tts  se poate aprecia de asemenea că .sc tt 

Exemplul 7.1 (termometrul cu mercur)

Se consideră un termometru format dintr-un tub capilar din sticlă, umplut parţial cu
mercur şi vidat, având temperatura m( t)0 . La t = 0 termometrul este introdus într-un

lichid având temperatura i. Se cere să se determine funcţia de transfer între variaţiile de
temperatură: 0  ii (la intrare) şi 0  mm (la ieşire).

Într-o primă aproximaţie se face abstracţie de capacitatea termică a tubului capilar (din
sticlă). Conform tabelelor II.1 şi II.2 se pot scrie ecuaţiile:

  ,,
1

dt

d
Cq

R
q m

mmmi
m

m


 

în care Rm şi Cm sunt rezistenţa termică şi capacitatea termică ale mercurului şi qm este

fluxul termic în mercur.
Din relaţiile de mai sus rezultă ecuaţia diferenţială:

,im
m

m dt

d
T 




în care Tm=RmCm este constanta de timp. Funcţia de transfer a termometrului este (7.4).

c) Elementul de întârziere de ordinul 2 (T2) are funcţia de transfer:

,
2

)(
22

2

T2
nn

n

ss
sG






 (7.6)

în care n  0 este pulsaţia naturală (exprimată în radiani/secundă) şi   0 este factorul de

amortizare (adimensional). Sistemul are doi poli care pot fi de următoarele două categorii:
 complex conjugaţi:

p jn1 2
21 0 1, , ;   



      (7.7)

 reali:

p n1 2
2 1 1, , .   



     (7.8)

În cazul (7.8) elementul T2 este echivalent cu două elemente T1 înseriate, motiv pentru
care în locul funcţiei de transfer (7.6) se poate utiliza şi:

,
1)(

1
)(

21
2

21
T2




sTTsTT
sG (7.9)

în care:

,1],1[1 2
2,1 /  nT (7.10)

sunt cele două constante de timp.
Răspunsul indicial al elementului T2 are forma:
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(7.11)

Graficul acestei funcţii este reprezentat în fig.II.44.
Pentru  = 0 răspunsul indicial al elementului T2 este neamortizat, de forma:

),(
2

sin1)(T2 ttth n 


 
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




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
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
  (7.12)

în care pulsaţia oscilaţiei sinusoidale este chiar pulsaţia naturală n.
Spre deosebire de această

situaţie, pentru 0<<1 pulsaţia
oscilaţiei sinusoidale amortizate
este:

   p n n  1 2 (7.13)

şi se numeşte pulsaţia proprie.
Pe baza acesteia se poate
determina perioada proprie
(exprimată în secunde) a
oscilaţiei sinusoidale amortizate:

./2 ppT  (7.14)

c1) Pentru 0   < 1 extremele succesive ale funcţiei hT2(t) se obţin pentru:
,....,2,1,0,2/ext  kkTt pk (7.15)

şi ele au valorile:

(7.16)

Prin comparaţie cu regimul staţionar:
1)(lim 2T2 


thh T

t
, (7.17)

rezultă că oscilaţia sinusoidală amortizată, pentru
momentele (7.15), se caracterizează prin
amplitudinile:

.,...2,1,0,
21/

T2T2   kehha k
extk

 (7.18)

Pentru a evalua descreşterea acestor amplitudini cu
creşterea lui k se utilizează decrementul logaritmic:

  ln( / ).a ak k 1 (7.19)

Înlocuind (7.18) în (7.19) se obţine:

0

1
1,1
0,6
0,4
0,2

 = 0 Tp

Tn = 2 / n

2

hT2(t)

t

Fig.II.44. Răspunsul indicial al elementului T2 pentru diferite valori
ale factorului de amortizare 

0

1
a2

a1

Tp

hT2(t)

a3

t
a0

Fig.II.45. Amplitudinile ak, k=0,1,2,...,

pentru calculul decrementului logaritmic
(7.19) şi al factorului de amortizare (7.21);

perioada proprie Tp pentru calculul pulsaţiei

naturale (7.22)
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      / , ,1 0 12 (7.20)

care este independent de k şi care simultan evidenţiază dependenţa procesului de amortizare
a oscilaţiilor exclusiv de factorul de amortizare .

În cazul înregistrării experimentale a răspunsului indicial hT2 (t) de tip oscilaţie sinusoidală
amortizată, relaţia (7.20) poate fi utilizată pentru determinarea factorului de amortizare . După
măsurarea a două amplitudini succesive ak şi ak+1 (fig.II.45) se poate utiliza (7.19) pentru

calculul lui . Apoi, conform relaţiei (7.20), se poate determina factorul de amortizare:

.0,22/   (7.21)

De asemenea, pentru determinarea pulsaţiei naturale n se măsoară mai întâi perioada
proprie Tp (fig.II.45). Eliminând p şi  între (7.13), (7.14) şi (7.21) se obţine:

,2 /22
pn T  (7.22)

cu ajutorul căreia se poate determina pulsaţia naturală n.

c2) În cazul   1 răspunsul indicial este aperiodic. Corespunzător funcţiei de transfer
(7.9), cu (7.10), expresia acestuia este:
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(7.23)

Pentru ),1(21  TT funcţia hT2(t) are un punct de inflexiune pentru:
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Panta tangentei în punctul de inflexiune
este:
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Întrucât în triunghiul ABC (fig.II.46) are
loc ,1BC T2 ih rezultă că:

     AB T T T T1 2 1 2 0, . (7.25)

Pe de altă parte, pentru T1 = T2 = T, ( = 1),

răspunsul indicial hT2 (t) este aperiodic critic.

Punctul de inflexiune este definit de: ti T, hT2 1 – 2/e. De asemenea, se poate arăta că
(7.26) rămâne valabilă, adică  |AB|2T, ceea ce înseamnă că situaţia în care răspunsul

ti



C

t0

hT2 i

1

A B

hT2(t)

Fig.II.46. Abscisa punctului de inflexiune ti şi durata

 pentru determinarea constantelor de timp T1, T2 ca

soluţii ale sistemului (7.27)
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indicial este aperiodic critic, acesta se caracterizează şi prin:
    2 2 1 2t T T T Ti , . (7.26)

În cazul înregistrării experimentale a lui hT2 (t) de tip aperiodic, relaţiile (7.24), (7.25)
(în situaţia T1  T2) şi respectiv (7.26) (în situaţia T1 = T2 = T) pot fi utilizate pentru

determinarea constantelor de timp T1, T2. După măsurarea duratelor ti şi  se pot determina

T1T2 ca soluţii ale sistemului de ecuaţii neliniare:
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respectiv T1 = T2 = T din

.2/ itT (7.28)

c3) Pentru evaluarea indicilor de calitate definiţi la 7.1, ca funcţii de n şi , se

utilizează expresia (7.11) a răspunsului indicial hT2 (t).

În conformitate cu (7.1), (7.11) – pentru 0   < 1, (7.16) – pentru k = 1 şi (7.17)
suprareglarea are următoarea expresie:

,10,
21/    e (7.29)

care evidenţiază dependenţa
suprareglării  exclusiv de factorul de
amortizare . Graficul funcţiei (7.29)
este reprezentat în fig.II.47.

Pentru determinarea duratei
regimului tranzitoriu, ts, se utilizează
(7.2). Pentru simplificarea soluţionării
numerice a sistemului (7.2), (7.11) se
introduce în (7.11) timpul
adimensional

  n t .
Soluţia sistemului (7.2), (7.11) este
durata adimensională a regimului
tranzitoriu:

,sns t  (7.30)

care depinde exclusiv de factorul de
amortizare . Dependenţa lui s de 
este reprezentată în fig.II.47. Se

remarcă desigur existenţa unui minim al lui s pentru  = 0,707. De asemenea se constată
posibilitatea utilizării aproximărilor:

,707,00,/3   s (7.31)

  s  6 0 707, , . (7.32)
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Fig.II.47. Dependenţa suprareglării  şi a duratei adimensionale
a regimului tranzitoriu s de factorul de amortizare 
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În ceea ce priveşte durata de creştere, tc, (în situaţia creşterii lui hT2 (t) de la T21,0 h la

T29,0 h ) în cazul funcţiei (7.11), prin soluţionarea numerică se obţine:

.8,03,0,/8,1  nct (7.33)

Relaţia (7.33) este remarcabilă prin simplitate, dar mai ales prin ceea ce exprimă şi
anume că rapiditatea răspunsului indicial (adică 1/tc) este direct proporţională cu pulsaţia
naturală n. Cu alte cuvinte, pulsaţia naturală n este un indicator al rapidităţii răspunsului
indicial.

Exemplul 7.2 (sistemul «rezistenţă – inductanţă – capacitate»; continuare)

Se consideră sistemul din fig.II.2 (exemplul 1.2). Se cere să se arate că acesta este de
tipul PT2. S-a arătat la exemplul 1.2 că sistemul este descris de ecuaţia diferenţială:
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 . Comparând această funcţie cu (76)

rezultă că ea este de tipul PT2, adică, adică:
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
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 în care: .,2/,1 // LKRCLLCn  

Se remarcă faptul că n, conform formulei lui Thompson, este pulsaţia naturală a
oscilatorului L, C ideal (fără rezistenţa R, adică pentru R = +, respectiv  = 0).

Exemplul 7.3 (termometrul cu mercur; continuare)

Se consideră termometrul de la exemplul 7.1. Se cere să se determine funcţia de transfer
între variaţiile de temperatură i (intrare) şi m (ieşire) în condiţiile în care nu se
neglijează rezistenţa termică Rs şi capacitatea termică Cs ale tubului capilar (din sticlă).

În aceste circumstanţe trebuie avută în vedere şi variaţia de temperatură  s s–0 a
tubului capilar.

Conform tabelelor II.1 şi II.2 se pot scrie ecuaţiile:
 fluxul termic rezultant pentru tubul capilar:
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 fluxul termic în mercur:
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R
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Din primele două şi din ultimele două ecuaţii rezultă respectiv ecuaţiile:
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Eliminând s între aceste ecuaţii se obţine:
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Funcţia de transfer a termometrului are forma (7.9), în care:
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    .22
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1 2
2,1 






  mssmsmmssmms TTTTTTTTTT 

d) Elementul integrator (I) are funcţia de transfer:

G s T sI I( ) ,/ 1 (7.34)

în care TI > 0 este timpul de integrare.

Elementul I are un pol în s = 0, adică este
BIBO-instabil. Răspunsul indicial are
expresia:

h t t t TI I( ) ( ) /  (7.35)

şi este reprezentat în fig.II.48. Se constată că
hI(TI)1, ceea ce înseamnă că TI este durata

după care hI(t) creşte de la 0 la 1, respectiv

mărimea de ieşire ajunge să egaleze mărimea
de intrare.

Relaţia intrare ieşire în domeniul
timpului are forma:
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t
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T
ty  (7.36)

Se ştie că operaţia de integrare (definită)
este o operaţie globală (care se extinde pe un
interval). În acest context u()0,

[ t1 , t2 ][0, t] nu implică (în mod necesar) y( )0, [ t1 , t2 ] . De exemplu, pentru:
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Din graficul din fig.II.49.b rezultă în mod clar că deşi u(t) = 0 pentru t  t1, y(t)  t1/TI  0

pentru t  t1.
Această comportare (foarte utilă în cazul sistemelor automate, după cum se va vedea la

III.5.2) transpare şi din forma derivată a relaţiei (7.36): ,/)()( ITtuty  din care rezultă că
viteza mărimii de ieşire este proporţională cu mărimea de intrare. Anularea acesteia implică
anularea vitezei mărimii de ieşire, dar nu (în mod necesar) şi anularea mărimii de ieşire.

Exemplul 7.4 (servomotorul electric)

Utilizând rezultatele de le exemplele 2.1 şi 2.3 se cere să se determine funcţia de
transfer a unui servomotor electric de curent continuu.

Un servomotor de curent continuu este un motor electric de construcţie specială, de
regulă de putere relativ mică, utilizat pentru poziţionarea în spaţiu, prin intermediul unui
angrenaj cu roţi dinţate (reductor de viteză), a unor elemente mecanice, componente ale
unei instalaţii tehnologice (inclusiv în cadrul unui sistem automat). În aceste condiţii
mărimea de ieşire a servomotorului (inclusiv angrenajul cu roţi dinţate) este unghiul  al
axului de ieşire al angrenajului. Relaţia dintre viteza unghiulară  a axului servomotorului

 (t), hI(t)

 (t)
hI(t)

1

0 T t

Fig.II.48. Răspunsul indicial al elementului I şi
semnificaţia timpului de integrare TI

0

0 t

a

b

t1

k=t1/T

1

 y(t)

u(t)

t1

t
Fig.II.49. (a) u(t) = 0 pentru t  t1 implică (b)

y(t)=const.=c (nu în mod necesar c = 0) pentru t  t1
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şi unghiul  este: 
t

dkt
0

,)()(  căreia în domeniul funcţiilor imagine (Laplace) îi

corespunde: ,)()( / ssks   şi în care k este raportul de transmisie al angrenajului cu roţi
dinţate.

Conform cu fig.II.20 (exemplul 2.3), în care se consideră M(s)0, funcţia de transfer a
servomotorului (cu angrenajul cu roţi dinţate) este:
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În această formă servomotorul (cu angrenajul cu roţi dinţate) este un element de transfer
de tipul PIT2. Ţinând însă seama de faptul că prin construcţie se poate asigura L0 şi
eventual şi J0, rezultă că servomotorul (cu angrenajul cu roţi dinţate) poate fi descris cu
aproximaţie prin următoarele funcţii de transfer:
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Rezultă că principalul element al servomotorului este integratorul. De fapt, toate tipurile
de servomotoare (electrice, fluidice) sunt descriptibile prin Gsm(s) de forma (a) sau (b).

Trebuie remarcat faptul că experimentul prezentat în cadrul fig.II.49 este uşor de
efectuat şi în acelaşi timp este foarte concludent. Pentru t  [0, t1] se va observa o creştere
aproximativ liniară a unghiului (t), după care, pentru t [t1,+), (t) = (t1) = const. 0
(deoarece pentru u(t) = 0, t [t1,+), axul servomotorului nu se mai roteşte). 

e) Elementul derivator (D) are funcţia de transfer:

t

0

hD
(t)

TD
 (t)

u(t) = t (t)

 y(t) = T (t)

T
u(t), y(t)

T t0

Fig.II.50. Răspunsul indicial al elementului D Fig.II.51. Răspunsul elementului D la mărimea de intrare de
tip rampă unitară şi semnificaţia timpului de derivare TD

G s T sD D( )  , (7.37)

în care TD > 0 este timpul de derivare. Elementul D are un zero de transmisie în s=0.
Răspunsul indicial are expresia:

h t T tD D( ) ( )  (7.38)

şi este reprezentat în fig.II.50.
Relaţia temporală intrare – ieşire a este:

),()( D tuTty  (7.39)

ceea ce înseamnă că mărimea de ieşire este proporţională cu viteza mărimii de intrare.
Pentru u(t) = const., oricare ar fi această constantă, rezultă y(t) = 0.În aceste condiţii

transferul intrare – ieşire este blocat (cf. 5.3). Elementul D este insensibil la aplicarea unei
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mărimi de intrare constante (de exemplu generată de un alt element sau sistem aflat în
regim staţionar). Transferul intrare – ieşire este neblocat numai pentru ( ) .u t  0

Pentru a formula o interpretare a constantei TD se consideră mărimea de intrare de tip
rampă unitară (de viteză unitară):

u t t t( ) ( ).  (7.40)

Înlocuind (7.40) în (7.39) se obţine:
y t T t( ) ( ). D (7.41)

Conform fig.II.51, timpul de derivare TD este durata după care mărimea de intrare de tip
rampă unitară egalează mărimea de ieşire.

Exemplul 7.5 (transformatorul electric)

Se consideră transformatorul electric cu schema din fig.II.52, cu secundarul funcţionând
în circuit deschis. Se cere să se determine funcţia de transfer între tensiunile u (primară) şi y

(secundară). Conform schemei din fig.II.52 se
pot scrie ecuaţiile:

u Ri L
di

dt
y M

di

dt
  , .

Trecând la transformate Laplace şi
eliminând I(s) între ecuaţiile obţinute, rezultă:

G s Y s U s Ms Ls RT ( ) ( ) ( ) ( ) .  

În această formă transformatorul electric
este un element de transfer de tipul DT1. Dacă
prin construcţie se realizează o rezistenţă R

suficient de mare (astfel încât Ls<<R), atunci transformatorul electric este descris, într-o
primă aproximaţie, de funcţia de transfer: GT(s)TDs , în care TDM /R .

Se trage concluzia că principalul element conţinut de transformatorul electric cu
secundarul funcţionând în circuit deschis (cu rezistenţa de sarcină infinită) este de tip D. 

f) Elementul cu timp mort (TM) (sau cu timp de întârziere) are funcţia de transfer:
TsesG )( , (7.42)

în care T > 0 este timpul mort sau timpul de întârziere.
Transferul temporal intrare – ieşire are forma:

)()( Ttuty  (7.43)

şi răspunsul indicial are expresia:

),()(TM Ttth   (7.44)

al cărui grafic este reprezentat în fig.II.53. Din aceasta
rezultă şi semnificaţia timpului de întârziere: T este durata
de propagare prin sistem a mărimii de intrare.

Un exemplu este transportorul cu bandă pentru
granule (de exemplu cărbune pentru alimentarea unui

cazan de abur) – fig. II.54. Având în vedere numai fenomenele de transport este uşor de
constatat că este vorba de un element cu timp mort cu T = L/v.

u
R

L
y

i
M is= 0

Fig.II.52. Transformatorul electric de la exemplul 7.5;
u şi y – tensiunile primară şi secundară, i şi

is = 0 – curenţii primar şi secundar, R şi L – rezistenţa
şi inductanţa primarului, M – inductanţa mutuală

u(t) =  (t)

t

1

y(t) = hTM(t)

t

1

T

0

0

Fig.II.53. Răspunsul indicial al
elementului cu timp mort ( TM)



II.7. Corelaţia dintre calitatea răspunsului indicial şi configuraţia poli – zerouri 77

Atât din (7.43) cât şi din (7.42) rezultă că
elementul cu timp de întârziere este liniar şi invariant
în timp. În acelaşi timp el nu face parte din categoria
celor descrise de ecuaţii diferenţiale de forma (1.5)
sau de funcţii de transfer de forma (1.11). Funcţia
(7.42) este o funcţie transcendentă şi ea
caracterizează sistemele (cu parametri distribuiţi
spaţial) în care are loc transport spaţial de substanţă,
transfer spaţial de energie sau transmisie la distanţă
a semnalelor.

În unele situaţii funcţia de transfer se aproximează prin dezvoltarea în serie de puteri a
exponenţialei e–Ts după cum urmează:
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 (7.45)

Această formulă (sau altele similare) se utilizează pentru simularea (analogică sau
numerică) a elementelor cu timp mort ( TM).

7.3. Obţinerea funcţiei de transfer pe baza răspunsului indicial
S-a arătat la 7.2 că în cazul elementelor de transfer T1 şi T2 este posibilă determinarea

experimentală a tuturor parametrilor funcţiei de transfer pe baza răspunsului indicial.
Astfel, în cazul elementului T1, pe baza lui h(t) obţinut experimental, rezultă T |OA|

sau 3/stT  . (fig.II.43).

În cazul elementului T2, pe baza lui hT2 (t) de forma unei oscilaţii sinusoidale
amortizate, conform fig.II.45, se măsoară Tp şi se calculează  (cu (7.19)), după care se
calculează  şi n (cu (7.21) şi (7.22)). Pe baza lui hT2 (t), de formă aperiodică, ţinând
seama de fig.II.46, se măsoară ti şi  şi se calculează T1 şi T2 ca soluţii ale sistemului (7.27)
(în cazul critic  = 2ti şi T1=T2= t i).

Evident că aceste proceduri se pot aplica cu relativă uşurinţă atunci când se ştie că
sistemul real este, după caz, de tipul T1 sau T2.

Obţinerea pe cale experimentală a funcţiei de transfer a unui sistem real porneşte de la
faptul că şi cel mai bun model matematic obţinut pe cale teoretică este de fapt o imagine
aproximativă a sistemului real. Uneori, cum este cazul navelor aeriene şi cosmice, modelul
matematic teoretic este de foarte bună calitate. Alteori, cum este cazul proceselor
termoenergetice, metalurgice sau chimice, modelele matematice teoretice sunt foarte
aproximative (ca structură), iar parametrii sunt în mare parte necunoscuţi.

Iată de ce, în fiecare caz în parte, este important (şi prudent) să se verifice modelul
matematic teoretic cu cel elaborat pe baza datelor experimentale existente sau care se obţin
chiar în acest scop.

Fie un răspuns indicial de tip aperiodic (ca în fig.II.42) obţinut experimental pentru un
sistem real dat. Un astfel de răspuns indicial poate fi descris de:

......,)(   ctbtat CeBeAehth (7.46)

în care h A a B b    0 0 0, , , , , ....R R sunt necunoscute şi urmează a fi
determinate. Întrucât h poate fi determinat direct din înregistrarea lui h(t), urmează că
într-o primă aproximaţie se poate scrie:

L

cilindri
bandă rulantă

v

buncăr

 y(t)
 u(t)

Fig.II.54. Transportorul cu bandă; u – debitul de
intrare, y – debitul de ieşire; L – lungimea benzii,

v – viteza de deplasare.
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    ,4343,0lg)(lg atAthh  în cazul 0)(  thh şi A < 0, (7.47)

    ,4343,0lg)(lg atAhth  în cazul 0)(  hth şi A > 0. (7.48)

Ecuaţia (7.47) (sau (7.48)) este ecuaţia unei drepte (într-un sistem de axe cu t în abscisă
şi lg[    ] în ordonată). Având reprezentat răspunsul indicial în aceleaşi coordonate, prin
trasarea unei drepte aproximante se determină A şi a. În continuare se face aproximaţia:

lg[ ( ) ] lg( ) , ,h h t Ae B btat     0 4343 în cazul h h t Ae at  ( ) 0 şi B < 0, (7.49)

,4343,0lg])(lg[ btBAehth at   în cazul h t h Ae at( )    0 şi B > 0. (7.50)

Ecuaţia (7.49) (sau (7.50)) este de asemenea ecuaţia unei drepte. Având reprezentat
graficul răspunsului indicial în coordonate (t, lg[   ]), prin trasarea unei drepte aproximante
se determină B şi b. Procedeul se repetă pentru determinarea celorlalţi parametri până când
eroarea dintre h(t) şi estimatul său )(ˆ th (obţinut prin acest procedeu), în valoare absolută,
este mai mică sau cel mult egală cu o valoare admisibilă prestabilită.

Exemplul 7.6
Se consideră răspunsul indicial al unui sistem real conform tabelului:
t 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 1 1,5 2 3 4 

h(t) 0 0,005 0,034 0,085 0,14 0,215 0,51 0,7 0,817 0,93 0,975 1

Se cere să se determine h A a B, , , şi b conform relaţiei (7.46).
Evident 1h . Pentru determinarea perechii (A, a), fără a mai face uz de reprezentări

grafice, se aleg punctele de coordonate: t = 3 şi lg[1– h(3)] = –1,167 şi respectiv t = 4 şi
lg[1– h(4)] = –1,602 prin care se poate trasa dreapta:

   .3
34

167,1602,1
167,1)(1lg 




 tth

Comparând această ecuaţie cu (7.47) rezultă: lg( ) , ( , , ) , ,     A 1 167 1 602 1 167 3 0 138
adică A = –1,37; –0,4343a = –1,602+1,167= –0,435, adică a  1.

Pentru determinarea perechii (B,b) se aleg punctele de coordonate: t = 0 şi
lg[h(0)1+1,37]= – 0,432 şi respectiv t = 0,5 şi lg[h(0,5)–11,37e–0,5] 1,388 prin care
se poate trasa dreapta:

  .
5,0

432,0338,1
432,0)(lg tAehth at 
 

Comparând această ecuaţie cu (7.46) rezultă: lg , ,B  0 432 adică B = 0,37;

,812,1
5,0

432,0338,1
4343,0 


 b adică b = 4,17.

Aşadar estimatul răspunsului indicial este: ,0)0(ˆcu,37,037,11)(ˆ 17,4   heeth tt

căruia, în transformate Laplace, îi corespunde:

.
)17,4)(1(

17,417,0

17,4

37,0

1

37,11
)(ˆ


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





sss

s

sss
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Estimata funcţiei de transfer căutate este:
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.
)17,4)(1(

17,417,0
)(ˆ)(ˆ





ss

s
sHssG

Valorile funcţiei )(ˆ th şi ale erorii relative de estimaţie, e  |[h(t) – )(ˆ th ]/h(t)|, t > 0,

sunt prezentate în următorul tabel:
t 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 1 1,5 2 3 4 

)(ˆ th 0 0,0047 0,394 0,091 0,152 0,215 0,502 0,695 0,814 0,932 0,975 1

e% – 11,29 15,84 7,52 8,52 0,2 1,56 0,68 0,27 0,01 0 0

Se observă faptul că eroarea relativă maximă este de 15,84%. Micşorarea acestei eror i
este posibilă prin considerarea termenului Ce–ct (şi eventual a altora care îi urmează) din
(7.46). În acest caz se iau în considerare alte perechi de puncte din tabelul lui h(t).

Trebuie subliniat faptul că rezultatele care se obţin cu ajutorul acestei metode sunt
influenţate de erorile inerente care afectează măsurarea valorilor variabilelor t şi h(t). Este
uşor de verificat, chiar în cazul exemplului 7.6, că valori uşor modificate (conform
posibilelor erori de măsurare) ale lui h(t) conduc la o altă funcţie de transfer Ĝ (s).

Tentaţia de a micşora cât mai mult eroarea relativă de estimaţie prin considerarea unui
număr mare de termeni în (7.46) nu constituie cea mai bună cale de urmat. Procedând în
acest fel (adică utilizând (7.46) cu un număr mare de termeni) creşte ordinul funcţiei de
transfer )(ˆ sG , situaţie care nu este de dorit în cazul proiectării sistemelor automate.
Dimpotrivă, proiectarea sistemelor automate se face de regulă utilizând, pe cât este posibil
şi între limite admisibile de erori, funcţii de transfer simplificate (a se vedea observaţia 1.5).

Se constată că problema determinării structurii şi parametrilor unui sistem real pe baza
datelor experimentale (înregistrări simultane ale mărimilor u(t) şi y(t)), chiar în cazul
existenţei unui model matematic teoretic, este de o importanţă deosebită pentru cunoaşterea
sistemelor reale. În actualul stadiu de dezvoltare a automaticii această problemă face
obiectul unei discipline distincte – identificarea sistemelor dinamice, în care s-au dezvoltat
numeroase metode pentru determinarea structurii şi parametrilor sistemelor reale pe baza
datelor obţinute pe cale experimentală.

7.4. Poli şi zerouri dominante
De îndată ce funcţia de transfer a unui sistem dinamic este cunoscută, este posibilă

determinarea expresiei răspunsului indicial h(t) şi evaluarea indicilor de calitate definiţi la
7.1. Întrucât aceşti indici depind de localizarea în planul complex a polilor şi zerourilor
funcţiei de transfer, este natural să se evidenţieze pertinent această dependenţă.

Exemplul 7.7 (pol dominant şi pol îndepărtat)

Se consideră funcţia de transfer: G(s )60/[ (s2)(s30)] . Se cere să se determine
h(t) şi pe această bază să se evalueze importanţa relativă a celor doi poli.

Răspunsul indicial are expresia: h( t) (1–15e– 2 t /14e– 3 0 t /14)( t) .
Exponenţiala e–2t este asociată polului p1= –2 şi exponenţiala e–30t este asociată polului

p2 = –30. Evident, pentru t, e–30t0 mai repede ca e–2t0. Se spune că polul
p2 = –30 este mai rapid ca polul p1 = –2 sau că polul p1 = –2 este mai lent ca polul

p2 = –30. Cu cât un pol este situat mai la stânga axei imaginare a planului complex, cu atât

acesta este mai rapid. Se poate spune că polul p1 = –2 este dominant în comparaţie cu polul



II. Transferul intrare – ieşire al sistemelor dinamice liniare80

îndepărtat p2 = –30, deoarece e–2t persistă, cu valori semnificative, un timp mai îndelungat,
comparativ cu e–30t. În plus, în cazul de faţă, coeficientul lui e–30t este mai mic, în valoare
absolută, decât cel al lui e–2t.

În aceste circumstanţe, pentru |s | suficient de mic, respectiv pentru t suficient de mare
(în virtutea relaţiei dintre s şi t, conform teoremei valorii finale – Anexa A.1.2.b.3o), este
posibilă aproximarea |s+30|30. Rezultă că în G(s) se poate păstra numai polul dominant,
adică este posibilă utilizarea funcţiei de transfer de ordin redus: G

~
(s)  2/(s2) căreia îi

corespunde răspunsul indicial: h
~

(t)  (1 – e–2t)(t). Fireşte, se pot evalua erorile
|G(s)– )(

~
sG | şi | [h( t) – )(

~
th ] | /h( t), pe baza cărora se poate decide privind oportunitatea

utilizării lui G
~

(s) în locul lui G(s).
Pentru abordarea adecvată a problematicii polilor şi zerourilor dominante se consideră

un sistem dinamic BIBO-stabil descris de funcţia de transfer (similară cu (1.13)):

,
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
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n
j j

m
i i

ps

zs
KsG (7.51)

în care m < n, polii pj sunt simpli (pj  pk, j  k, j, k  ),1 n cu Re pj  0, j  ,,1 n şi zi  pj,

i  ,,1 m j  ,,1 n cu zi  0, i  ,,1 m (dacă există un zk = 0, atunci sistemul conţine un
element D, care blochează transferul intrare – ieşire în regim staţionar; a se vedea 7.2.e).

Răspunsul indicial al sistemului descris de (7.51) are expresia:
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    (7.52)

în care:
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(7.54)

Din (7.53) se obţine:

,)1(
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care înlocuit în (7.54) conduce la:
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(7.55)

Utilizând (7.53) şi (7.55), din (7.52) rezultă:

).()/1()/1(1)(
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tpn
kj jk
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


 





    

(7.56)

În multe situaţii, chiar deliberat create (după cum se va vedea la V.5), este posibilă
împărţirea polilor pj, j  n,1 , în două mari grupe:
 o grupă a polilor relativ apropiaţi de originea planului complex, notaţi generic cu p ;

 o grupă a polilor îndepărtaţi, notaţi generic cu p , pentru care:
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.||||,ReRe  pppp 

Polii p se numesc poli dominanţi şi polii p se numesc poli îndepărtaţi.
O împărţire şi calificări similare sunt posibile şi pentru zerourile zi, i  .,1 m

Din expresia (7.56) a lui h(t) rezultă că influenţa unui pol îndepărtat (p ) asupra lui h(t)
este de două feluri:
 în h(t) există exponenţiale de forma ep t care tind rapid la 0 pentru t tinzând la +,

în condiţiile în care coeficienţii corespunzători, A , pot fi, eventual, mari în modul;

 p sunt prezenţi în coeficienţii A ai exponenţialelor ep t; întrucât: |1–p /p |  1

rezultă că polii îndepărtaţi (p )au o influenţă neglijabilă asupra coeficienţilor A .

În ceea ce priveşte influenţa zerourilor zi, i  m,1 , din (7.55) rezultă că acestea sunt
prezente numai în coeficienţii Ak, k  .,1 n

Pentru zerourile îndepărtate, notate generic z , pentru care: |z |>>|p | ,  |z |>> |z | ,

(z ca notaţie generică, reprezintă zerourile dominante) are loc evaluarea: |1 – p /z |  1,

ceea ce înseamnă că zerourile îndepărtate au un efect neglijabil asupra coeficienţilor A .

Fie 0 numărul de zerouri dominante şi 0 numărul de poli dominanţi ai lui G(s). În

aceste circumstanţe răspunsul indicial (7.56) poate fi aproximat prin:

    ),(/1/11)(
~ 00 0

'1 '1 1
teppzphth
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



    

(7.57)

cu condiţia ca eroarea de aproximare )(/)](~)([ ththth  să aibă valori admisibile. Urmează
că funcţia de transfer bazată exclusiv pe polii şi zerourile dominante se determină cu:

.)}(
~

{)(
~

thssG L (7.58)

7.5. Configuraţii cu doi poli dominanţi; localizarea polilor dominanţi
Situaţiile în care se pot pune în evidenţă sau se pot realiza în mod deliberat configuraţii

cu doi poli dominanţi sunt foarte frecvente.
În acest caz, după cum se ştie de la 7.2.c, se scrie:
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ss
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 (7.59)

în care

10,1 2
2,1 





   jp n (7.60)

sunt polii dominanţi. Se au în vedere numai valori (0,1) deoarece, după cum se ştie de la
7.2.c, s (durata adimensională a regimului tranzitoriu) are un minimum pentru = 0,707.

În mod obişnuit, pentru un sistem dat, se precizează valorile admisibile a, tsa şi tca ale
indicilor de calitate. Se înţelege că valorile curente ale indicilor de calitate trebuie să
satisfacă inegalităţile:

  a , (7.61)

,sas tt  (7.62)

.cac tt  (7.63)
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Fireşte că satisfacerea inegalităţilor (7.61) – (7.63) este posibilă numai dacă polii
dominanţi (7.60) sunt localizaţi adecvat în {Re s  0}.

1 Condiţia suprareglării (7.61), în conformitate cu (7.29), conduce la inegalitatea:

,lnln 22
aaa   (7.64)

în care a este valoarea admisibilă a lui ..

Pentru a vedea semnificaţia lui  din punctul de vedere al localizării polilor dominanţi
(7.60) se introduce un nou parametru prin:

,2/0,cos   (7.65)

în care  sunt unghiurile pe care le fac respectiv fazorii p1,2 faţă de axa reală negativă a
planului complex. În acest context, din (7.64) şi (7.65) rezultă:

,coslnlncos 22
aaaa   (7.66)

ceea ce implică:
,a  (7.67)

în care a este valoarea admisibilă a lui .
Inegalitatea (7.67), care este echivalentă cu (7.61), precizează faptul că polii dominanţi

(7.60) trebuie să fie localizaţi în domeniul Dσa (sectorul unghiular AOB, s  0), fig.II.55.

2 Condiţia duratei regimului tranzitoriu (7.62), în conformitate cu (7.30) şi (7.31)
respectiv (7.32) conduce la următoarele două inegalităţi:
    ,707,00,/3   saann t (7.68)

    ,1707,0,/6 2   saann t (7.69)

în care (n)a este valoarea admisibilă a produsului (n). Acest produs, existent în polii

dominanţi (a se vedea (7.60)), în conformitate cu 6.6, este de fapt gradul de stabilitate  şi
(n)a, având în vedere şi (6.18), (7.68), (7.69), este rezerva de stabilitate min. Ţinând
seama de fig.II.39, rezultă că polii dominanţi (7.56) trebuie să fie localizaţi în domeniul
Dtsa (la stânga dreptei d) din fig.II.56.

3 Condiţia duratei de creştere (7.59), în conformitate cu (7.33), conduce la
inegalitatea:

  n na cat   1 8 0 3 0 8, / , , , , (7.70)

p1 Pl. s

Dtsa

ts < tsa

 ≥ min

 = 0,707

 = 0,707

0  < 0,707

(n)a = min

0  < 0,707

45o

45o

p1

 > 0,707

(n) = 

Fig.II.56. Localizarea polilor dominanţi p1,2 pentru

satisfacerea condiţiei ts tsa

≤ a



B

p1
A

0

a

Pl. s

p2

Da

≤ a

≤ a

Fig.II.55. Localizarea polilor dominanţi p1,2 pentru

satisfacerea condiţiei   a
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în care na este valoarea admisibilă a lui n.
Din (7.60) se obţine:

n  | p1,2 |. (7.71)

În acest context (7.70) şi (7.71) arată că polii dominanţi (7.60) trebuie să fie localizaţi în
domeniul Dtca (la stânga semicercului) din fig.II.57.

4 Polii dominanţi (7.60) trebuie să fie astfel localizaţi în {Re s0} încât să fie
satisfăcute simultan inegalităţile (7.61) (7.63). În conformitate cu fig.II.54, II.55 şi II.56,
polii dominanţi trebuie să fie localizaţi în domeniul Da din fig.II.57. Localizarea efectivă a
polilor p1,2 trebuie să se facă în apropierea frontierei respectivului domeniu, deoarece în caz
contrar p1,2 îşi pot pierde caracterul dominant (faţă de polii îndepărtaţi care nu au fost luaţi
în considerare în )(~ sG – relaţia (7.59)).

Exemplul 7.8 (realizarea unei configuraţii cu doi poli dominanţi)

Se consideră sistemul automat cu schema bloc structurală din fig.II.59. Se cere să se
aleagă parametrii k şi a astfel încât a = 0,05, tsa = 3 sec. şi tca = 1,5 sec.

Pe baza relaţiilor (7.66), (7.67), (7.69) şi (7.70) rezultă:

;46;69,005,0ln)14,3(|05,0ln|coscos 22  aa 
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Funcţia de transfer a sistemului automat are
expresia:
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Există o infinitate de soluţii în ceea ce priveşte localizarea polilor dominanţi. De
exemplu: .1,22,2,41,1,707,0 2,1

2 jpak nnn  
Valorile efective ale indicilor de calitate sunt:

 jna

Pl. s
p1 p1

p2 –jna

(n)a

 ts  tsa

a
 a

 tc  tca

Da

Fig.II.58. Localizarea polilor dominanţi p1,2 pentru

satisfacerea condiţiilor   a, ts  tsa şi tc tca
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Fig.II.57. Localizarea polilor dominanţi p1,2 pentru

satisfacerea condiţiei tc  tca

k
s (s + a)+_

U(s) Y(s)

Fig.II.59. Sistemul automat de la exemplul 7.8
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.sec28,141,1/8,1/8,1
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Se pot adopta de asemenea:

.992,0125,1;25,22,25,2;5,1,75,0 2,1
2 jpak nnn  

Valorile efective ale indicilor de calitate sunt:
.sec2,15,1/8,1,fig.II.47)conform(.sec25,1/3,028,0  cs tt 

7.6. Efectul unui zero suplimentar
În cazul unei configuraţii cu doi poli dominanţi introducerea unui zero suplimentar are

ca efect numai modificarea coeficienţilor exponenţialelor asociate polilor dominanţi,
existente în h(t).

Exemplul 7.9
Se consideră sistemul descris de funcţia de transfer: G s s s( ) [( )( )].  2 1 2 Se

introduce un zero suplimentar, s = – z, astfel că funcţia de transfer a sistemului devine:

)2)(1(

)(21
)(1 




ss

zs

z
sG în care coeficientul 1/z, cu z  0, din faţa fracţiei are menirea de a

păstra neschimbată valoarea factorului de amplificare (respectiv are loc 11  hh ). Se cere

să se determine h(t) şi h1(t) şi să se evalueze efectul zeroului suplimentar.
Cele două răspunsuri indiciale au expresiile:
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Fig.II.60. Răspunsurile indiciale la
exemplul 7.9

Fig.II.61. Dependenţa suprareglării % de poziţia  > 0
a zeroului suplimentar situat pe semiaxa reală negativă

În această situaţie, pentru z > 0 este de aşteptat să apară o suprareglare în h1(t), deşi h(t)

are suprareglarea nulă – fig.II.60 (z–1 = 1,5); tc se micşorează şi ts rămâne aproximativ
constant.

Pentru z < 0 (adică pentru un zero s = –z > 0, situat pe semiaxa reală pozitivă a planului
complex) h1(t) are iniţial o evoluţie cu valori negative – fig.II.59 (z–1 = –0,75); tc creşte şi ts
rămâne aproximativ constant.

Dacă zeroul este îndepărtat (|z |), atunci efectul său este neglijabil.
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Fie o configuraţie cu doi poli dominanţi – funcţia de transfer G(s) de forma (7.59). Se
introduce un zero suplimentar, sn, în care –n este partea reală a polilor dominanţi
şi R\{0} este un parametru în funcţie de valorile căruia se va evalua efectul zeroului
suplimentar. Noua funcţie de transfer are expresia:
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în care coeficientul K n / din faţa fracţiei are menirea de a păstra neschimbată valoarea
de regim staţionar (adică h h K 1 ).

Din (7.59) şi (7.72) rezultă: G1 (s)G(s)sG(s) /n . Ca urmare, pentru

răspunsurile indiciale se poate scrie relaţia: ./)()()(1 nththth 
Pentru  > 0 zeroul suplimentar (situat pe semiaxa reală negativă), determină o creştere

a suprareglării. De exemplu, pentru n = 1 şi  = 0,5 relaţia dintre  % şi  este

reprezentată grafic în fig.II.61. Se observă că pentru  (0,4) (ceea ce înseamnă că zeroul
suplimentar este dominant) suprareglarea  % are o variaţie foarte mare. Pentru [4,+)
(zeroul suplimentar este îndepărtat) suprareglarea  % este aproximativ constantă.
Investigaţii similare arată că zeroul suplimentar dominant poate asigura creşterea rapidităţii
(micşorarea lui tc); ts rămâne aproximativ constant (fig.II.60).

Pentru  < 0 (zeroul suplimentar este situat pe semiaxa reală pozitivă) se obţine
h1(t) < 0 în primele momente (a se vedea fig. II.60). O astfel de comportare este tipică pentru
sistemele de defazaj neminim (a se vedea VI.3.3). În acest caz zeroul suplimentar poate
avea ca efect o reducere a rapidităţii (creşterea lui tc); ts rămâne aproximativ constant

(fig.II.60).

7.7. Efectul unui pol suplimentar

Fie o configuraţie cu doi poli dominanţi  funcţia de transfer G(s), relaţia (7.59). Se
introduce un pol suplimentar, s  –n, în care –n este partea reală a polilor dominanţi
(preexistenţi) şi  > 0 este un parametru în funcţie de valorile căruia se va evalua efectul
polului suplimentar. Noua funcţie de transfer are expresia:
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pentru care h h K 1 .

Din (7.59) şi (7.73) rezultă: ).()()( 11 sGsGsG nn   Ca urmare, pentru

răspunsurile indiciale se poate scrie: ).()()( 11 ththth nn   Din această relaţie
rezultă că polul suplimentar (situat pe semiaxa reală negativă) poate avea ca efect o creştere
a duratei regimului tranzitoriu ts. De exemplu, pentru K = 1 şi  = 0,5 răspunsul indicial
h1(t), pentru diverse valori  > 0, este reprezentat în fig.II.62. Relaţia dintre  s n st şi 
este reprezentată grafic în fig.II.63. Se remarcă faptul că pentru   (0,4) (polul
suplimentar este dominant) durata adimensională a regimului tranzitoriu, s, are o variaţie
foarte mare. Pentru   [4,+) (polul suplimentar este îndepărtat) s este aproximativ
constant.
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În încheiere trebuie remarcat că polul suplimentar poate determina reducerea
suprareglării dar şi o reducere a rapidităţii (creşterea lui tc), fig.II.62.
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s = nts
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Fig.II.62. Răspunsul indicial al sistemului (7.73) pentru
diverse poziţii  > 0 ale polului suplimentar situat pe

axa reală negativă

Fig.II.63. Dependenţa duratei adimensionale a
regimului tranzitoriu, s, de poziţia  > 0 a polului

suplimentar situat pe semiaxa reală negativă

7.8. Simbolizarea operatorială a sistemelor dinamice liniare
Prin utilizarea elementelor de transfer tipice descrise la 7.2, pe baza conexiunilor

«serie», «paralel» şi «cu reacţie», se pot alcătui structuri având funcţii de transfer oricât de
complicate. Din acest motiv şi pentru că elementele de transfer tipice pun în evidenţă cele
mai simple operaţii de transfer intrare – ieşire, simbolurile P, I, D, T şi TM se utilizează în
combinaţii şi cu indici adecvaţi pentru caracterizarea operatorială a oricărui sistem dinamic
liniar atunci când se cunoaşte funcţia lui de transfer.

Pentru atribuirea corectă a simbolurilor operatoriale se procedează astfel:
 Se fac toate simplificările factorilor comuni de la numărătorul şi numitorul lui G(s).

 Numărătorul conţine un polinom eventual înmulţit cu Tse (un element TM).
 Dacă G(s) are p  0 poli în origine, se scoate în factor la numitor sp.
 Se împart toţi termenii polinomului de la numărătorul lui G(s), unul câte unul, la sp.

 Expresia de la numărător se simbolizează prin P, I şi D, după caz (cu indicii p şi q
pentru I şi respectiv D pentru ordinul maxim al operaţiilor corespunzătoare),
considerând termenii ca funcţii de transfer ale unor elemente conectate în paralel.
 Inversul polinomului de la numitorul lui G(s) este funcţia de transfer a unui element

T (cu indice r pentru ordinul maxim al operaţiei corespunzătoare) conectat în serie
cu grupul elementelor asociate numărătorului, respectiv (P, I, D) şi TM.
 Simbolul operatorial are forma: (P+Ip+Dq) TM Tr = P Ip Dq Tr TM.

Exemplul 7.10

Se consideră funcţia de transfer: Tse
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se cere să se facă simbolizarea operatorială.
În ipoteza că nu există factori comuni între polinoamele de la numărătorul şi numitorul
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Simbolul căutat este: P I2 D2 T3 TM.



PROPRIETĂŢILE SISTEMELOR
AUTOMATE

1. Clasificarea sistemelor dinamice după structură
Structurabilitatea, ca proprietate a sistemelor dinamice, a fost evidenţiată în mod

implicit în capitolul precedent cu prilejul introducerii noţiunii de schemă bloc structurală
(subcap.II.2). În continuarea acelei abordări, prin structură fundamentală se înţelege o
reuniune de elemente ale cărei proprietăţi nu se regăsesc, ca atare, printre proprietăţile
elementelor componente. Proprietăţile unei structuri fundamentale aparţin în primul rând
conexiunilor dintre elementele componente, respectiv reuniunii structurate a elementelor şi
raporturilor dintre elemente şi ansamblul lor. În acest context elementele componente se
numesc şi elemente de bază. Dacă avem în vedere tipurile de elemente (sisteme) cuprinse în
tabelul II.2 se poate afirma că o structură fundamentală este de regulă constituită din
elemente disipative, elemente acumulatoare inductive şi / sau elemente acumulatoare capacitive
(ca elemente de bază), deoarece reuniunile structurate ale acestor elemente au proprietăţi care nu
se regăsesc, ca atare, printre proprietăţile elementelor componente.

Exemplul 1.1 (structură fundamentală)

Se consideră circuitul «L, C» din fig.III.1. Se cere să se arate că acesta formează o
structură fundamentală.

Într-adevăr, conform fig.III.1 şi tabelului II.2, se pot
scrie ecuaţiile:

,)0(,,0)0(, 0
0 C

q
uui

dt

du
Ciu

dt

di
L 

din care, cu notaţia ,/1 LCn  rezultă:
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n

Soluţia acestei ecuaţii diferenţiale este: .0,cos)/()( 0  ttCqtu n

Ca urmare, circuitul «L, C» este oscilant, acesta fiind proprietatea sa fundamentală. Este
lesne de observat că această proprietate nu se regăseşte printre acelea ale elementelor «L»
sau «C» luate separat. 

S-a arătat la I.3 că o relaţie de tip special existentă în structurile sistemelor dinamice
este reacţia (pozitivă sau negativă). Neluând în considerare prezenţa operatorului uman, din
punctul de vedere al inexistenţei sau existenţei reacţiei se disting sisteme dinamice a căror
structură este: deschisă sau închisă.

1.1. Sisteme cu structură deschisă; principiul compensaţiei
Acestea sunt reuniuni de elemente cuplate funcţional astfel încât mărimea de intrare a

oricărui element component nu este determinată, direct sau indirect, de mărimea de ieşire a
respectivului element. Cu alte cuvinte structurile deschise nu conţin conexiuni «cu reacţie».

t = 0

q0

C

i

u L

Fig.III.1. Circuitul «L, C»
de la exemplul 1.1

Capitolul

III
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O structură deschisă este constituită numai din conexiuni «serie» şi / sau «paralel».
O structură fundamentală deschisă minimală este formată din două elemente conectate în
serie (fig.III.2), a căror funcţionalitate este definită prin următoarele:
 Subsistemul principal, S1, realizează dependenţa mărimii de ieşire y de mărimea de

comandă m; în cazul sistemelor tehnice, S1 este o instalaţie tehnologică.
 Subsistemul de comandă, S2, realizează dependenţa mărimii de intrare / ieşire (în

S1 / din S2) m, de mărimea de intrare u; se spune că S1 este comandat de S2 şi sistemul
în ansamblu se numeşte sistem de comandă.

De regulă S1 este dat şi se doreşte realizarea unui
anumit transfer uy. În acest scop se adaugă S2, creat

special, astfel încât ansamblul să realizeze transferul
u  y. Aici trebuie să se ţină seama de faptul că (în
special) asupra subsistemului S1 acţionează perturbaţia
w care tinde să modifice transferul uy. Ca urmare,

mărimea u trebuie modificată (de către un operator uman, prin care se realizează de fapt o
reacţie negativă; a se vedea I.2) astfel încât să se diminueze efectul lui w asupra lui y.

Exemplul 1.2 (generatorul electric de c.c.)

Ca sistem cu structură deschisă se consideră şi se analizează generatorul electric de c.c.
a cărui schemă este prezentată în fig.III.3. În conformitate cu notaţiile din figură, pentru

regimul staţionar, se pot scrie relaţiile:

sss Riey  (circuitul indusului) (a1)

e ks s s   (tensiunea electromotoare) (a2)

exexiLs  (fluxul de excitaţie) (a3)

rex

ex
ex RR

u
i s

s 
 (curentul de excitaţie), (a4)

în care indicele s simbolizează regimul
staţionar. Eliminând es, s şi iexs între (a1) –
(a4) rezultă:

ys= y0 – Ris, )./( rexexex0 RRuLky ss   (a5)

Relaţia (a5) este caracteristica statică a
generatorului, fig.III.4 (dreapta 1). Valoarea lui
y0 – tensiunea de «mers în gol» – poate fi

modificată prin variaţia tensiunii de excitaţie uexs
sau a rezistenţei Rr. În acest fel caracteristica
statică se poate deplasa pe verticală (paralel cu ea
însăşi) în scopul compensării efectului curentului
de sarcină is (perturbaţia) asupra tensiunii la

borne ys (fig. III.4, caracteristicile 2 sau 3).

Sistemul prezentat are structura deschisă. Subsistemul S1 este format de generator, iar

subsistemul S2 este o sursă de tensiune externă (uexs variabilă) sau reostatul Rr.

u
S2 S1

m
w

y

Fig.III.2. Structură fundamentală deschisă
minimală
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Fig.III.3. Schema generatorului electric de c.c.
(exemplul 1.2); uex– tensiunea de excitaţie (mărimea

de intrare), y – tensiunea la borne (mărimea de
ieşire), i – curentul de sarcină (perturbaţia)
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Fig.III.4. Caracteristica statică a generatorului
electric de c.c. (exemplul 1.2)
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Principiul compensaţiei. Pentru diminuarea, sau întărirea efectului perturbaţiei w
asupra mărimii de ieşire y se poate introduce un subsistem S3 (fig.III.5) prin care se
realizează o dependenţă suplimentară adecvată a mărimii de comandă m de perturbaţia w
(conexiune feed-forward). Soluţia clasică în acest sens constă în introducerea, prin S3 a
efectului lui w (aditiv sau substractiv) asupra lui m, aşa cum se arată în fig.III.5. Se obţine
astfel un sistem de comandă care funcţionează pe principiul compensaţiei (sau principiul
Poncelet). Se remarcă faptul că sistemul obţinut are în continuare o structură deschisă.

Exemplul 1.3 (generatorul electric de c.c.; aplicarea principiului compensaţiei)

În cazul generatorului electric de c.c. (fig.III.3) soluţia de aplicare a principiului
compensaţiei constă în introducerea unui electromagnet (fig.III.6, bobina 1, piesa fero-
magnetică mobilă 2 şi resortul antagonist 3) care acţionează cursorul reostatului (fig.III.6,

reostatul 4 şi tija 5). Bobina electromagnetului este conectată în serie cu indusul şi cu
rezistenţa de sarcină. Curentul de excitaţie în regim staţionar este dat de ecuaţia (a4) în care

reostatul de reglare este descris de:

,rexr sikrR  (b1)

deoarece la creşterea / scăderea curentului is
piesa 2 se deplasează spre dreapta / stânga
realizându-se astfel o scădere / creştere a lui
Rr; variaţia lui Rr este proporţională şi de sens
opus aceleia a lui is. Ca urmare, eliminând es,

s, iexs şi Rr între ecuaţiile (a1) – (a4) şi (b1) se

obţine caracteristica statică:

    .rexexexex0 sss RiikrRrRyy  (b2)

Se observă că primul termen din membrul
doi depinde de curentul de sarcină is. De exemplu, la creşterea / scăderea lui is acest termen
creşte / scade. Această creştere / scădere poate compensa (mai mult sau mai puţin) creşterea
/ scăderea termenului R is (ecuaţia (b2), membrul doi). În acest fel ys poate fi menţinut
aproximativ constant într-o vecinătate a unui punct de funcţionare dat, fig.III.7.

Trebuie subliniat că raţionamentul de mai sus se bazează pe ipoteza că R = constant,
ceea ce nu are loc în general. Într-adevăr, R (rezistenţa indusului) depinde de temperatură
care poate varia între limite largi. Orice variaţie a lui R produce o variaţie a lui Ris (în

ecuaţia (b2)). Simpla compensare după perturbaţia is nu mai are acum nici un efect deoarece

Fig.III.5. Structura fundamentală deschisă în care se
aplică principiul compensaţiei (feed-forward)

Fig.III.6. Schema generatorului electric de c.c. cu
aplicarea principiului compensaţiei (exemplul 1.3)
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Fig.III.7. Caracteristica statică a generatorului electric
de c.c. cu aplicarea principiului compensaţiei

(exemplul 1.3)
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de această dată variaţia lui Ris se datorează lui R şi nu lui is. Pentru a realiza o compensare a

efectului variaţiei lui R ar fi necesară măsurarea lui R şi materializarea unei relaţii între iexs şi
R. Aplicarea consecventă a principiului compensaţiei ar conduce la soluţii similare pentru 
(viteza unghiulară a rotorului) etc., ceea ce, practic poate fi prea complicat. 

1.2. Sisteme cu structură închisă; principiul abaterii

Acestea sunt reuniuni de elemente cuplate funcţional astfel încât cel puţin în cazul unui
element component mărimea sa de intrare este determinată, direct sau indirect, de mărimea
sa de ieşire. Cu alte cuvinte structurile închise conţin conexiuni «cu reacţie».

O structură fundamentală închisă minimală este formată din trei elemente în conexiune
«cu reacţie»: două elemente înseriate pe calea directă şi un element pe calea de reacţie
(fig.III.8). Funcţionalitatea acestor elemente este definită prin următoarele:
 Subsistemul principal, S1, realizează dependenţa mărimii de ieşire y de mărimea de

comandă m; în cazul sistemelor tehnice S1 este o instalaţie tehnologică.
 Subsistemul de reacţie, S2, realizează transferul informaţional y yr, yr fiind mărimea de

reacţie.
 Subsistemul decizional, S3, elaborează o decizie privind evoluţia mărimii de comandă

m pe baza mărimilor de intrare yp şi de reacţie yr în conformitate cu un anumit

algoritm. Transferul (yp, yr)  m trebuie să asigure realizarea unui anumit transfer
yp y în condiţiile în care acesta este perturbat de w.

Se observă că m depinde de ambele mărimi de intrare: yp şi w. Efectiv orice variaţie a
lui y, indiferent de cauza care a provocat-o (în speţă yp şi / sau w, variaţii ale parametrilor
sistemului sau cauze care din varii motive nu sunt incluse în modelul matematic, dar care
sunt prezente în sistemul real) are ca urmare, prin S2, S3, modificarea lui m şi implicit a lui y.

yr

S3

ymyp

w

S2

S1

u

+

S2

w
ym

a

yr

yp
S3

S1


Fig.III.8. Structură fundamentală închisă
minimală

Fig.III.9.Structura fundamentală închisă minimală; yr se aplică
cu [–] (reacţia negativă) sau cu [+] (reacţia pozitivă)

Efectul variaţiei lui y asupra lui însuşi poate fi de semn contrar (reacţie negativă) sau de
acelaşi semn (reacţie pozitivă) cu variaţia lui y.

Un caz particular uzual este acela în care S3 realizează transferul a m, cu a  u  yr şi
yp u, fig.III.9. Semnul [–] defineşte reacţia negativă, iar semnul [+] defineşte reacţia pozitivă.

1 Reacţia negativă; principiul abaterii

În cazul sistemelor automate, atunci când y variază într-un sens, S3 determină prin m o
variaţie de sens contrar a lui y. Evident, în această situaţie sistemul este înzestrat cu o
reacţie negativă. Variaţia de sens contrar a lui y trebuie să fie bine dozată ca valoare şi
viteză astfel încât să se evite amorsarea unor oscilaţii neamortizate sau prea slab amortizate,
adică să se asigure transferuri yp  y şi w  y de calitate acceptabilă (de exemplu carac-

terizabile prin indicii de calitate definiţi pe baza răspunsului indicial (a se vedea II.7.1).
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Principiul abaterii. Pentru a = u – yr (fig.III.9) sistemul conţine o conexiune cu reacţie
negativă. Mărimea a se numeşte abaterea dintre u (de regulă proporţional cu yp) şi yr (de
regulă proporţional cu y). Se spune că sistemul automat lucrează pe principiul abaterii (sau
principiul Watt) a cărui formulare este următoarea:

Orice variaţie a lui y, indiferent de cauza care a provocat-o, este urmată
întotdeauna, datorită reacţiei negative, de o acţiune a întregului sistem în
sensul diminuării sau chiar anulării abaterii a. Se mai spune că însăşi existenţa
unei variaţii a abaterii (indiferent de cauza care a provocat-o) are ca efect
evoluţia sistemului automat în sensul diminuării sau chiar al anulării abaterii.

Trebuie remarcat faptul că principiul abaterii poate asigura o comportare mai bună a
sistemelor în comparaţie cu principiul compensaţiei. În cazul principiului abaterii se obţine
o diminuare sau chiar anularea abaterii a, indiferent care este cauza care a produs variaţia
lui a, prin simpla existenţă a reacţiei negative după mărimea de ieşire y şi a transferului
a m de formă adecvată. Implicit are loc şi o stabilizare a sistemului, respectiv se asigură
anumite calităţi ale transferurilor yp y şi w y din punctul de vedere al BIBO-stabilităţii.

În cazul principiului compensaţiei, compensarea efectului perturbaţiilor (este vorba de w
dar şi de variaţiile imprevizibile ale parametrilor sistemului) asupra mărimii de ieşire y
necesită măsurarea efectivă a acestor perturbaţii şi materializarea unei relaţii adecvate şi
foarte precise între mărimea de comandă m şi respectivele perturbaţii. O soluţie practică
bazată pe această idee este complicată şi cu rezultate nu întotdeauna acceptabile în
comparaţie cu soluţia aplicării principiului abaterii.

În unele aplicaţii, cum ar fi reglarea automată a tensiunii generatoarelor (de c.c. sau de
c.a. sincrone) se utilizează atât principiul abaterii cât şi principiul compensaţiei (după
curentul de sarcină). O astfel de soluţie oferă o oarecare flexibilitate în stabilirea formei
caracteristicii statice ys = f(is).

Exemplul 1.4 (generatorul electric de c.c.; aplicarea principiului abaterii)

În cazul generatorului electric de c.c.
(fig.III.3) soluţia de aplicare a principiului
abaterii constă în introducerea unui
electromagnet (fig.III.10, bobina 1, piesa
feromagnetică mobilă 2 şi resortul antagonist
3) care acţionează cursorul unui reostat
(fig.III.10, reostatul 4 şi tija  5). Bobina
electromagnetului este conectată în paralel cu
indusul şi cu rezistenţa de sarcină Rc. În acest

caz curentul de excitaţie în regim staţionar este
exprimat de relaţia (a4) de la exemplul 1.3, în
care reostatul de reglare este descris de
ecuaţia:

,rexr sykrR  (c1)

deoarece la creşterea / scăderea tensiunii ys
piesa 2 se deplasează spre stânga / dreapta;
variaţia lui Rr este proporţională cu a lui ys.

iex




e
R y

i

32

4

5
1

uex Rex Lex
Rc

Rr

Fig.III.10. Schema generatorului electric de c.c. cu
aplicarea principiului abaterii (exemplul 1.4)

ys

is

y0

Fig.III.11. Caracteristica statică a generatorului
electric de c.c. după aplicarea principiului abaterii
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Ca urmare, eliminând es, s, iexs şi Rr între ecuaţiile (a1) – (a4), (b1) şi (c1) se obţine
caracteristica statică:

y sy0 (Rexrex ) / (Rexrexk ry s )–Ri s (c2)

Se observă că primul termen din membrul doi depinde de ys. De exemplu, la creşterea
lui is acest termen trebuie să se mărească într-o anumită măsură. Acest lucru şi satisfacerea
ecuaţiei (c2) sunt posibile prin micşorarea adecvată a lui ys. Graficul funcţiei implicite
definite de (c2) este reprezentat în fig.III.11. Se trage concluzia că este posibilă menţinerea
lui ys la o valoare aproximativ constantă într-o vecinătate a unui punct de funcţionare dat.

Spre deosebire de soluţia prezentată la exemplul 1.3 (bazată pe principiul compensaţiei),
în cazul sistemului din fig.III.10 orice variaţie a parametrilor sistemului este urmată de
acţiunea sistemului în sensul diminuării abaterii. De exemplu, orice variaţie a tensiunii ys

(datorată variaţiei rezistenţei R a indusului în funcţie de temperatură, variaţiei turaţiei  a
motorului etc.) are ca urmare deplasarea piesei 2, respectiv a cursorului reostatului Rr,

modificarea adecvată a curentului iex şi în final variaţia t.e.m. e astfel încât să aibă loc o
revenire a tensiunii ys la o valoare apropiată aceleia iniţiale.

Valoarea prescrisă (de referinţă) a tensiunii la borne se poate modifica prin forţa
exercitată de resortul 3.

Soluţia de combinare a principiului abaterii şi a principiului compensaţiei constă în
utilizarea unui electromagnet cu două bobine: una conectată în paralel cu indusul şi cealaltă
conectată în serie cu indusul. 

2 Reacţia pozitivă
În cazul sistemelor cu structură închisă (fig.III.8) este posibil ca, atunci când y variază

într-un sens, S3 să determine prin m o variaţie de acelaşi sens a lui y. În această situaţie
sistemul este înzestrat cu o reacţie pozitivă. Variaţia de acelaşi sens a lui y poate amorsa
oscilaţii întreţinute sau chiar neamortizate, ceea ce înseamnă că reacţia pozitivă poate
determina o evoluţie spre limita de stabilitate sau chiar o comportare instabilă a sistemului.

Pentru a = u + yr, în care a nu mai are semnificaţia de abatere, sistemul conţine o
conexiune cu reacţie pozitivă (fig.III.9).

Exemplul 1.5 (maşina cu vapori – generator de oscilaţii mecanice)

Maşina cu vapori, reprezentată schematic în fig.III.12, este exemplul tipic de sistem cu
reacţie pozitivă. Maşina cu vapori, inventată de J. Watt, este un convertor de energie. Ea
transformă energia termică a aburului viu în energie mecanică. Această transformare are loc
în cilindrul maşinii cu vapori prin destinderea aburului viu şi deplasarea pistonului într-un
sens sau în celălalt (după cum destinderea aburului are loc de o parte sau de cealaltă parte a
pistonului). Dacă destinderea aburului are loc în mod alternativ de o parte şi de cealaltă a
pistonului, acesta execută o mişcare de «du-te – vino» care se transformă (prin biela AB) într-o
mişcare de rotaţie a volantului. Problema pe care o rezolvat-o J. Watt a fost aceea a alimentării
cu abur viu, în mod alternativ, a celor două camere (de volum variabil) pe care le formează
pistonul în interiorul cilindrului. Prin legătura informaţională CD, sertarul, în mişcarea sa
de «du-te – vino», se deplasează adecvat (corelat) cu mişcarea pistonului, astfel încât, în
timp ce aburul viu pătrunde prin orificiul neobturat de sertar în camera al cărei volum se
măreşte (prin destinderea aburului), aburul uzat din camera al cărei volum se micşorează
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este evacuat în atmosferă prin orificiul
aflat sub sertar. Evident bielele AB şi CD
nu sunt în acelaşi plan, astfel că ele se
pot mişca fără a se perturba reciproc.
Decalajul unghiular dintre punctele A şi
C trebuie realizat astfel încât atunci când
pistonul se mişcă spre dreapta sertarul să
nu obtureze orificiul de admisie din
stânga (situaţia din fig.III.12), iar atunci
când pistonul se mişcă spre stânga
sertarul să nu obtureze orificiul de
admisie din dreapta. În acest fel sistemul este înzestrat cu o reacţie pozitivă. Efectiv, însăşi
mişcarea pistonului, prin legătura informaţională CD care asigură distribuţia adecvată a
aburului, determină deplasarea sa de «du-te – vino» şi implicit mişcarea de rotaţie a
volantului. Un rol important în menţinerea acestei mişcări îl are volantul care este un
acumulator (capacitiv) de energie cinetică.

Este uşor de observat că plasarea punctului C în poziţia diametral opusă, C’ (fig.III.12),
schimbă caracterul reacţiei în sistem şi anume ea devine negativă. În această situaţie
mişcarea pistonului nu mai este posibilă.

Maşina cu vapori aparţine deja istoriei tehnicii. Dar soluţia de realizare a distribuţiei
aburului a fost preluată mutatis mutandis la motoarele cu ardere internă. La acestea legătura
informaţională, care materializează reacţia pozitivă, este realizată prin lanţul cinematic de la
arborele cotit la axul cu came până la supape (la motoarele Diesel se adaugă sistemele de
injecţie a combustibilului şi de evacuare a gazelor arse, iar la motoarele Otto se adaugă sistemele
de distribuţie a amestecului aer – combustibil, de aprindere prin scânteie şi de evacuare a gazelor
arse).

Exemplul 1.6 (amplificatorul electronic ca generator de oscilaţii electrice)

În sfera sistemelor electrice sistemul tipic cu reacţie pozitivă este oscilatorul electronic.
Exemplul clasic este amplificatorul electronic cu triodă cu reacţie pozitivă (oscilatorul),
fig.III.13 (trebuie subliniat faptul că oscilatoarele de mare putere din domeniul radiofoniei
se realizează şi în prezent cu tuburi electronice).

În cazul schemei din fig.III.13 reacţia pozitivă se realizează prin cuplajul inductiv dintre
circuitul anodic şi circuitul grilei. Se ştie că electronii emişi de catod (K) se deplasează spre
anod (A) şi că grila (G), prin potenţialul ug,
poate frâna (în cazul grilei negativate) sau
accelera (în cazul grilei pozitivate) fluxul de
electroni în mişcare de la catod la anod. La
punerea schemei sub tensiune curentul anodic
iA creşte (de la zero) astfel că (la o conectare

adecvată a secundarului transformatorului T
(care conţine un element derivator; cf. II.7.2.e,
inclusiv exemplul 7.5), în conformitate cu
legea inducţiei, grila se pozitivează. Aceasta
determină creşterea în continuare a
curentului anodic iA, fenomenul auto-menţinându-se prin pozitivarea grilei până când iA
atinge valoarea de saturaţie, rămânând constant. Acum tensiunea la bornele secundarului
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volant

piston

abur viu

sertar

cilindru
B

D

abur uzat

Fig.III.12. Schema maşinii cu vapori – sistem cu reacţie
pozitivă (exemplul 1.5)
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Fig.III.13. Schema oscilatorului electronic cu triodă 
sistem cu reacţie pozitivă (exemplul 1.6)
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transformatorului este nulă, respectiv dispare pozitivarea prin transformator a grilei. Ceea
ce urmează în mod firesc este micşorarea curentului anodic iA. Conform legii inducţiei are
loc o negativare a grilei, ceea ce determină o reducere a curentului anodic, fenomenul auto-
menţinându-se prin negativarea grilei până când iA atinge valoarea reziduală (foarte mică),
rămânând constant. Acum tensiunea la bornele secundarului transformatorului este din nou
nulă, respectiv dispare negativarea prin transformator a grilei. Ceea ce urmează este o
creştere a curentului anodic ş.a.m.d. Este clar că sistemul este un generator de oscilaţii. Un
rol important în menţinerea procesului oscilatoriu, pe lângă reacţia pozitivă, care este
esenţială, îl are condensatorul C care este un acumulator (capacitiv) de energie electrică
(similarul volantului în cazul maşinii cu vapori – fig.III.12) şi valoarea medie a
potenţialului grilei (stabilită prin ug0 – fig.III.13). Trebuie remarcat faptul că la conectarea
inversă a secundarului transformatorului se schimbă caracterul reacţiei în sistem şi anume
ea devine negativă. În acest caz sistemul nu mai oscilează.

Oscilatoarele electronice cu tranzistori sunt realizate prin aplicarea a unor soluţii
similare (mutatis mutandis) cu cea utilizată în cazul oscilatorului electronic cu triodă. 

Din examinarea modului de acţiune şi al efectelor celor două tipuri de reacţie se pot
formula următoarele două reguli generale:

 Reacţia negativă are efect stabilizant.
 Reacţia pozitivă are efect destabilizant.



2. Sisteme automate monovariabile
Un sistem automat monovariabil se caracterizează prin una sau mai multe mărimi de

intrare, o mărime de ieşire şi – fapt esenţial – o singură cale de reacţie între mărimea de
ieşire şi una din mărimile de intrare. Mărimea de intrare şi mărimea de ieşire implicate în
realizarea reacţiei negative se mai numesc respectiv mărimea prescrisă (sau de referinţă) şi
mărimea reglată. Celelalte mărimi de intrare au de regulă caracter perturbator şi se numesc
perturbaţii. Nota distinctă a perturbaţiilor este că ele acţionează mai mult sau mai puţin
imprevizibil şi independent de sistemul automat şi / sau de voinţa operatorului uman (care îl
utilizează / supervizează). În contrast, mărimea prescrisă este accesibilă operatorului uman,
care o modifică în funcţie de necesităţile tehnologice.

2.1. Schema bloc funcţională
Schema bloc funcţională a unui sistem automat monovariabil este reprezentată în

fig.III.14. Instalaţia automatizată (1) fiind cunoscută, proiectarea unui sistem automat
constă în alegerea dispozitivului de automatizare (7), cu toate elementele sale. Traductorul
(2) şi elementul de execuţie (6) se aleg (funcţional şi dimensional) în concordanţă cu
instalaţia automatizată, respectiv cu natura fizică şi gama de variaţie ale mărimilor y şi m. În
aceste circumstanţe elementele (1),
(2) şi (6) constituie partea fixată a
sistemului automat (fixată – în
sensul că este funcţional
prestabilită, dar nu în mod necesar
cu parametri fixaţi). Elementul de
execuţie (6) conţine în mod
obişnuit un amplificator de putere
(m poate fi o deplasare de
translaţie sau de rotaţie, o tensiune
electrică sau un curent electric
etc.) care face posibilă conducerea
instalaţiei automatizate (transferul
m  ~ y). Traductorul (2)

converteşte mărimea reglată y în
mărimea de reacţie yr (cu precizie conformă exigenţelor stipulate în tema de proiectare), dar
astfel încât yr să fie de aceeaşi natură fizică cu u, fiind astfel posibilă comparaţia între u şi
yr în comparatorul (4). În ceea ce priveşte regulatorul (5), care materializează legea de
reglare (algoritmul de reglare), experienţa acumulată până în prezent în domeniul
automaticii indică tipul de regulator (ca structură şi ca realizare tehnologică) pentru
categoriile uzuale de sisteme automate utilizate în tehnică. Structura regulatorului fiind
astfel stabilită, problema de rezolvat este aceea a alegerii valorilor celor mai adecvate ale
parametrilor (ajustabili) ai regulatorului astfel ca sistemul automat să realizeze indicii de
calitate impuşi prin tema de proiectare.

Elementul de prescriere (referinţă) (3) are un dublu rol: pe de o parte constituie o
interfaţă între operatorul uman şi sistemul automat (yp este de regulă poziţia unghiulară a
unui ax, acţionabil manual, al unui potenţiometru etc., prevăzut cu un ac indicator şi scală
gradată în unitatea de măsură a lui y); pe de altă parte converteşte pe yp (care în fond este
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Fig. III.14. Schema bloc funcţională a unui sistem automat
monovariabil; 1 – instalaţia automatizată, 2 – traductorul,
3 – elementul de prescriere (referinţă), 4 – comparatorul,

5 – regulatorul, 6 – elementul de execuţie, 7 – dispozitivul de
automatizare, 8 – partea fixată; yp şi y – mărimile prescrisă (de
referinţă) şi reglată, yr – mărimea de reacţie, u – mărimea prescrisă

adaptată (comparabilă cu yr), a – abaterea, x – mărimea de
comandă, m – mărimea de execuţie, w – perturbaţia
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poziţia unghiulară a axului unui potenţiometru etc.) în mărimea prescrisă (de referinţă)
adaptată u, care trebuie să fie de aceeaşi natură fizică cu mărimea de reacţie yr, fiind astfel
posibilă obţinerea abaterii:

a = u – yr

cu ajutorul comparatorului (4).
Din punct de vedere constructiv elementul de prescriere (referinţă) (3), comparatorul (4)

şi regulatorul (5) constituie de regulă o singură unitate (un modul constructiv). Această
unitate este astfel realizată încât operatorul uman are posibilitatea modificării mărimii
prescrise (de referinţă) şi a parametrilor ajustabili ai regulatorului.

Din punctul de vedere al realizării tehnologice, cele mai frecvent utilizate sunt
regulatoarele electronice (analogice sau numerice) şi, cu destinaţie specială – regulatoarele
pneumatice (de exemplu în industria petrochimică).

Este evident că sistemul automat cu schema bloc funcţională din fig.III.14 funcţionează
pe principiul abaterii (a se vedea 1.2.1o). Trebuie subliniat şi reţinut că pentru aprecierea
calităţilor unui sistem automat (în speţă precizia de reglare în regim staţionar şi în regim
tranzitoriu) cea mai potrivită mărime nu este abaterea a. Această afirmaţie pare
surprinzătoare având în vedere că, în conformitate cu principiul abaterii, sistemul automat
tinde să-şi diminueze sau să-şi anuleze propria abatere a. Ţinând însă seama de scopul
pentru care se realizează un sistem automat, mărimea care în mod natural este cea mai
potrivită pentru aprecierea calităţii (preciziei) este

e = yp– y,

adică eroarea dintre mărimea prescrisă (de referinţă) şi mărimea reglată. În general,
e  a

şi în plus eroarea nu este nici generată şi nici nu acţionează în cadrul sistemului automat.
Eroarea este o mărime virtuală, foarte utilă în analiza, sinteza (proiectarea) şi

aprecierea calităţii (preciziei) unui sistem automat. O analiză detaliata a preciziei
sistemelor automate, bazată pe noţiunea de eroare, se prezintă în subcapitolul 5.

Exemplul 2.1 (sistem de reglare automată a turaţiei)

Pentru ilustrarea noţiunii de schemă bloc funcţională se consideră cu schema funcţional
– tehnologică reprezentată în fig.III.15.

Instalaţia automatizată este constituită de motorul electric de c.c. cu excitaţie separată (M).
Modelul matematic corespunzător a fost obţinut în subcapitolul II.2 (exemplele 2.1 – 2.3).

Ca traductor de turaţie se foloseşte un tahogenerator (TG). Acesta este un generator
electric de c.c. cu excitaţie separată, de construcţie specială şi de foarte mică putere,
caracterizat de relaţia intrare – ieşire:

ut kt,

în care kt este o constantă.
Elementul de prescriere este constituit de un potenţiometru (P) pentru care, într-o primă

aproximaţie, se poate scrie:

up kpp,

în care kp este o constantă.
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Funcţia elementului de comparaţie este realizată prin conectarea în opoziţie a ieşirii
potenţiometrului (P) şi a indusului tahogeneratorului (TG), astfel că pentru abaterea a
se poate scrie:

a  up – ut.

Regulatorul (R) este de tip electronic (analogic). Uzual acesta realizează o lege de
reglare de tip PID (adică funcţia de transfer este de tip PID, a se vedea II.7.8; detalii
privind modul de realizare a regulatoarelor electronice analogice se vor prezenta în
cap.IV).

Elementul de execuţie este format din dispozitivul de comandă pe grilă (DCG) şi
puntea redresoare (cu tiristoare) comandată (PRC). Dispozitivul de comandă pe grilă
converteşte tensiunea continuă uc într-un tren de impulsuri (de frecvenţă 2f, f fiind

frecvenţa tensiunii ualim) de fază  dependentă de uc conform relaţiei liniarizate:

   kguc,

în care kg este o constantă. Impulsurile astfel obţinute se aplică pe grilele tiristoarelor
punţii redresoare comandate (PRC). Relaţia dintre u şi  este neliniară, dar într-o primă
aproximaţie (considerând că u şi  sunt mici variaţii în jurul unui punct de funcţionare)
se poate scrie:

u  k,

în care u este valoarea medie a tensiunii pulsatorii v (fig. III.15) şi k este o constantă.
Pentru funcţionarea normală a sistemului sunt necesare o serie de elemente

suplimentare: transformatorul de putere (T), care asigură alimentarea cu energie
electrică (cu asigurarea decuplării galvanice faţă de reţeaua electrică) a punţii
redresoare comandate (PRC) şi a circuitului de excitaţie a motorului (prin puntea
redresoare (PR)), şi sursa stabilizată (SS), care asigură alimentarea la tensiune continuă
stabilizată a potenţiometrului (P), a circuitului de excitaţie a tahogeneratorului (TG), a
regulatorului (R) şi a dispozitivului de comandă pe grilă (DCG). Operatorul uman are
posibilitatea să modifice valoarea mărimii prescrise (de referinţă) p de la
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Fig.III.15. Schema funcţional – tehnologică a sistemului de reglare automată a turaţiei motorului electric de c.c.
(ex. 2.1); M – motor, TG – tahogenerator, P – potenţiometru de prescriere (scala în unităţi de turaţie), R –

regulator, DCG – dispozitiv de comandă pe grilă, PRC – punte redresoare comandată ( imp. – impulsuri de
comandă, v – tensiune pulsatorie la ieşire); elemente auxiliare: T – transformator de putere, PR – punte

redresoare, SS – sursă stabilizată, voltmetre: V – scala în unităţi de turaţie, Va – cu scala în unităţi procentuale
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potenţiometrul P (cu scala gradată în unităţi de măsură a turaţiei) şi să o compare cu
valoarea mărimii reglate  , indicată de voltmetru V (cu scala gradată în unităţi de
măsură a turaţiei), conectat la bornele indusului tahogeneratorului (TG). Pentru afişarea
valorii abaterii a se utilizează voltmetrul Va (magnetoelectric, cu zero la mijlocul
scalei) conectat direct la bornele de intrare ale regulatorului (R). Scala acestui
voltmetru poate fi gradată în volţi şi / sau în procente din valoarea maximă posibilă a
abaterii.

În ipoteza că se realizează:
kp = kt

(lucru posibil prin prelucrarea corespunzătoare a tensiunii ut), atunci se obţine:

a  kp(p – ),

în care p – este eroarea dintre turaţia prescrisă (de referinţă) şi turaţia reglată
(reală). În acest caz scala gradată în procente (a voltmetrului care măsoară abaterea)
exprimă şi eroarea relativă procentuală dintre p şi .

Funcţionarea sistemului de reglare automată a turaţiei se poate lesne explica pe baza
principiului abaterii. Într-adevăr dacă are loc o variaţie într-un sens a abaterii a,
oricare ar fi cauza care a provocat-o (variaţia mărimii prescrise (de referinţă) p,

variaţia cuplului de sarcină (perturbaţia) m care produce variaţia mărimii reglate ,
variaţii ale parametrilor sistemului (cele mai importante fiind: ale tensiunii de
alimentare a transformatorului T şi ale rezistenţei indusului în funcţie de temperatură,
toate având efecte asupra mărimii reglate ), regulatorul (conform legii de reglare),
dispozitivul de comandă pe grilă şi puntea redresoare comandată produc o variaţie de
acelaşi sens a tensiunii u. Urmează o variaţie de acelaşi sens a turaţiei , ceea ce, prin
reacţia negativă, conduce la diminuarea sau chiar la o variaţie de sens contrar (faţă de
cea iniţială) a abaterii:

a  p – 

 Prin alegerea adecvată a valorilor parametrilor regulatorului se poate asigura ca
procesul de diminuare sau chiar de anulare a abaterii să se caracterizeze prin valori
acceptabile ale indicilor de calitate definiţi pe baza răspunsului indicial (a se vedea
II.7.1). 

2.2. Schema bloc structurală standard

De regulă elementele din schema bloc funcţională a unui sistem automat monovariabil au
funcţii de transfer cunoscute. Pot exista şi excepţii în care unii coeficienţi ai polinoamelor
unora dintre aceste funcţii de transfer sunt incerţi (adică definiţi pe anumite intervale din R)
sau chiar necunoscuţi. Este cazul unora dintre funcţiile de transfer ale instalaţiei automatizate
şi/sau al funcţiei de transfer a regulatorului (înainte de stabilirea valorilor parametrilor
ajustabili).

În aceste condiţii fiecărui element din schema bloc funcţională (fig.III.14) i se poate
asocia câte o relaţie de transfer (cu funcţii de transfer corespunzătoare).

Aplicând regulile de la II.2.2 şi 2.3 se obţine schema bloc structurală standard a unui
sistem automat monovariabil, fig.III.16.

Transferul intrare – ieşire al sistemului din fig.III.16 este descris de ecuaţia:
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Y s G s G s Y s G s W sp p w( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 0 (2.1)

în care:

)()(1

)(
)(0 sGsG
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t

 (2.2)

.
)()(1

)(
)(0 sGsG

sGsG
t

w
w 

 (2.3)

Semnificaţiile funcţiilor de transfer
Gp(s), G(s), Gw(s) şi Gt(s) sunt prezentate
în fig.III.16. În plus trebuie reţinut că:

),()()()( sGsGsGsG IAER (2.4)

în care GR(s) este funcţia de transfer a
regulatorului, GE(s) este funcţia de transfer a elementului de execuţie şi GIA(s) este
funcţia de transfer a instalaţiei automatizate (partea situată pe calea directă).

Este de la sine înţeles că toate proprietăţile unui sistem automat sunt direct legate de
ecuaţia (2.1) şi de funcţiile de transfer (2.2) şi (2.3).

Exemplul 2.2 (sistem de reglare automată a turaţiei; continuare))

Pentru ilustrarea noţiunii de schemă bloc structurală standard a unui sistem automat
monovariabil se consideră sistemul de reglare automată a turaţiei motorului electric de c.c.
de la exemplul 2.1.

Modelul matematic al motorului electric de c.c. a fost obţinut în subcap.II.2 (exemplele
2.1, 2.2 şi 2.3) şi schema bloc structurală are forma din fig.II.20. Pe calea directă a
conexiunii «cu reacţie», conform schemei bloc funcţionale din fig.III.14, se găsesc:
 elementul de transfer de la u la  (descris de GIA(s)) al motorului (fig.II.20),

 al regulatorul – descris de funcţia de transfer GR(s), şi
 al elementului de execuţie (format din dispozitivul de comandă pe grilă şi puntea

redresoare comandată) – descris de funcţia de transfer:

GE (s) = kgk.

În aceste circumstanţe schema bloc structurală standard din fig.III.16 se caracterizează
prin următoarele funcţii de transfer:
 pentru transferul a  ~  al căii directe (relaţia (2.4)):

,
))((

)()(
213

2
kkkJsRLs

kskGksG Rg 


 pentru transferul m  ~  al motorului (fig.II.20):

,
))((

)(
213 kkkJsRLs

RLssGw 




+
+

Gw (s)

Gt (s)

G(s)

W(s)

Yp(s)
U(s) A(s) Y(s)

–
Gp(s)

Fig.III.16. Schema bloc structurală standard a unui
sistem automat monovariabil; Gp(s) – funcţia de transfer a
elementului de prescriere; G(s) – funcţia de transfer a căii

directe; Gw(s) – funcţia de transfer a perturbaţiei;
Gt(s) – funcţia de transfer a traductorului (căii de reacţie)
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 la care, conform celor expuse la exemplul 2.1, se adaugă, pentru elementul de
prescriere (referinţă):

G s kp p( ) ,

şi respectiv pentru traductor:

G s kt t( )  .

Cu aceste rezultate şi cu relaţiile (2.2) şi (2.3) se obţin:
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3. Implicaţii ale principiului abaterii
De regulă Gp(s)  kp  constant (în schema din fig.III.16), adică U(s) este proporţională

cu Yp(s). Din acest motiv şi pentru simplificarea analizei care urmează se are în vedere că
nu este necesară întotdeauna o distincţie expresă între Yp(s) şi U(s). Cu alte cuvinte rolul

mărimii prescrise (de referinţă) Yp(s) poate fi jucat şi de pandantul ei U(s), exceptând
situaţiile în care contextul şi scopul analizei implică în mod explicit introducerea în discuţie
a elementului de prescriere, respectiv a ecuaţiei:

).()()( sYsGsU pp (3.1)

3.1. Ecuaţia abaterii; premise pentru realizarea principiului abaterii
În conformitate cu schema bloc structurală standard a unui sistem automat monovariabil

(fig.III.16) se pot scrie următoarele ecuaţii:
)()()()( sYsGsUsA t (3.2)

).()()()()( sWsGsAsGsY w (3.3)

Eliminând Y(s) între ecuaţiile (3.2) şi (3.3) rezultă:
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numită ecuaţia abaterii.
Abaterea are două componente: una determinată de mărimea prescrisă U(s) şi cealaltă

de perturbaţia W(s). Corespunzător se disting două funcţii de transfer ale abaterii:
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aferentă mărimii prescrise U(s), şi
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aferentă perturbaţiei W(s).
S-a arătat la 1.2.1 că în virtutea principiului abaterii însăşi existenţa unei variaţii a

abaterii (indiferent de cauza care a provocat-o) are ca efect evoluţia sistemului automat în
sensul diminuării sau chiar anulării abaterii. Având în vedere ecuaţia (3.4), această
evoluţie depinde de U(s) şi W(s) dar şi de structura şi parametrii sistemului automat
conform funcţiilor de transfer (3.5) şi respectiv (3.6). Se poate afirma că în general A(s)  0.
În contrast, situaţia ideală (prin care se ţine seama de principiul abaterii într-o formă limită
ideală) este aceea în care:

A s( ) . 0 (3.7)

Întrucât în general U s( )  0 şi W s( ) , 0 rezultă că (3.7) este satisfăcută numai dacă:
G sau( ) , 0 (3.8)

G saw( ) . 0 (3.9)

Evident, în cazul sistemelor automate reale condiţiile (3.8) şi (3.9) nu au loc. O abordare
realistă a acestei probleme constă în slăbirea condiţiei (3.7) şi anume sub forma:
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A s( ) – acceptabil de mic, (3.10)

ceea ce, corespunzător condiţiilor (3.8) şi (3.9), conduce la:
G sau( ) – acceptabil de mic, (3.11)

G saw( ) – acceptabil de mic. (3.12)

Pe baza examinării funcţiilor de transfer (3.5) şi (3.6), se observă că acestea au acelaşi
numitor:

F s G s G st( ) ( ) ( ), 1 (3.13)

în care G(s)Gt(s) este funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis (sau în buclă
deschisă) (a se vedea şi II.2.2.3) şi G(s) este funcţia de transfer a căii directe (din cadrul
conexiunii «cu reacţie»).

În aceste circumstanţe se trage concluzia că:
F s( ) – suficient de mare (3.14)

constituie premisa satisfacerii condiţiilor (3.11) şi (3.12).
Condiţia (3.14) poate fi îndeplinită prin alegerea corespunzătoare a funcţiei de transfer

G(s) în (3.13). G(s) fiind constituită din mai mulţi factori (relaţia (2.4)), printre care şi
GR(s) (funcţia de transfer a regulatorului), rezultă că satisfacerea condiţiei (3.14) poate fi
realizată prin alegerea adecvată a lui GR(s) şi anume astfel încât:

G s G st( ) ( ) – suficient de mare. (3.15)

3.2. Semnificaţia funcţiei F(s) pentru stabilitatea sistemului automat

Pentru a evidenţia semnificaţia funcţiei F(s), se consideră schema bloc din fig.III.16 în
varianta din fig.III.17, în care U(s)  0, W(s)  0 şi legătura de la comparator la elementul
descris de G(s) este întreruptă.

Conform fig.III.17 se aplică Ã(s) la intrarea elementului descris de G(s) şi se evaluează
diferenţa Ã(s) – A(s), în care A(s) este mărimea de ieşire a comparatorului. Se pot scrie

ecuaţiile:
),(~)()()( sAsGsGsA t (3.16)

).()]()(1[)()(
~

sAsGsGsAsA t (3.17)

Din (3.13) şi (3.17) rezultă:
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ceea ce permite ca F(s) să se numească funcţia de transfer diferenţă a reacţiei. Aceasta
evidenţiază efectul buclei deschise conform fig.III.17 şi poate fi utilizată pentru explicarea
evoluţiei sistemului după închiderea buclei în schema din fig.III.17 (adică A(s)  Ã(s)).

În momentul închiderii buclei prin comutatorul C, fig. III.17, situaţia cea mai
nefavorabilă din punctul de vedere al evoluţiei lui ã(t)  a(t) în urma transferului prin bucla
închisă este aceea în care G(s)Gt(s) produce o schimbare de semn, respectiv a(t) este de
acelaşi semn cu ã(t) imediat înaintea închiderii buclei.

La închiderea buclei sunt posibile următoarele două cazuri:
1 |A(s)|  |Ã(s)| , (3.19)

ceea ce, conform relaţiei (3.16), implică în mod necesar:

 A(s)

 Ã(s)

G(s)

Gt (s)

Y(s)

_

C

Fig.III.17. Pentru evidenţierea semnificaţiei
funcţiei F(s)
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.1)()( sGsG t (3.20)

Închiderea buclei în situaţia (3.19), respectiv (3.20), are ca urmare |A(s)|  |Ã(s)|0.
Sistemul în buclă închisă are o comportare stabilă.

2 |A(s)|  |Ã(s)| , (3.21)
ceea ce, conform relaţiei (3.16), implică în mod necesar:

G s G st( ) ( ) . 1 (3.22)

Închiderea buclei în situaţia (3.21), respectiv (3.22), nu are ca urmare |A(s)|  |Ã(s)|0.
Sistemul în buclă închisă are o comportare la limita stabilităţii sau instabilă.

Este clar că funcţia F(s) (în subsidiar G(s)Gt(s), respectiv GR(s)), are un rol esenţial în
asigurarea stabilităţii sistemului în bucla închisă. Funcţia de transfer G(s)Gt(s) (respectiv

GR(s)) trebuie astfel aleasă încât să aibă loc (3.20) – corespunzător unei comportări stabile.

Comparând (3.15) cu (3.20) este uşor de remarcat că pot exista unii sC pentru care
condiţiile (3.15) şi (3.20) pot fi contradictorii, ceea ce înseamnă că nu se pot asigura
simultan o abatere acceptabil de mică (relaţia (3.10)) şi o comportare stabilă.

Întrucât asigurarea stabilităţii este prioritară, rezultă că rezolvarea acestei contradicţii
constă în alegerea funcţiei de transfer G(s)Gt(s) (respectiv GR(s)) astfel încât (3.15) şi
(3.20) să fie satisfăcute (pentru s  C adecvaţi), în cadrul unui compromis acceptabil.

3.3. Abaterea staţionară
Majoritatea sistemelor automate monovariabile (fig.III.16) utilizate în tehnică

funcţionează pe durate relativ mari de timp (comparativ cu constantele de timp ale
sistemului) în regim staţionar deoarece u(t) şi w(t) sunt funcţii constante pe porţiuni. În
acest context valoarea abaterii staţionare poate oferi indicaţii asupra calităţii sistemului.

Se consideră că yp(t), u(t) şi w(t) sunt funcţii treaptă, adică:
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Utilizând (3.4), cu (3.24) şi (3.25), şi teorema valorii finale (Anexa A.1.2.b.3o) se poate scrie:
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(3.26)

În general as  0.

Un caz particular remarcabil este acela în care G(s) are un pol în origine (în s = 0; există
o componentă integratoare (I) pe calea directă, de exemplu în regulator). Atunci |G(0)| = +
şi cum în mod uzual Gt(0), Gw(0) sunt finite, din (3.26) se obţine:

as  0. (3.27)

Acest rezultat, pe lângă importanţa practică deosebită, ilustrează virtuţile principiului
abaterii atunci când, suplimentar faţă de reacţia negativă, sistemul automat are o
componentă integratoare (I) pe calea directă. Fireşte, este posibil ca această componentă
integratoare să aibă efecte nedorite asupra BIBO-stabilităţii sistemului automat. Pentru a
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evita acest lucru, G(s) poate fi înzestrat în continuare (prin GR(s)) cu poli şi zerouri astfel
localizaţi încât să se asigure BIBO-stabilitatea (a se vedea III.4) dar şi menţinerea
rezultatului (3.27).

3.4. Efectul perturbaţiei; caracteristica statică
Transferul intrare – ieşire al sistemului automat cu schema din fig.III.15 este descris de

ecuaţia (2.1), cu (2.2) şi (2.3). În ipoteza că sistemul funcţionează pe durate relativ mari de
timp în regim staţionar, o posibilitate de apreciere a efectului valorii staţionare ws a

perturbaţiei asupra valorii staţionare ys a mărimii reglate o oferă caracteristica statică:

ys f(ws).

Se consideră că yp(t) şi w(t) sunt funcţii treaptă de forma (3.23) şi (3.25). Utilizând
(2.1), în care se consideră numai semnul [+] între termenii din membrul drept deoarece semnul
real se consideră inclus în G0w(s) (respectiv în Gw(s)), şi teorema valorii finale (Anexa
A.12.b.3o) se poate scrie:
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respectiv:

,00 ss wSyy  (3.28)

în care (utilizând (2.2) şi (2.3)):
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Ecuaţia (3.28) reprezintă caracteristica statică intrare – ieşire a sistemului automat.
Graficul este reprezentat în fig.III.18; y0 se numeşte valoarea de mers în gol a mărimii
reglate (se obţine pentru ws  0) şi S0 este statismul (panta) caracteristicii statice.

Exceptând cazul S0  0, orice variaţie a perturbaţiei ws determină o variaţie corespunzătoare
a mărimii reglate.

De regulă y0 şi S0 pot fi modificate între anumite limite cu ajutorul lui yps şi a unor
parametri ai regulatorului astfel încât caracteristica statică să fie conformă cu cerinţele
tehnologice.

În situaţia în care G(s) are un pol în origine (în s = 0; există o componentă integratoare
(I) pe calea directă, de exemplu în regulator) se obţine |G(0)|  . Întrucât Gp(0)Gt(0) şi
Gw(0) sunt finite, din (3.29) şi (3.30) rezultă respectiv y0yps şi S0  0. Aceasta înseamnă
că (3.28) devine:

y ys ps . (3.31)

Ecuaţia (3.31) arată că mărimea reglată este invariantă în raport cu perturbaţia.
Rezultatul (3.31) se corelează cu (3.27). Se spune că polul în origine al funcţiei de transfer a
căii directe (componenta integratoare (I) pe calea directă, de exemplu în regulator) asigură
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rejecţia perturbaţiei (invarianţa mărimii reglate în raport cu perturbaţia) în regim staţionar.
Forma caracteristicii statice prezintă o importanţă specială în cazul mai multor sisteme

automate monovariabile care funcţionează interconectat la ieşire, astfel încât mărimile de
ieşire sunt egale între ele şi perturbaţia totală este suma perturbaţiilor parţiale. Ca exemple
tipice se pot aminti: generatoarele electrice (cu reglarea automată a tensiunii) conectate în
paralel, generatoarele de abur (cu reglarea automată a presiunii) conectate la o conductă de
abur comună, motoarele electrice de tracţiune (cu reglarea automată a turaţiei) cuplate
mecanic (în cazul locomotivelor – prin roţile de tracţiune şi calea de rulare).

În cazul interconectării la ieşire a două
sisteme automate monovariabile caracteristicile
statice au ecuaţiile:

10101 ss wSyy  (3.32)

20202 ss wSyy  (3.33)

şi graficele din fig.III.19.
Caracteristica statică echivalentă a

ansamblului celor două sisteme automate
interconectate la ieşire are ecuaţia (3.28) în care
perturbaţia totală este:

w w ws s s 1 2 . (3.34)

Eliminând ws1 şi ws2 între ecuaţiile (3.32) – (3.34) se obţine (3.28) în care:
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 (3.35)

Din (3.32), (3.33) şi fig.III.19 rezultă că perturbaţia totală ws se repartizează între
sistemele componente conform cu (3.34) dar şi în funcţie de parametrii y01, S01 şi y02, S02 ai

celor două caracteristici statice. Modificarea acestor parametri conduce la schimbarea
repartiţiei perturbaţiilor parţiale ws1 şi ws2 între sisteme, conform relaţiei (3.34). Orice
variaţie a perturbaţiei totale ws (repartizată între sistemele componente) are ca urmare,

conform ecuaţiei (3.28), cu (3.35), o variaţie corespunzătoare a mărimii reglate ys.
În cazul în care sistemul 1 are o componentă integratoare (I) pe calea directă (un pol în

origine, de exemplu în regulator), rezultă S01 = 0. Ecuaţia (3.32) devine:
ys  ysp1 (3.36)

iar ecuaţia (3.33) rămâne neschimbată. Graficele sunt prezentate în fig.III.20.

0

1, ec. (3.32)

ws

ws1 ws2 ws= ws1+ ws2

y01

y02

y0

ys
2,
ec. (3.33)

1+2,
ec. (3.28), (3.35)

ys

0

ys

ws

ws1 ws2 ws= ws1+ ws2

ys = yps
1, ec.(3.36),

S01=0

1+ 2, ec.(3.36)

2, ec.(3.33)

y02

Fig.III.19. Caracteristicile statice pentru două sisteme
automate, ambele cu statism negativ, interconectate la

ieşire

Fig.III.20. Caracteristicile statice a două sisteme
automate, unul cu statism nul şi celălalt cu statism

negativ, interconectate la ieşire

0

S0 = 0

ws

S0 < 0

S0 > 0

ws

 ys

 ys

 y0

Fig.III.18. Caracteristica statică ys= f(ws) a unui

sistem automat monovariabil (ecuaţia (3.28));
pentru S0 = 0, ys este invariant în raport cu ws



III. Proprietăţile sistemelor automate106

Din (3.35), (3.28) şi S01 = 0 rezultă că (3.36) este în acelaşi timp şi ecuaţia caracteristicii
statice echivalente a ansamblului celor două sisteme interconectate la ieşire. Se asigură
rejecţia perturbaţiei în regim staţionar în sensul că mărimea reglată ys este invariantă în

raport cu perturbaţia totală ws. Aceasta se repartizează între sistemele componente în modul

deja prezentat. Pentru y01 = const. şi ws = const. modificarea repartiţiei perturbaţiilor
parţiale ws1 şi ws2 este posibilă numai prin parametrii y02 şi S02 ai celui de al doilea sistem.

În cazul în care ambele sisteme automate au câte o componentă integratoare (I) pe calea
directă, rezultă S01  S02  0 şi ecuaţiile (3.32) şi (3.33) devin:

., 21 psspss yyyy  (3.37)

Sistemul de ecuaţii (3.37) este (matematic) imposibil, exceptând cazul:
y yps ps1 2 . (3.38)

Deşi condiţia (3.38) rezolvă problema existenţei unei soluţii a sistemului (3.37), din
punct de vedere practic condiţia (3.38) nu este nicidecum satisfăcătoare, deoarece ea trebuie
realizată foarte precis şi în plus variaţii oricât de mici ale valorilor prescrise (de referinţă)
yps1 şi yps2 conduc la (3.37) cu:

.21 psps yy  (3.39)

În cazul unor sisteme automate reale interconectate la ieşire, de exemplu în cel al unor
generatoare electrice de c.c. (cu reglare automată de tensiune) conectate în paralel, situaţia
(3.37), (3.39) trebuie evitată deoarece lipsa unei repartizări controlate a perturbaţiei între
sistemele automate poate conduce la depăşirea limitelor normale de funcţionare. Referitor
la exemplul a două generatoare electrice, una dintre maşinile electrice (şi anume cea a cărei
mărime prescrisă (de referinţă) este mai mică) intră în regim de motor electric. O astfel de
situaţie este anormală având în vedere că respectiva maşină electrică este antrenată de un
motor termic care ar trebui să-i asigure funcţionarea în regim de generator electric.

Exemplul 3.1 (sistem de reglare automată a turaţiei; continuare)

Se consideră sistemul de reglare automată a turaţiei motorului electric de c.c. de la
exemplele 2.1 şi 2.2 (fig.III.15). Se cere să se determine caracteristica statică s  f(ms) în
următoarele cazuri: a) regulator P; b) regulator PI; c) regulator P şi aplicarea principiului
compensaţiei.

Conform rezultatelor de la exemplele 2.1 şi 2.2 şi relaţiilor (3.29) şi (3.30), funcţiile
de transfer care trebuie avute în vedere sunt:
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În Gw(s) a fost inclus şi semnul [–] deoarece cuplul de sarcină m > 0 crescător determină
o scădere a vitezei unghiulare .
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Caracteristica statică a sistemului considerat are ecuaţia:
s0 S0ms

a) Funcţia de transfer a regulatorului P este GR(s)  kR. Conform cu (3.29) şi (3.30) se obţine:

 0
2

3 1 2 2
0

3 1 2 2


 
 

 

k k k k k

Rk k k k k k k k
S

R

Rk k k k k k k k
p g R

t g R
ps

t g R
, .

Statismul S0 poate fi modificat cu ajutorul parametrului acordabil kR între limitele:

 pentru kR = 0, S0–R / (Rk3k1k2 ) , care este panta caracteristicii statice a
motorului (fără automatizare);

 pentru kR+, S00.

O dată ales statismul prin valoarea lui kR , valoarea de mers în gol, 0, se stabileşte prin
valoarea prescrisă (de referinţă) ps.

b) Funcţia de transfer a regulatorului PI este GR(s)  kR1/T1s ; rezultă
GR(0)  . Conform relaţiilor (3.29) şi (3.30) se obţine: 0  (kpp s ) /k t , S0  0.

Prin prelucrarea adecvată a tensiunii ut, se poate realiza kp kt, ceea ce implică
0  ps. Se obţine caracteristica statică: s  ps, care asigură rejecţia perturbaţiei în

regim staţionar, adică invarianţa mărimii reglate (viteza unghiulară s) de perturbaţie
(cuplul de sarcină ms) în regim staţionar.

c) Aplicarea principiului compensaţiei constă, ca soluţie de principiu, în introducerea
unui traductor de cuplu de sarcină (TC se montează pe axul dintre motor şi maşina
acţionată), cu funcţia de transfer Gtm(s) ktm,, şi a unui amplificator (A), cu funcţia de
transfer Gam(s) kam , conform schemei din fig.III.21 (se adaugă în schema din fig.III.15).

Funcţiile de transfer G(s), Gp(s), Gt(s) şi G0(s), cu GR(s) kR, rămân neschimbate.
Datorită legăturii de la m la uc (fig.III.21) funcţia de transfer Gw(s), ţinând seama şi de
fig.II.20, devine:
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În aceste condiţii 0 are expresia de la
punctul a. În schimb, conform formulei
(3.30), S0 are acum expresia
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Fig.III.21. Aplicarea principiului compensaţiei la
exemplul 3.1, punctul c; R – regulator, DCG –
dispozitiv de comandă pe grilă, PRC – punte

redresoare comandată (a se vedea şi fig. III.15)

Statismul S0 poate fi modificat între limite relativ largi cu ajutorul parametrului ajustabil

kam  R, ceea ce asigură flexibilitate în stabilirea formei caracteristicii statice s  f(m s ).

Soluţiile b, c asigură rejecţia perturbaţiei în regim staţionar. Deosebirea între ele este
remarcabilă. Rejecţia b este structurală: prin reacţia negativă şi componenta integratoare în
regulator, independent de parametrii sistemului. Rejecţia c este parametric – structurală:
prin parametrul kam = R/ktmkgk2k care asigură compensarea efectului perturbaţiei, dar
dependent de parametrii R, ktm, kg , k2, k care, practic, nu toţi sunt efectiv constanţi. 
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3.5. Senzitivitatea la variaţia parametrilor
Sistemele dinamice, oricare ar fi natura lor, se află sub influenţa mediului în care

funcţionează. Ca urmare parametrii lor se modifică în timp conform schimbării în timp a
factorilor mediului ambiant.

În cazul sistemelor cu structură deschisă variaţiile parametrilor influenţează direct
transferul întrare – ieşire, respectiv mărimea de ieşire.

Spre deosebire de această situaţie, în cazul sistemelor dinamice cu structură închisă, cu
reacţie negativă, variaţiile parametrilor sunt sesizate de sistem datorită variaţiei
subsecvente a abaterii. Sistemul, funcţionând pe principiul abaterii, adică acţionând în
sensul diminuării sau chiar al anulării abaterii, determină efectiv micşorarea abaterii.
Consecinţa este o reducere a efectului variaţiilor parametrilor asupra mărimii de ieşire. O
astfel de comportare nu are loc în cazul sistemelor dinamice cu structură deschisă.

În cazul sistemelor automate (fig.III.16), în ipoteza:

1 1  G s G s G s G st t( ) ( ) ( ) ( ) (3.40)
(admisă prin (3.15)) şi conform relaţiei (2.1), cu (3.1), pentru W(s)  0, se poate scrie:
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Ipoteza (3.40) şi rezultatul (3.41) au drept consecinţă faptul că Y(s) este afectat cel mai
mult de variaţiile parametrilor traductorului şi într-o măsură mult mai mică de cele ale
parametrilor elementelor de pe calea directă. Iată de ce trebuie acordată o atenţie deosebită
calităţii tuturor elementelor care constituie un sistem automat (fig.III.14), cu un accent
special în ceea ce priveşte calitatea traductorului. Acesta trebuie să aibă precizia
specificată în tema de proiectare şi parametri cât mai constanţi în timp, respectiv cât mai
puţin dependenţi de factorii mediului ambiant. În aceste circumstanţe, se poate afirma că,
sub aspectul calităţii, un sistem automat nu poate fi în nici un caz mai bun decât traductorul
pe care respectivul sistem îl conţine.

Pentru evaluarea / aprecierea senzitivităţii unui sistem automat în raport cu variaţiile
parametrilor se utilizează funcţiile de senzitivitate ale sistemului automat.

În scopul introducerii cât mai naturale a acestor funcţii, se face mai întâi o comparaţie
între efectele variaţiilor parametrilor în cazurile sistemelor cu structură deschisă şi respectiv
închisă (cu reacţie negativă).

În cazul unui sistem dinamic cu structură deschisă descris de ecuaţia:

),()()( sUsGsY  (3.42)

se are în vedere că datorită variaţiei parametrilor funcţia de transfer G(s) devine
G(s)G(s). Variaţia G(s) produce la ieşire variaţia Y(s), care, în virtutea liniarităţii, se
exprimă prin:

).()()( sUsGsY   (3.43)

În cazul unui sistem automat (sistem cu structură închisă, cu reacţie negativă) descris de
ecuaţia (2.1) (cu W(s)  0, pentru simplificare), înlocuind G(s) cu G(s)G(s) se obţine:
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Pentru )()( sGsG  din (3.44) se obţine:
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Comparând (3.45) cu (3.43) rezultă că efectul lui G(s) asupra lui Y(s) este mult mai
redus în cazul sistemelor automate, mai ales atunci când are loc (3.15).

1 Senzitivitatea la variaţia parametrilor căii directe
Pentru a implica considerentul de ordin comparativ deja enunţat şi pentru a exclude

influenţa mărimii U(s), senzitivitatea S0
G a unui sistem automat la variaţia parametrilor căii

directe se defineşte sub forma raportului dintre variaţia relativă a funcţiei de transfer a
sistemului automat şi variaţia relativă a funcţiei de transfer a căii directe. Se poate scrie:
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Trecând la limită pentru G 0 se obţine:
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Desigur că, într-o formă corespunzător adaptată, definiţia (3.46) poate fi utilizată şi în
cazul unui sistem dinamic cu structură deschisă. Se scrie:
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Senzitivitatea este o funcţie de variabilă complexă. Aprecierea efectivă a gradului de
senzitivitate se face cu ajutorul valorilor funcţiei de senzitivitate. Valoarea nulă a modulului
ei arată că sistemul corespunzător este insenzitiv la variaţia parametrilor; o valoare strict
pozitivă indică un anumit grad de senzitivitate la variaţia parametrilor. În aceste
circumstanţe (3.47) arată că un sistem cu structură deschisă are o senzitivitate ridicată la
variaţia parametrilor.

Având în vedere ecuaţia (2.1) a transferului intrare – ieşire, în mod similar cu (3.46), se
defineşte şi funcţia de senzitivitate a sistemului automat pentru calea perturbaţiei:
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În cazul sistemului automat descris de (2.1), cu (2.2) şi (2.3), aplicând (3.46) şi (3.48) se
obţin respectiv:
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În ipoteza (3.40) rezultă S0
G0 şi |S0w

G |1 care indică o senzitivitate foarte mică
respectiv mare în raport cu variaţia parametrilor căii directe.

2 Senzitivitatea la variaţia parametrilor căii perturbaţiei
De această dată este vorba de variaţiile parametrilor funcţiei de transfer Gw care devine

GwGw. G0(s) nu depinde de Gw(s). În acest caz se defineşte numai senzitivitatea:
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Aplicând (3.51) funcţiei de transfer (2.3) rezultă:
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ceea ce indică o senzitivitate ridicată.
3 Senzitivitatea la variaţia parametrilor căii de reacţie
Se au în vedere variaţiile parametrilor traductorului, ceea ce înseamnă că funcţia de

transfer Gt devine GtGt. În acest caz se pot defini următoarele două funcţii de
senzitivitate:
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În cazul sistemului automat descris de (2.1), cu (2.2) şi (2.3), aplicând (3.53) şi (3.54) se
obţin respectiv:
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În ipoteza (3.40) rezultă că S SGt
w

Gt
0 0 1  , ceea ce denotă o senzitivitate ridicată la

variaţia parametrilor căii de reacţie.
Relaţiile (3.49), (3.50), (3.51), (3.55) şi (3.56) explicitează în fond noi aspecte ale

principiului abaterii. În acest sens trebuie subliniat că:
 senzitivitatea transferului u  ~ y al unui sistem automat în raport cu

variaţia lui G (evaluată prin S0
G, relaţia (3.49)), este de regulă redusă;

 în acelaşi timp, senzitivităţile evaluate prin S0w
G, S0w

Gw, S0
Gt şi S0w

Gt pot avea

valori semnificative.
Iată de ce în situaţiile în care se ştie că anumiţi parametri ai unui sistem automat se
modifică în timp, sub acţiunea factorilor de mediu sau a altor cauze, este necesar să se
adopte soluţii de proiectare care asigură reducerea senzitivităţii, dar fără ca prin aceasta să
se reducă peste limitele admisibile calităţile de BIBO-stabilitate (a cărei implicare este
intrinsecă deoarece toate funcţiile de senzitivitate au la numitor F = 1 + GGt; a se vedea
paragraful 3.2.)

Exemplul 3.2 (sistem de reglare automată a turaţiei; continuare)

Se consideră sistemul de reglare automată a turaţiei motorului electric de c.c. (cu
regulator P) de la exemplul 3.1. În situaţia în care parametrul k (factorul de amplificare al
punţii redresoare comandate, dependent de tensiunea reţelei electrice de alimentare) se
modifică în timp, se cere să se studieze funcţiile de senzitivitate S0

k şi S0w
k pentru regimul

staţionar şi să se găsească valoarea parametrului acordabil kR al regulatorului de tip P care

asigură valori acceptabile ale funcţiilor S0
k şi S0w

k.
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Conform rezultatelor de la exemplul 3.1, funcţiile de transfer G0(0) şi G0w(0) necesare
determinării celor două funcţii de senzitivitate se pot obţine din caracteristica statică de la
exemplul 3.1, punctul a. Acestea au expresiile: G0(0)  akRk/(bckRk), G0w(0)  R/(bckRk)

în care s-au utilizat notaţiile: a  kgk2, b  R k3k1k2 şi c  kt a, cu a  0, b  0, c  0.
Conform cu relaţiile (3.49) şi (3.50) rezultă:

S0
kb / (bckRk), |S0w

k |ckRk / (bckRk),

care, în mod evident, satisfac identitatea S0
k |S0w

k |1. Graficele corespunzătoare sunt
reprezentate în fig.III.22.

Dacă se acordă o importanţă egală celor două funcţii de senzitivitate, atunci soluţia
corespunzătoare este: S0

k |S0w
k | din care rezultă: kRkb /c .

Pentru k[kmin, kmax] în care kmin şi kmax sunt cunoscute, rezultă că valoarea de
acordare a lui kR se poate alege:
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minmax
maxmin kkc

b
kkk RRR 

Este relativ uşor de observat că soluţia S0
k |S0w

k | corespunde minimului funcţionalei:

f(k)  [(S0
k )2  |S0w

k |2]/2

Într-adevăr, se poate scrie:

,0)(
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 kckb
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bck

dk

kdf
R

R

R

din care rezultă soluţia deja obţinută: k k b cR  .
În general se poate considera funcţionala:

f(k)  ((S0
k )2   |S0w

k |2)/2,

în care  > 0,  > 0, cu  + = 1, sunt coeficienţi de
ponderare prin care se acordă o importanţă diferită celor două funcţii de senzitivitate.

În aceste condiţii din:

df (k) /dkbckR[–ab (1–)ckRk] / (bckRk)30,

rezultă: k k ab cR  ( ) ,1  cu  ( , ),0 1 fixat. Valoarea de acordare a lui kR se poate
alege:

kR  (kRmin  kRmax)/2  b(1/kmax  1/kmin)/2(1  ) c. 

3.6. Efectul zgomotelor
S-a arătat în paragraful precedent că, pentru a obţine o senzitivitate redusă la variaţia

parametrilor elementelor de pe calea directă (a conexiunii cu reacţie negativă), este necesar
ca elementul de pe calea de reacţie negativă (traductorul) să fie de foarte bună calitate (cu
variaţii foarte reduse ale parametrilor). În cadrul posibilităţilor tehnice de realizare a unor
traductoare de foarte bună calitate, soluţia uzuală constă în miniaturizare, respectiv în
conceperea şi construirea unor dispozitive care procesează semnale de foarte mică putere.
Micşorarea puterii utile procesate de traductoare nu poate fi nelimitată deoarece aceste
semnale pot deveni comparabile cu aşa numitele zgomote.

S0
k

k

1

0

|S0w
k
|

S0
k
, |S0w

k
|

Fig.III.22. Graficele funcţiilor de
senzitivitate la exemplul 3.2.
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În mod generic (şi metaforic), prin zgomote se înţeleg fenomene perturbatoare, de
natură stohastică, cu cele mai diverse origini, care se manifestă de regulă inerent, inevi tabil
şi independent de semnalele utile, în înseşi componentele fizice din care sunt constituite
sistemele reale. Ele sunt produse de surse naturale sau de alte sisteme tehnice (ca efecte
secundare, de regulă neintenţionate) şi după natura fizică pot fi: electrice, mecanice,
fluidice etc.

Sursele de zgomot sunt de mare diversitate şi se pot aminti aici câteva dintre cele mai
importante: agitaţia termică (a atomilor şi electronilor), radiaţiile radioactive, radiaţia
cosmică, undele electromagnetice (radio, comunicaţii cu fir, linii de transport de energie)
receptate accidental (de componentele unui sistem automat) prin efect de antenă sau prin
inducţie.

În circuitele electronice cea mai importantă sursă de zgomot este agitaţia termică a
electronilor. Din acest motiv se mai vorbeşte şi despre zgomotul termic din dispozitivele şi
circuitele electronice. El se manifestă în toate elementele de circuit pasive sau active
(rezistenţe, joncţiuni etc.). Valoarea eficace a tensiunii la recepţie a unui zgomot termic es te
dată de formula lui Nyquist:

  ],[2 12 VffkTRE 

în care k = 1,37·10-3Ws/grad este constanta lui Bolzman, T este temperatura absolută, R
este rezistenţa şi f2 – f1 este banda de frecvenţe la recepţie.

Dacă zgomotele au nivele comparabile cu semnalele utile, acestea din urmă sunt
perturbate în sensul că informaţia utilă este mai mult sau mai puţin falsificată de zgomote.

Trebuie remarcat faptul că zgomotele se manifestă în mod normal în toate elementele
unui sistem automat, dar ele au un efect perturbator evident numai în acele elemente în care
se procesează semnale utile de nivel redus, comparabil cu nivelul zgomotelor. Din acest
punct de vedere elementul cel mai defavorizat este traductorul, motiv pentru care în scopul
evaluării efectului zgomotelor asupra unui sistem automat se adoptă schema bloc
structurală din fig.III.23, în care sursa de zgomot este plasată la ieşirea traductorului.

Din această schemă rezultă că efectul zgomotului
Z(s) poate fi comparabil cu al mărimii (prescrise)
U(s), fapt confirmat de relaţia intrare – ieşire:

)()()()()( 00 sZsGsUsGsY 

sau de expresia abaterii:

  .)()(
)()(1

1
)( sZsU

sGsG
sA

t



 (3.57)

Dacă se realizează condiţia (3.15) şi pentru acei s pentru care |Z(s)| are valori mari,
atunci cea de a două componentă din (3.57), cauzată de zgomot, poate fi redusă la valori
acceptabile. Este însă de domeniul evidenţei că principalul mijloc de reducere a efectului
zgomotului constă în reducerea lui |Z(s)| prin conceperea şi construcţia unor traductoare de
foarte bună calitate şi cu zgomot (propriu sau receptat din alte dispozitive sau sisteme) cât
mai redus.

+ –

++Z(s)

  U(s) A(s)

G t (s)

Y(s)
G(s)

Fig.III.23. Schema bloc structurală pentru
evaluarea efectului zgomotului
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4.1. Polii şi zerourile sistemului automat
Se au în vedere schema bloc structurală standard din fig.III.16 şi ecuaţia transferului

intrare – ieşire (2.1), cu (2.2), (2.3), în care Gp(s)  kp, aşa cum s-a arătat în alineatul
introductiv de la începutul subcap.3.

În legătură cu funcţiile de transfer (2.2) şi (2.3) se ţine seama că:
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w
w  (4.3)

în care:
P(s) este polinomul polilor căii directe,
Pa(s) este polinomul polilor instalaţiei automatizate şi
Pb(s) este polinomul polilor regulatorului şi elementului de execuţie;
Q(s) este polinomul zerourilor căii directe,
Qa(s) este polinomul zerourilor instalaţiei automatizate (Pa(s) şi Qa(s) sunt relativ

prime) şi
Qb(s) este polinomul zerourilor regulatorului şi elementului de execuţie (Pb(s) şi Qb(s)

sunt relativ prime);
Pt(s) este polinomul polilor căii de reacţie;
Qt(s) este polinomul zerourilor căii de reacţie (Pt(s) şi Qt(s) sunt relativ prime);

Qw(s) este polinomul zerourilor căii perturbaţiei (Pa(s) şi Qw(s) sunt relativ prime).

În aceste circumstanţe din (2.2), (2.3), cu (4.1) – (4.3), rezultă respectiv:
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în care:

)()()()()(0 sQsQsPsPsP tt  (4.6)

este polinomul polilor sistemului automat,

)()()(0 sPsQsQ t (4.7)

este polinomul zerourilor sistemului automat pentru transferul u  ~ y, şi:
)()()()(0 sPsPsQsQ btww  (4.8)

este polinomul zerourilor sistemului automat pentru transferul w  ~ y.
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Din (4.7) şi (4.8) rezultă respectiv următoarele:
a) mulţimea zerourilor sistemului automat pentru transferul u  ~ y este egală

cu reuniunea mulţimii zerourilor căii directe şi a mulţimii polilor căii de reacţie;
b) mulţimea zerourilor sistemului automat pentru transferul w  ~ y este egală

cu reuniunea mulţimii zerourilor căii perturbaţiei, a mulţimii polilor regulatorului
şi elementului de execuţie şi a mulţimii polilor căii de reacţie.

Spre deosebire de această situaţie, din (4.6) rezultă că:
c) mulţimea polilor sistemului automat este în general diferită de reuniunea mulţimii

polilor căii directe, a mulţimii căii de reacţie, a mulţimii zerourilor căii directe şi a
mulţimii zerourilor căii de reacţie.

Se spune că reacţia negativă alocă polii şi (parţial) zerourile sistemului automat. În
privinţa zerourilor se poate afirma că zerourile căii directe şi ale căii perturbaţiei sunt
invariante în raport cu reacţia negativă deoarece aceste zerouri se regăsesc (nemodificate)
ca zerouri ale sistemului automat respectiv pentru transferurile u  ~ y şi w  ~ y.

Alocarea efectivă a polilor sistemului automat se realizează cu ajutorul anumitor
parametri ajustabili ai căii directe (în speţă ai regulatorului) şi ea are ca scop localizarea
polilor sistemului automat astfel încât să se asigure în primul rând BIBO-stabilitatea şi
apoi, în funcţie de cerinţele tehnologice, valori acceptabile pentru indicii de calitate.

În acest context, din (4.4), (4.5) şi respectiv (4.7), (4.8) rezultă că indicii de calitate, în
general, nu pot avea valori identice pentru transferurile u  ~ y şi w  ~ y care au
aceeaşi poli, deoarece zerourile sistemului automat pentru cele două transferuri sunt în general
diferite şi în consecinţă şi răspunsurile indiciale corespunzătoare sunt diferite.

În cazul particular în care traductorul este un element de tip P, adică:
,)( tt ksG  (4.9)

din relaţiile (4.4) – (4.8) se obţin următoarele:

,
)()(

)(

)(

)(
)(

0

0
0 sQksP

sQ

sP

sQ
sG

t
 (4.10)

,
)()(

)()(

)(

)(
)(

0

0
0 sQksP

sPsQ

sP

sQ
sG

t

bww
w 

 (4.11)

)()()(0 sQksPsP t (4.12)

),()(0 sQsQ  (4.13)

).()()(0 sPsQsQ bww  (4.14)

Se constată că în cazul particular (4.9) se produc unele modificări ale concluziilor a – c.
Astfel, din (4.13) şi (4.14) rezultă respectiv:

a') mulţimea zerourilor sistemului automat pentru transferul u  ~ y este egală
cu mulţimea zerourilor căii directe;

b') mulţimea zerourilor sistemului automat pentru transferul w  ~ y este egală
cu reuniunea mulţimii zerourilor căii perturbaţiei şi a mulţimii polilor
regulatorului şi elementului de execuţie.

Similar cu afirmaţia c), din (4.12) rezultă că:
c') mulţimea polilor sistemului automat este în general diferită de reuniunea

mulţimii polilor căii directe şi a mulţimii zerourilor căii directe.
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Exemplul 4.1 (hodograful polilor)

Se consideră sistemul de reglare automată a turaţiei motorului electric de c.c. de la
exemplele 2.1 şi 2.2, în care R  0,15, L  0,01, J  300, k111,8, k2  11,5, k3  10, kg 
11,3, k  4,72, kp  kt  0,6 şi GR(s)  kR (regulator tip P). Se cere să se studieze
posibilitatea de alocare a polilor sistemului automat cu ajutorul parametrului acordabil kR.

Conform rezultatelor de la exemplul 2.2 se pot scrie funcţiile de transfer:
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Polinomul polilor sistemului automat are expresia:
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parcurg, pentru kR[0,+), hodograful din fig.III.24.

Rezultă că parametrul acordabil kR nu asigură o
alocare complet arbitrară a polilor s1,2, ci numai pe
segmentul  de  dreaptă  AB (poli  reali) şi pe dreapta

(d)

–7,52

A

–10,8

s2

B

–4,24

kR = Pl.s

kR =

 kR = 0  kR = 0

 kR = 0,087s1

Fig.III.24. Hodograful (locul geometric al)
polilor sistemului automat la exemplul 4.1

(d) (poli complex conjugaţi). Săgeţile indică sensul de parcurgere a hodografului atunci
când parametrul kR creşte de la 0 la +. 

4.2. BIBO-stabilitatea structurală
Cunoaşterea polinomului polilor (4.6) permite analiza BIBO-stabilităţii sistemului

automat. În acest scop se utilizează rezultatele prezentate în subcap.II.6.
Având în vedere că proprietăţile de BIBO-stabilitate ale sistemului automat depind de

parametrii acordabili ai regulatorului şi în general de toţi parametrii sistemului automat, o
problemă deosebit de importantă, inclusiv din punctul de vedere al alegerii regulatorului,
este aceea a BIBO-stabilităţii structurale.

Definiţia 1
Un sistem dinamic se numeşte structural BIBO-stabil dacă domeniul său de BIBO-

stabilitate parametrică este nevid. 
Procedura de determinare a domeniului de BIBO-stabilitate parametrică a fost expusă la

II.6.7. Determinarea efectivă a acestui domeniu pentru sisteme de ordin superior (mai mare
decât 3) şi cu număr mare de parametri acordabili implică un considerabil efort de calcul.
Este important ca în astfel de situaţii, înainte de aplicarea procedurii de la II.6.7, să se afle
dacă sistemul analizat este sau nu structural BIBO-stabil.

Se ştie că BIBO-stabilitatea unui sistem automat se analizează cu ajutorul polinomului
polilor (4.6). Funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis (a buclei deschise) este:

,
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sGsG t  (4.15)
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în care M(s) şi N(s) sunt două polinoame relativ prime între ele (adică nu au factori comuni,
respectiv dacă astfel de factori au existat, ei au fost deja simplificaţi).

Conform relaţiilor (4.1), (4.2) şi (4.6) rezultă că:
)()()( sQsQsM t (4.16)

)()()( sPsPsN t (4.17)

şi polinomul polilor sistemului automat are expresia:

).()()(0 sMsNsP  (4.18)

Introducând notaţiile:
)(grad sMm  (4.19)

)(grad sNn  (4.20)

şi admiţând că m  0 şi n > m, din (4.18) – (4.20) rezultă: grad P0(s)  n.

Teorema 1 (Aizerman  Gantmaher)

Sistemul în circuit deschis (buclă deschisă) reprezentat de (4.15) se caracterizează prin:
a) M(s) este polinom hurwitzian.
b) N(s) poate fi factorizat după cum urmează:
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în care p a i q b j r qi j     0 0 1 0 1 0, , , , , , , şi r  0 (în cazurile q = 0 şi / sau r = 0

au loc prin definiţie: 1)1(0
1

2  q
i sa şi / sau respectiv   0

1 1)1(r
j sb ), şi N1(s)

este polinom hurwitzian de grad n – , cu   p + 2q + r.
O condiţie necesară şi suficientă ca sistemul automat să fie structural BIBO-stabil este

ca să fie satisfăcute următoarele inegalităţi:
1 p + r  m + 1;

2 m, n şi  conform tabelului:

 m m  0 m – par m – impar

 - par n > 2 m + n >2 – 1 m + n > 2( – 1)
 - impar n > 2( – 1) m + n > 2( – 1) m + n >2 – 1 

Exemplul 4.2 (alegerea regulatorului)

Se consideră sistemul automat cu schema bloc structurală din fig.III.16 în care:
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Se cere să se determine GR(s) (funcţia de transfer a regulatorului) astfel încât sistemul
automat să fie structural BIBO-stabil.

Este evident că:
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Cazul I: GR(s) are toţi polii şi zerourile în {Re s < 0}. Rezultă p = 0, q = 1, r = 0,  =2.

Inegalitatea 1 din teorema 1 are forma: 0m1.
a. Se adoptă m = 0. Inegalitatea 2 din teorema 1 are forma: n > 4. Se adoptă n = 5, ceea ce

înseamnă că:

,)(
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k
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R
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în care numitorul este hurwitzian şi kR > 0.

b. Se adoptă m = 1. Inegalitatea 2 din teorema 1 are forma: n + 1 > 2. Se adoptă n = 2,
ceea ce înseamnă că:

GR(s )kR(s1) , kR0,   0.

Cazul II: GR(s) are un pol în s = 0, restul de poli şi toate zerourile fiind în {Re s < 0}.

Rezultă p = 1, q = 1, r = 0 şi  = 3. Inegalitatea 1o din teorema 1 are forma: 1  m + 1.
a. Se adoptă m = 0. Inegalitatea 2 din teorema 1 are forma : n > 4. Se adoptă n = 5,

ceea ce înseamnă că:
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 kR0, a0, b0.

b. Se adoptă m = 1. Inegalitatea 2 din teorema 1 are forma: n + 1 > 5. Se adoptă n = 5,
ceea ce înseamnă că:
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kR0,   0, a  0, b  0.

Cazul III: GR(s) se adoptă, fără a ţine seama de teorema 1, de exemplu de forma:
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Rezultă că:
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Matricea Hurwitz asociată acestui polinom este:
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din care rezultă: detH1 1/0, detH2– kRk/T20 şi detH3 (kRk1)detH2/T20.

Conform criteriului Hurwitz (teorema 7 de la II.6.4) sistemul automat este BIBO-instabil
pentru orice kR > 0 şi orice  > 0. În virtutea definiţiei 1 se poate spune că în acest caz
sistemul automat nu este structural BIBO-stabil.

Este evident că problema regulatorului, conform teoremei 1, nu are soluţie unică. Dintre
soluţiile de la cazurile I, II, cea mai simplă este aceea de la I.b (regulator PD).
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Din punctul de vedere al aplicaţiilor, simplitatea condiţiilor 1 şi 2 ale teoremei 1
permite formularea unor proceduri eficiente de alegere a funcţiei de transfer a regulatorului,
aşa cum s-a arătat la exemplului 4.2.

În acelaşi timp, teorema 1 confirmă, de această dată în mod riguros, una din calităţile
esenţiale ale reacţiei negative şi anume că aceasta are efect stabilizant (a se vedea 1.2.1).
Într-adevăr, conform relaţiei (4.21), sistemul în circuit deschis (format din G(s)Gt(s)) poate
fi BIBO-instabil (în cazurile în care cel puţin unul din numerele naturale p, q, r este nenul).
Cu toate acestea sistemul automat (în circuit închis, cu reacţie negativă), în condiţiile 1 şi
2 ale teoremei 1, este structural BIBO-stabil.

Un caz particular relativ frecvent întâlnit în aplicaţii se caracterizează prin q = 0, r = 0 şi
  p, cu p {0,1,2}. Teorema 1 se enunţă sub următoarea formă particulară.

Teorema 2

Funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis are expresia:
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în care k > 0, p {0,1,2} şi polinoamele bmsm…b1s1, ansn…a1s1 sunt hurwitziene

şi relativ prime între ele, cu p + n > m  0.
Sistemul automat este structural BIBO-stabil pentru:
a. p {0,1}.
b. p = 2, m  1.
D . Pentru p  {0,1,2}, condiţiile 1 şi 2 ale teoremei 1 se particularizează conform

tabelului:

p Condiţia 1 Condiţia 2
m = 0 m = 2,4,6,.... m = 1,3,5,...

0 m  0 n  1 m + n  0 m + n  0
1 m  0 n  0 m + n  0 m + n  1
2 m  1 – m + n  2 m + n  1

Rezultă că pentru p + n > m  0 şi p {0,1} toate inegalităţile sunt satisfăcute. Pentru
p = 2 condiţia 1 este m  1, pentru care condiţia 2 este de asemenea satisfăcută. 



5. Precizia unui sistem automat

5.1. Eroarea; implicaţii ale principiului abaterii
S-a arătat în subcap.3 că abaterea unui sistem automat, A(s), este produsă şi acţionează

efectiv în cadrul sistemului (fig.III.16), este determinată de U(s), W(s) şi Z(s) (fig.III.23) şi
în general este neidentic nulă. S-a prezentat şi s-a argumentat faptul că reacţia negativă are
efecte favorabile privind reducerea abaterii, în special a componentei sale determinată de
perturbaţia W(s).

În acest context este necesar să se afirme în mod explicit că o analiză pertinentă a
preciziei unui sistem automat trebuie să se bazeze pe noţiunea de eroare şi nu pe aceea de
abatere.

Prin eroarea e a unui sistem automat se defineşte diferenţa dintre mărimea prescrisă (de
referinţă) yp şi mărimea de ieşire y. Se scrie:

e y yp  . (5.1)

Spre deosebire de abatere, eroarea este o mărime virtuală. Ea nu este generată şi nu
acţionează în cadrul sistemului automat cu schema bloc structurală din fig.III.16 şi se
defineşte numai pentru studiul efectiv al preciziei sistemului, evident corelat cu faptul că
menirea acestuia este de a realiza y  yp, respectiv 0e (ca situaţie limită ideală).

Cu referire la schema din fig.III.16 şi relaţia (5.1) se poate scrie:
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Se disting două componente ale erorii:
 eroarea în raport cu mărimea prescrisă (de referinţă):
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 eroarea în raport cu perturbaţia:
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La acestea se poate adăuga şi componenta erorii determinată de zgomotul Z(s) (conform
fig.III.23), în eventualitatea că Z(s) are efecte care nu pot fi neglijate.

Situaţia uzuală, în marea majoritate a aplicaţiilor, este aceea în care:
G s kp p( ) . (5.5)

De asemenea, un caz particular frecvent întâlnit în aplicaţii se caracterizează prin:
.)( tt ksG  (5.6)

Pentru (5.5) şi (5.6) se realizează de regulă şi condiţia:
,tp kk  (5.7)

ceea ce, conform relaţiei (5.3) şi fig.III.16, conduce la:
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Întrucât componenta abaterii în raport cu U(s) are expresia:
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din (5.8) şi (5.9) rezultă:
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Prin operaţii analoage, din (5.4), (5.6) şi (5.7) rezultă:
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Similar cu (5.9), pentru componenta abaterii în raport cu W(s) se poate scrie:
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Din (5.11) şi (5.12) se obţine:
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În aceste circumstanţe din (5.2), cu (5.3), (5.10) şi (5.4), (5.13) rezultă:
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ceea ce înseamnă că pentru (5.5) – (5.7) eroarea este proporţională cu abaterea.
Pentru cazul particular kt = 1 (reacţia negativă unitară) rezultă:

E s A s( ) ( ), (5.15)

aceasta fiind singura situaţie în care eroarea coincide cu abaterea.
În afara acestei excepţii, între eroare şi abatere există deosebiri clare şi anume: de

natură dimensională, de anvergură a domeniului de valori şi, nu în ultimul rând, de mod de
definire – eroarea ca mărime virtuală şi abaterea ca mărime reală.

Distincţia dintre eroare şi abatere este esenţială dacă se ţine seama că sistemul automat
funcţionează pe principiul abaterii (nu al erorii!), aşa cum s-a arătat la 3.1, şi că în mod
natural, precizia sistemului automat se defineşte şi se studiază pe baza erorii.

În cazul general (corespunzător schemei din fig.III.16), conform relaţiei (3.4) se pot
scrie relaţiile:
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Utilizând adecvat (5.3) şi (5.4) se obţin respectiv:
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Conform principiului abaterii însăşi existenţa oricărei variaţii a abaterii (indiferent de
cauza care a provocat-o) are ca efect evoluţia sistemului automat în sensul diminuării sau
chiar al anulării abaterii. Este evident că din (5.18) şi (5.19) rezultă că pentru Ap (s) 0 şi
Aw (s) 0 se obţin Ep (s) 0 şi respectiv Ew (s) 0, dar modul în care |Ap (s) |0 şi
|Aw (s) |0 este în general diferit de acela în care |Ep (s) |0 şi respectiv |Ew (s ) |0.

Pe baza acestor constatări şi fără a pierde din vedere deosebirile dintre eroare şi abatere,
principiul abaterii se poate extinde, mutatis mutandis, şi la eroare, ca mărime virtuală
subsidiară abaterii.

5.2. Eroarea staţionară
De regulă, sistemele automate sunt concepute, realizate şi menite să funcţioneze, pe

durate relativ mari de timp, în regim permanent şi în particular în regim staţionar. În aceste
circumstanţe de o importanţă deosebită pentru caracterizarea calităţilor (performanţelor)
unui sistem automat este eroarea staţionară prin care se defineşte şi se evaluează precizia
în regim staţionar a sistemului automat.

a. Eroarea staţionară în raport cu mărimea prescrisă

Pentru simplificarea scrierii şi în conformitate cu (5.3) se notează:
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prin care se desemnează funcţia de transfer a erorii în raport cu mărimea prescrisă (de
referinţă).

Se pot defini şi evalua următoarele tipuri uzuale de erori staţionare:
1 Eroarea staţionară de poziţionare.
În acest caz mărimea prescrisă (de referinţă) este funcţia treaptă unitară pentru care:

./1)(),()( ssYtty pp  (5.21)

Aplicând teorema valorii finale (Anexa A.1.2.b.3o), din (5.3) şi (5.20) se obţine:
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2 Eroarea staţionară de viteză.
În acest caz mărimea prescrisă (de referinţă) este funcţia rampă unitară (cu viteza

unitară) pentru care se scrie:

./1)(),()( 2ssYttty pp   (5.23)

Procedând ca la 1 rezultă:
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3 Eroarea staţionară de acceleraţie.
În acest caz mărimea prescrisă (de referinţă) este funcţia parabolă unitară (cu

acceleraţie unitară) pentru care se scrie:
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./1)(,2/)()( 32 ssYttty pp   (5.25)

Procedând ca la 1 se obţine:
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Din (5.22), (5.24) şi (5.26) se remarcă faptul că ceea ce interesează relativ la eroarea
staţionară este comportarea funcţiei de transfer Gep(s) în vecinătatea originii. În această
situaţie este indicat să se facă uz de dezvoltarea în serie Taylor:
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şi de o mărime prescrisă (de referinţă) de o formă generală:
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din care, prin particularizări adecvate, se obţin (5.21), (5.23) şi (5.25).
Eroarea staţionară se obţine cu ajutorul teoremei valorii finale (Anexa A.1.2.b.3o) după

cum urmează:
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Este evident că limita din (5.29) există şi este finită dacă şi numai dacă:
.0,.....,0,0 110  kccc (5.30)

În această situaţie rezultă:
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Coeficienţii c c c ck0 1 2, , , .... , , ..... se numesc coeficienţii erorii staţionare în raport cu
mărimea prescrisă (de referinţă). Un sistem automat se numeşte de tipul k în raport cu
mărimea prescrisă (de referinţă) dacă primul coeficient al erorii staţionare nenul (în ordinea
lor naturală) este ck.

În acest stadiu al analizei este util să se examineze substratul structural al noţiunii de
sistem automat de tipul k. Se are în vedere cazul mai simplu (şi uzual) caracterizat prin
(5.5) – (5.7) şi
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în care P(s) şi Q(s) sunt două polinoame relativ prime între ele, cu Q(0)  0.
În aceste condiţii rezultă:
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 Dacă sistemul automat este de tipul k = 0, rezultă c0  0, ceea ce implică P(0)  0. Aceasta
înseamnă că funcţia de transfer a căii directe, G(s), nu are nici un pol în origine (în s = 0).
Eroarea staţionară de poziţionare în raport cu mărimea prescrisă este nenulă (dar finită).
 Dacă sistemul automat este de tipul k = 1, rezultă c0 = 0, c1  0, ceea ce implică:

P(0) = 0, respectiv P(s) sP1(s),

în care P1(s) nu are nici un zero în origine (adică P1(0)  0). Funcţia de transfer a căii
directe, G(s), are un pol în origine, respectiv calea directă conţine un element integrator (I).
Eroarea staţionară de poziţionare în raport cu mărimea prescrisă (de referinţă) este nulă şi
aceasta este o consecinţă imediată a prezenţei elementului I pe calea directă. În acelaşi timp
eroarea staţionară de viteză este nenulă (dar finită). Dacă elementul I nu există în mod
natural în partea fixată a căii directe (în elementul de execuţie sau în instalaţia
automatizată) atunci, pentru obţinerea erorii staţionare de poziţionare nule, respectivul
element I trebuie introdus în regulator.
 Dacă sistemul este de tipul k = 2, rezultă c0 = 0, ceea ce implică

P(0) = 0, P(s) = sP1(s) şi
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ceea ce conduce la

P1(0) = 0, respectiv: P(s) s2P2(s),

în care P2(s) are proprietatea P2(0)  0 (P2(s) nu are nici un pol în origine). Funcţia de
transfer a căii directe, G(s), are doi poli în origine, respectiv calea directă conţine două
elemente integratoare (I) înseriate. Eroarea staţionară de poziţionare şi eroarea staţionară
de viteză (ambele în raport cu mărimea prescrisă (de referinţă)) sunt nule, ca o consecinţă
imediată a existenţei a două elemente I, înseriate pe calea directă. În acelaşi timp eroarea
de acceleraţie în raport cu mărimea prescrisă (de referinţă) este nenulă (dar finită). Dacă
partea fixată a căii directe nu conţine în mod natural două elemente I, atunci pentru
obţinerea erorilor staţionare de poziţionare şi de viteză nule, aceste elemente trebuie
introduse în regulator (până la numărul total de două elemente I, înseriate, pe calea directă).

În general, dar cu referire la (5.32) – (5.34), un sistem automat de tipul k are o funcţie
de transfer a căii directe care posedă k poli în origine (s = 0), respectiv calea directă conţine
k elemente integratoare înseriate. Calitatea unui astfel de sistem este că erorile staţionare
(5.31) în raport cu mărimea prescrisă (de referinţă) de tip parabolă unitară de ordinul k
(funcţia (5.28) – cu derivata de ordinul k unitară) sunt nule până la ordinul k – 1 inclusiv
(conform (5.30)).

b. Eroarea staţionară în raport cu perturbaţia

Un studiu similar cu cel de la punctul a se poate face în cazul funcţiei de transfer a
erorii în raport cu perturbaţia:
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pentru care se poate scrie seria Taylor:
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Eroarea staţionară se obţine cu ajutorul teoremei valorii finale (Anexa A.1.2.b.3o),
aplicată relaţiei (5.4), cu (5.35), (5.36) şi

./1)(,!/)()( 1 kk ssWktttw  (5.37)

Se poate scrie:
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Limita din (5.38) există şi este finită dacă şi numai dacă:
.0,...,0,0 110  kddd (5.39)

În această situaţie rezultă:
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Coeficienţii d0, d1, d2,…, dk,… se numesc coeficienţii erorii staţionare în raport cu
perturbaţia. Un sistem automat se numeşte de tipul k în raport cu perturbaţia dacă primul
coeficient al erorii staţionare nenul (în ordinea lor naturală) este dk.

Întrucât în general Gep(s)  Gew(s) (a se vedea (5.20) şi (5.32)) rezultă că un sistem
automat nu este în mod necesar de acelaşi tip în raport cu mărimea prescrisă şi cu
perturbaţia.

Pentru cazul mai simplu (şi uzual) caracterizat prin (5.5) – (5.7), (5.32) şi
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(a se vedea şi (4.1) – (4.3) şi textul explicativ aferent), din (5.35) şi (5.36) rezultă:
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Trebuie precizat că, de regulă, Qw(s) nu are zerouri în origine (adică Qw(0)  0),

respectiv nu există elemente derivatoare (D) înseriate pe calea perturbaţiei.
 Dacă sistemul automat este de tipul k = 0, rezultă d0  0, ceea ce implică Pb(0)  0.

Aceasta înseamnă că funcţia de transfer a regulatorului şi elementului de execuţie nu are
nici un pol în origine (în s = 0). Eroarea staţionară de poziţionare în raport cu perturbaţia
este nenulă (dar finită).
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 Dacă sistemul automat este de tipul k = 1, rezultă d0 = 0, d1  0, ceea ce implică

Pb(0) = 0, respectiv Pb(s)  sPb1 (s),

în care Pb1 (s) nu are nici un zero în origine (adică Pb1 (0)  0). Funcţia de transfer a
regulatorului şi elementului de execuţie are un pol în origine, respectiv fie regulatorul fie
elementul de execuţie conţine un element integrator (I). Eroarea staţionară de poziţionare
în raport cu perturbaţia este nulă şi aceasta este o consecinţă imediată a prezenţei
elementului I menţionat mai sus. În acelaşi timp eroarea staţionară de viteză este nenulă
(dar finită).
 Dacă sistemul este de tipul k = 2, rezultă d0 = 0, ceea ce implică

Pb(0)  0, Pb(s)  sPb1 (s), P(s)  sP1(s) şi
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Aceasta conduce la

Pb1 (0)  0, respectiv Pb(s)  s2Pb2 (s), P(s)  s2P2(s),

în care Pb2 (s) şi P2(s) nu au nici un zero în origine (adică Pb2 (0)  0, şi Pb2(0)  0).

Funcţia de transfer a regulatorului şi elementului de execuţie are doi poli în origine,
respectiv acestea, împreună, conţin două elemente integratoare (I) înseriate. Eroarea
staţionară de poziţionare şi eroarea staţionară de viteză (ambele în raport cu perturbaţia)
sunt nule, ca o consecinţă imediată a existenţei celor două elemente I deja menţionate. În
acelaşi timp eroarea de acceleraţie în raport cu perturbaţia este nenulă (dar finită)

În general, dar cu referire la (5.41) – (5.44), un sistem automat de tipul k are o funcţie
de transfer a regulatorului şi elementului de execuţie care posedă k elemente integratoare
înseriate. Calitatea unui astfel de sistem este că erorile staţionare (5.44) în raport cu
perturbaţia de tip parabolă unitară de ordinul k (funcţia (5.37) – cu derivata de ordinul k
unitară) sunt nule până la ordinul k – 1 inclusiv (conform cu (5.39)).

Exemplul 5.1 (sistem de reglare automată a turaţiei; continuare)

Pentru ilustrarea studiului privind eroarea staţionară se consideră sistemul de reglare
automată a turaţiei motorului electric de c.c. analizat în cadrul exemplelor 2.1, 2.2 şi 3.1.

Se cere determinarea erorilor staţionare în cazurile în care regulatorul este de tip P şi PI.
Schema bloc structurală are forma din fig.III.16. Funcţiile de transfer aferente au fost

cele de la exemplele 2.2 sau 3.1, cu particularizarea kp = kt. Aceste funcţii de transfer au
expresiile:
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a) G s kR R( )  (regulator P)

În conformitate cu (4.1) – (4.3) şi (5.41), (5.42) se identifică următoarele polinoame:

.)(,)(,1)(,))(()()( 2213 RLssQkkkksQsPkkkJsRLssPsP wRgba 

Cu aceste polinoame şi utilizând relaţiile (5.34) şi respectiv (5.44) se obţin erorile
staţionare de poziţionare:
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În conformitate cu (4.1) (4.3) şi (5.41), (5.42) se identifică următoarele polinoame:
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Utilizând aceste polinoame şi relaţiile (5.34) şi respectiv (5.44) se obţin erorile
staţionare:
 de poziţionare:

,0
)0()0(

)0(
0 




QkP

P
ce

t
ps

;0
)0()0(

)0()0(
0 




QkP

PQ
de

t

bw
ws

 de viteză:
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6. Performanţele unui sistem automat

6.1. Indici de calitate
Abilitatea de a obţine un anumit regim permanent (staţionar) şi un anumit regim

tranzitoriu rezidă în alegerea adecvată a structurii şi parametrilor regulatorului în condiţiile
în care celelalte elemente ale sistemului automat sunt, de regulă, prestabilite (fixate). Pentru
aceasta trebuie definită forma dorită a mărimii de ieşire în termenii performanţelor pe care
trebuie să le realizeze sistemul automat. În mod obişnuit aceste performanţe se definesc în
cazul răspunsului indicial. Se mai folosesc de asemenea răspunsul la funcţia rampă (unitară)
şi răspunsul la funcţia parabolă (unitară).

Performanţele definite cu ajutorul răspunsului indicial se evaluează prin indici de
calitate care se împart în două grupe:

 de regim staţionar: erorile staţionare care se exprimă de regulă în formă
procentuală; acestea au fost definite în subcap.5;

 de regim tranzitoriu: suprareglarea, durata regimului tranzitoriu, durata de
creştere; acestea au fost definite la II.7.1; în funcţie de necesităţile analizei şi / sau
sintezei unui sistem automat se mai adaugă: durata până la primul maxim; perioada
oscilaţiilor; numărul de perioade de oscilaţie pe durata regimului tranzitoriu.

Aceşti indici de calitate sunt specificaţi sau specificabili (de regulă prin tema de
proiectare) şi constituie obiective care urmează a fi realizate pe parcursul proiectării
sistemului automat. Întrucât în majoritatea cazurilor pentru realizarea indicilor de calitate
specificaţi se ajunge la soluţii (privind structura şi parametrii regulatorului) contradictorii,
pe parcursul proiectării trebuie să se adopte soluţii de compromis prin care să se asigure
valori acceptabile pentru toţi indicii de calitate.

Valorile admisibile ale indicilor de calitate se adoptă pe baza următoarelor considerente:
 Pentru erorile staţionare: acestea trebuie să aibă valori compatibile cu clasa de

precizie a traductorului. Clasa de precizie a unui sistem automat nu poate fi în nici
un caz mai bună decât clasa de precizie a traductorului utilizat.

 Pentru suprareglare: % 18  20%.
 Pentru durata regimului tranzitoriu şi durata de creştere: acestea trebuie să fie

compatibile cu posibilităţile reale ale instalaţiei automatizate şi ale dispozitivelor de
automatizare. De exemplu: regulatorul, elementul de execuţie sau instalaţia
automatizată au domenii limitate de variaţie a mărimilor de intrare şi de ieşire.
Aceste limitări au caracter tehnologic (fenomenul de saturaţie, puteri nominale
limitate etc.). De regulă, realizarea unei viteze de variaţie mari a mărimii de ieşire
implică generarea unei mărimi de comandă a instalaţiei automatizate de amplitudine
mare, ceea ce practic nu este posibil întotdeauna din cauza limitărilor menţionate.

6.2. Indicatori sintetici de calitate
Faptul că între soluţiile care realizează indicii de calitate pot apărea contradicţii a

condus la ideea definirii unor indicatori sintetici de calitate care să înglobeze toate
aspectele avute în vedere atunci când s-au definit indicii de calitate pe baza răspunsului
indicial.

Un indicator sintetic de calitate asigură o apreciere globală a calităţilor unui sistem
automat. El se exprimă printr-un număr real şi pozitiv, poate fi calculat şi măsurat
experimental. Se doreşte, uzual, minimizarea valorii indicatorului, ceea ce implicit
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înseamnă realizarea unei optimizări a sistemului automat. Acest fapt are consecinţe asupra
structurii şi parametrilor sistemului automat (în primul rând ai regulatorului).

Cei mai utilizaţi indicatori sintetici de calitate sunt următorii:
1 ISE (integral of the square of the error)

s
T

tTdtteI   ,)(
0

2
1 .

Acest indicator asigură o bună distincţie între răspunsurile (indiciale) slab amortizate şi
cele puternic amortizate. I1 = minim se obţine pentru o valoare de compromis a amortizării. I1
este foarte util pentru tratări matematice şi pentru simulare numerică.

2 IAE (integral of the absolute magnitude of the error)
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Acest indicator este adecvat pentru studii de simulare numerică, dar mai dificil de
utilizat în abordări matematice.

3 ITAE (integral of the time multiplied by the absolute magnitude of the error)

.,|)(|
03 s
T

tTdttetI  
În acest caz prezenţa variabilei t în integrand are ca efect o ponderare adecvată a

valorilor iniţiale şi finale ale erorii e(t). Astfel, valorile iniţiale, de regulă mari (în valoare
absolută), ale lui e(t) intră cu o pondere mică (deoarece t este mic), în schimb valorile
finale, de regulă mici, ale lui e(t) întră cu o pondere mare (deoarece t este mare). Creşte
astfel rolul valorilor mici (finale – de regim staţionar în cazul răspunsului indicial) ale
erorii. Prin minimizarea lui I3 se realizează implicit şi o reducere a erorii pentru t de valori
mari. În plus I3 are o sensibilitate ridicată la variaţia parametrilor sistemului automat, astfel
că I3 = minim poate fi determinat experimental fără echivoc.

4 ITSE (integral of the time multiplied by the square of the error)

.,)(
0

2
4 s

T
tTdttteI  

Acest indicator are proprietăţi similare cu I3.

Exemplul 6.1 (comparaţie între I1 şi I3)

Pentru examinarea comparativă a proprietăţilor indicatorilor I1 şi I3 se consideră
sistemul automat cu structura din fig.III.25, pentru care: G0 (s)1/(s22s1) ,

E (s) [ (s22s) / (s22s1)]U(s) . Rezultatele obţinute prin simulare pentru u(t)=(t)
sunt reprezentate în fig.III.26. Acestea confirmă cele prezentate la 1 şi 3.

U(s)

+

E(s)

2
1

s

Y(s)

 s

1

Fig. III.25. Schema bloc structurală a sistemului automat
de la exemplul 6.1.
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Fig.III.26. Graficele indicatorilor sintetici I1 şi I3
la exemplul 6.1



LEGI DE REGLARE

De obicei legea de reglare este materializată de regulator (fig.III.14), dar există şi
excepţii în sensul că anumite componente ale legii de reglare pot fi localizate în partea
fixată a sistemului automat (de exemplu în elementul de execuţie). În acest caz componenta
respectivă există în mod natural şi ea este folosită ca atare, nefiind necesară introducerea
unei componente similare în regulator. În speţă este vorba de componenta integratoare (I)
care poate exista în mod natural în partea fixată.

1. Regulatoare realizate cu amplificatoare operaţionale

1.1. Amplificatorul operaţional
Un amplificator operaţional, conform fig.IV.1, este constituit dintr-un amplificator

electronic de c.c. (Acc) la care se adaugă un circuit de intrare (impedanţa Z1(s)) şi un circuit
de reacţie (impedanţa Z2(s)). Amplificatorul electronic de c.c. (realizat ca circuit integrat)
se caracterizează prin:

 factorul de amplificare, K0, este foarte mare pentru un domeniu larg de frecvenţe;
 rezistenţele de intrare şi de ieşire au valoare foarte mare şi respectiv foarte mică.
Ţinând seama de notaţiile din fig.IV.1, pentru domeniul de liniaritate al Acc, se scrie:
 pentru nodul N:

,0)()( 21  sIsI (1.1)

deoarece se consideră că rezistenţa
proprie de intrare a Acc este infinită;

 pentru circuitul de intrare:
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 pentru Acc:
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Eliminând I1(s), I2(s) şi UN(s) între ecuaţiile (1.1) – (1.4) rezultă:
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(–)

(+)
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Fig.IV.1. Schema unui regulator electronic cu amplificator
operaţional; Acc – amplificator de c.c., Z1(s) – impedanţa de

intrare, Z2(s) – impedanţa de reacţie; A(s) – abaterea,

X(s) – mărimea de comandă (a elementului de execuţie)
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Fig.IV.2. Caracteristica statică a amplificatorului
operaţional (de tip P): cu zonă de saturaţie
(naturală) şi cu zonă de limitare (fig.IV.3)

Fig.IV.3. Schema amplificatorului operaţional: (a) cu
circuit de limitare cu diode Zener ; (b) caracteristica

circuitului de limitare

în care se disting:

 funcţia de transfer ideală a regulatorului: ,
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2
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 factorul de corecţie:
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 funcţia de transfer a regulatorului: ).()()( sCsGsG i
RR  (1.8)

Din (1.7) rezultă:
,1)(lim

0
 sCK (1.9)

ceea ce permite să se facă uzual aproximaţia:

).()( sGsG i
RR  (1.10)

Aşa cum evidenţiază relaţiile (1.6) şi (1.10), prin alegerea adecvată a impedanţelor Z1(s)

şi Z2(s) se pot obţine funcţii de transfer, respectiv legi de reglare de o relativ mare varietate
de forme.

Din (1.5), respectiv (1.6) se remarcă faptul că regulatorul realizat cu amplificator
operaţional introduce şi o schimbare de semn între intrare şi ieşire. În consecinţă este
necesară încă o schimbare de semn pe parcursul căii directe a sistemului automat. Aceasta
se realizează de obicei în regulator, dar este posibilă şi în elementul de execuţie.

Regulatoare cu structură izomorfă cu cea din fig.IV.1 se pot realiza şi cu amplificatoare
pneumatice. Se obţin astfel regulatoare pneumatice utilizate în special în industria chimică
şi petrochimică (deoarece folosirea regulatoarelor electronice este inadecvată din cauza
pericolului de explozie).

Se ştie că zona de liniaritate a Acc este mărginită de fenomenul de saturaţie, aşa cum se
ilustrează în fig.IV.2. Funcţionarea Acc în zona de saturaţie este anormală deoarece Acc
rămâne în această zonă un timp relativ mare, chiar în situaţia în care cauza (as de
amplitudine mare), care a adus Acc în saturaţie, a dispărut. Pentru evitarea acestui fenomen
se introduce un circuit de limitare pe calea de reacţie, de exemplu ca în fig.IV.3.a.
Limitarea se realizează la un nivel (ajustabil) mai mic decât al saturaţiei, cu ajutorul
diodelor Zener (conform caracteristicii ix = f(x) reprezentată grafic în fig.IV.3.b). Se evită
astfel zona de saturaţie (fig.IV.2). Zona de limitare, deşi similară formal cu saturaţia, nu are
dezavantajul acesteia deoarece punctul de funcţionare se poate mişca pe palierul de limitare
ca şi în zona de liniaritate.
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Evident, un element dinamic cu o caracteristică statică cu limitare, pentru care punctul
de funcţionare ajunge în zona de limitare, este neliniar. În acest caz ecuaţiile (1.1) şi (1.4) şi
rezultatul lor – ecuaţia (1.5) nu mai reflectă ceea ce are loc în zona de limitare. Pentru a
descrie şi fenomenele din zona de limitare este necesară o abordare pe baza teoriei
sistemelor automate neliniare (cap. VII).

1.2. Regulatoare uzuale

Elementele de circuit utilizate obişnuit pentru realizarea circuitelor de intrare şi de
reacţie conform fig.IV.1 sunt rezistenţele şi condensatoarele (de foarte bună calitate). Cu
acestea, în combinaţii adecvate, se pot obţine practic regulatoare cu funcţii de transfer
prestabilite. Câteva dintre cele mai utilizate regulatoare cu amplificatoare operaţionale din
categoria PID sunt prezentate în tabelul IV.1.

Tabelul IV.1. Regulatoare din categoria PID
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Este important de observat că fiecare dintre parametrii regulatorului depinde de mai
mulţi parametri ai circuitelor de intrare şi de reacţie. Aceasta înseamnă că între parametrii
regulatorului există o anumită interdependenţă. De exemplu în cazul regulatorului PID
(tabelul IV.1) modificarea rezistenţei R1 conduce la modificarea simultană a lui kP şi TI (şi
anume în sensuri contrare). Această interdependenţă poate crea unele inconveniente la
ajustarea parametrilor regulatorului. Situaţii de acest fel pot fi evitate realizând regulatoare
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cu mai multe amplificatoare operaţionale interconectate adecvat (în serie şi paralel) astfel
încât interdependenţa dintre parametrii regulatorului să se reducă sau chiar să se elimine.

1.3. Caracteristici ale regulatoarelor din categoria PID

Scurta prezentare care urmează se referă la legile de reglare realizate de regulatoarele
din tabelul IV.1. Se au în vedere funcţiile de transfer din penultima coloană, pentru care,
din motive de simplificare, se face abstracţie de semnul [–] (s-a arătat la 1.1 că acest semn
se compensează adecvat pe parcursul căii directe a sistemului automat).

Principalele caracteristici ale regulatoarelor din tabelul IV.1. sunt prezentate în tabelul
IV.2 şi anume: zerourile şi polii suplimentari care pot fi introduşi de regulator în funcţia de
transfer a căii directe a sistemului automat, legea de reglare (ca relaţie intrare – ieşire
temporală) şi graficul răspunsului indicial.
Tabelul IV.2. Caracteristici ale regulatoarelor din categoria PID
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2. Proprietăţi ale sistemelor automate cu regulatoare P, PD, PI şi PID
Scopul acestui subcapitol este acela de a ilustra, printr-o analiză succintă, proprietăţile

sistemelor automate echipate cu regulatoare din categoria PID. Problema sintezei
regulatorului pornind de la indicii de calitate admisibili sau de la calităţile de BIBO-
stabilitate impuse prin tema de proiectare face obiectul capitolelor V şi respectiv VI.

Pentru a asigura o prezentare unitară şi pentru obţinerea unor rezultate comparabile în
cazul celor patru tipuri de regulatoare, se consideră sistemul automat cu schema bloc
structurală din fig.IV.4 în care, pentru
simplificarea studiului, partea fixată este un
element de tipul PT2 cu funcţia de transfer:

22

2

2
)(

nn

n
F ss

ksG





 , (2.1)

în care k > 0, 0,0  n sunt fixaţi. În cazul polilor reali, GF (s) are forma:
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Funcţia de transfer a regulatorului, GR(s), urmează să fie concretizată în conformitate cu

tabelul IV.2, pentru legile de reglare P, PD, PI şi PID.

2.1. Sistem automat cu regulator P
Funcţia de transfer a regulatorului este:

.0;)( PP  kksGR (2.3)

Conform schemei din fig.IV.4, cu (2.1), (2.3), funcţia de transfer a sistemului automat
are expresia:
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Dependenţa acestor parametri de parametrul ajustabil kP al regulatorului este ilustrată
în fig.IV.5. Remarcabil este faptul că prin creşterea lui kP se produce o scădere a
factorului de amortizare 0, ceea ce implică o creştere a suprareglării 0, respectiv o

creştere a erorii în regim tranzitoriu, şi o scădere a duratei de creştere tc0, respectiv o
creştere a rapidităţii răspunsului indicial (datorită
creşterii lui n0).

Întrucât regulatorul utilizat este de tip P (un singur
parametru ajustabil) rezultă că efectele menţionate se
datorează în primul rând reacţiei negative.

O caracterizare pertinentă a calităţii sistemului
automat este posibilă pe baza indicilor de calitate ai
regimurilor staţionar şi tranzitoriu.

În conformitate cu III.5.a, eroarea staţionară este:

).1/(1 P  kkes

 U(s)

+ _
GR(s) GF (s)

Y(s)

Fig.IV.4. Schema bloc structurală pentru studiul
proprietăţilor regulatoarelor din categoria PID

1

n 0
n0


0 , k0,



n 
0

k0

k P

Fig.IV.5. Dependenţa parametrilor k0, n0
şi 0 de kP (relaţiile (2.4)) în cazul

regulatorului P
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Utilizând II.7.2.c3 se poate scrie:
 pentru suprareglare:
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 pentru durata de creştere:

.8,03,0,18,1 0P0   kkt nc

Pe ansamblu efectele creşterii lui kP sunt contradictorii: es si tc0 scad, ts0 iniţial scade după
care rămâne constant, în schimb 0 creşte. Este uşor de constatat că dacă se impun valorile
admisibile es0, 0a, ts0a şi tc0a, satisfacerea condiţiilor:

accassasas ttttee 000000 ,,,   (2.5)

cu ajutorul singurului parametru ajustabil, kP , este de obicei imposibilă.
Pe de altă parte realizarea unui compromis ar presupune de fapt schimbarea valorilor

esa, 0a, ts0a şi tc0a ceea ce nu este posibil, de regulă, decât între limite relativ mici. Din
acest motiv, regulatorul P este utilizat mai puţin frecvent. Un caz în care rezultatele
utilizării unui regulator P pot fi satisfăcătoare este acela în care partea fixată este de tip
PT1. Acest caz va fi studiat ca un caz particular la 2.2.b (relaţia (2.9).

2.2. Sistem automat cu regulator PD
Funcţia de transfer a regulatorului este:

.0,0;)( DPDP  TksTksGR (2.6)

a) Pentru   0, conform schemei din fig.IV.4, cu (2.1) şi (2.5), funcţia de transfer a
sistemului automat are expresia:
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Comparând (2.4) cu (2.7) se constată că dependenţa parametrilor k0, n0 şi 0 de kP este

similară cu aceea din cazul regulatorului P. În plus 0 depinde şi de TD. În acest caz la

creşterea lui kP , cerută de exemplu de creşterea lui k0 (respectiv de reducerea erorii staţionare
es = 1 – k0) şi / sau de creşterea lui n0 (respectiv de reducerea duratei de creştere tc0), este

posibilă compensarea unei eventuale scăderi a factorului de amortizare 0 prin creşterea
adecvată a lui TD. De fapt singurul efect al componentei derivative TD s a regulatorului este

acela că prin creşterea lui TD are loc o creştere a factorului de amortizare 0. Acest efect este

de luat în seamă atunci când factorul de amortizare  al părţii fixate este foarte mic.
Regulatorul PD introduce un zero suplimentar pe calea directă a sistemului automat

care se regăseşte neschimbat în G0(s) (relaţia (2.7)). În aceste circumstanţe duratele ts0 şi tc0



IV.2. Proprietăţi ale sistemelor automate cu regulatoare P, PD, PI şi PID 135

depind într-o primă aproximaţie de 0n0 şi respectiv n0, ca în cazul elementului T2 (după
cum s-a arătat la II.7.2.c3). În schimb aşa cum s-a arătat la II.7.5, zeroul suplimentar poate
introduce o dependenţă a suprareglării 0 de TD / kP.

b) În cazul particular   1, pentru schema din fig.IV.4, cu (2.2) şi (2.5), se obţine:
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În aceste condiţii zeroul suplimentar introdus de regulator poate fi utilizat pentru
compensarea polului celui mai lent din partea fixată. Se poate deci adopta:

TD/kPT1,

ceea ce transformă partea fixată într-un element PT1; regulatorul devine de tip P şi
sistemul în circuit deschis are funcţia de transfer:

GR(s )GF(s)
12

P
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kk
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Funcţia de transfer a sistemului automat are expresia:
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Pentru indicii de calitate: es1/(kPk1), ts0 3T0 3T2/(kPk1) şi inegalităţile
corespunzătoare din (2.5) se poate ajunge la o soluţie adecvată pentru alegerea lui kP,

deoarece creşterea lui kP are ca efect atât scăderea lui es cât şi a lui ts0. O dată ales kP,
în final se poate alege:

TD = kPT1.

2.3. Sistem automat cu regulator PI
Funcţia de transfer a regulatorului este:

.0,0;
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)( IP
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sT

ksGR (2.10)

a) Pentru   0, conform schemei din fig.IV.4., cu (2.1) şi (2.10), funcţia de transfer a
sistemului automat are expresia:
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Problema prioritară care trebuie rezolvată este aceea a BIBO-stabilităţii. În acest scop se
asociază polinomului polilor lui G0(s) matricea Hurwitz:
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Conform criteriului Hurwitz (teorema 7 de la II.6.4.) din (2.12) se obţin condiţiile:
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Rezultă că sistemul automat este BIBO-stabil dacă şi numai dacă:
0,  .)1(2 PI  kkkT n (2.13)

Inegalitatea (2.13), pentru care se dă şi imaginea din fig.IV.6, este o condiţie de ajustare
a parametrilor regulatorului în scopul asigurării BIBO-stabilităţii.

Condiţia (2.13) poate fi pusă şi sub forma:

0, ,/)1(2/1 PI kKkT n   (2.14)

care exprimă faptul că amplitudinea 1/TI a componentei I a regulatorului PI (relaţia
(2.10)) nu poate fi oricât de mare. Cu alte cuvinte, pentru 1/TI foarte mare (TI foarte

mic) acţiunea componentei I a regulatorului
este foarte puternică şi acest lucru, în
situaţia nesatisfacerii condiţiei (2.13), face
ca, prin circuitul de reacţie, abaterea să nu
mai evolueze în sensul propriei sale
diminuări sau chiar anulări, ci dimpotrivă.
Sistemul automat este BIBO-instabil. Din
acest motiv ajustarea efectivă a
parametrului TI (sistemul automat fiind în
funcţiune) se face întotdeauna de la valori
foarte mari către valori mici.

În situaţia în care este necesară o condiţie de ajustare în scopul realizării unei
rezerve de stabilitate min, se face schimbarea de variabilă s = z – min în polinomul
polilor, urmând ca pentru noul polinom să se facă uz de criteriul Hurwitz sau de
ecuaţiile (6.19) de la II.6.7.

Avantajul principal al prezenţei componentei I pe calea directă a sistemului
automat, sub rezerva satisfacerii condiţiei (2.13) (sau (2.14)), este că sistemul automat
realizează eroarea staţionară de poziţionare nulă, conform relaţiei: es  1 – G0(0)  0.

b) În cazul particular   1, pentru schema din fig.IV.4, cu (2.2) şi (2.10), se obţine:
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În aceste circumstanţe zeroul suplimentar introdus de regulatorul PI poate fi utilizat pentru
compensarea celui mai lent pol al părţii fixate. Se adoptă kPTI  T1 (ramura unei hiperbole,
fig.IV.6 – cu linie subţire), ceea ce transformă partea fixată într-un element PT1; în regulator
rămâne componenta de tip I şi sistemul în circuit deschis are acum funcţia de transfer:
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Funcţia de transfer a sistemului automat are expresia:
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Ajustarea lui TI urmează să se facă în scopul satisfacerii ultimelor trei inegalităţi din
(2.5), eventual pe baza unui compromis acceptabil între 0a, t0a, ts0a, având în vedere că

k0

k

P

TI

2 n

 > 0

BIBO-stabilitate

kP TI =T1,   1

Fig. IV.6. Domeniul de BIBO-stabilitate (condiţia
(2.13)) în cazul regulatorului PI
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ajustarea lui TI are efecte contrare asupra factorului de amortizare 0 şi pulsaţiei naturale
n0. O dată ales TI se determină în final:

kP  T1/TI.

2.4. Sistem automat cu regulator PID
Funcţia de transfer a regulatorului este:
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Pentru   0, conform schemei din fig.IV.4, cu (2.1) şi (2.15), funcţia de transfer a
sistemului automat are expresia:
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Şi în acest caz este necesar să se analizeze cu prioritate BIBO-stabilitatea. În acest scop
se asociază polinomului polilor lui G0(s) matricea Hurwitz:
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Conform cu criteriul Hurwitz (teorema 7 de la II.6.4) din (2.17) se obţin condiţiile:
detH1n (2knTD)0, detH2n

2 [n (2knTD) (kPk1)–k /T I] 0, detH3

(kn
2 /T I)detH20. Din acestea rezultă că sistemul automat este BIBO-stabil dacă şi

numai dacă:
TD> 0, )]1)(2(/[ PDI  kkTkkT nn  (2.18)

Inegalitatea (2.18), pentru care
se dă o imagine grafică în fig.
IV.7, este o condiţie de ajustare a
parametrilor regulatorului pentru
asigurarea BIBO-stabilităţii. Com-
parativ cu regulatorul PI, prezenţa
componentei D în funcţia de
transfer a regulatorului oferă
posibilităţi ceva mai largi de
ajustare a parametrului TI. Acest
fapt este vizibil şi din (2.18), în
care creşterea / micşorarea lui TD
permite micşorarea / creşterea adecvată a lui TI. Este de asemenea evident că legea de
reglare PID îmbină toate proprietăţile legilor PD şi PI prezentate la 2.2 şi 2.3.

Funcţia de transfer a sistemului în buclă deschisă este:
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Fig.IV.7. Domeniul de BIBO-stabilitate (condiţia (2.18))
în cazul regulatorului PID (mai larg faţă de cazul PI, TD=0)
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În această situaţie zerourile suplimentare introduse de regulatorul PID pot fi utilizate
pentru compensarea polilor părţii fixate. Se adoptă:

kP /TD2n , 1/T ITDn
2.

În regulator există componenta de tip I şi sistemul în circuit deschis are funcţia de
transfer:
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Funcţia de transfer a sistemului automat are expresia:
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Ajustarea parametrului TD urmează să se facă în scopul satisfacerii condiţiei:

ts0 = 3T0  ts0a,

respectiv conform inegalităţii:

TD 3/kn
2 t s 0 a .

Pe această bază, în final urmează să se ajusteze:

kP 2nTD ,

T I 1/n
2TD .



METODA LOCULUI RĂDĂCINILOR

1. Formularea problemei şi ecuaţiile locului rădăcinilor

1.1. Formularea problemei

S-a arătat deja că între performanţele unui sistem dinamic (exprimate prin indicii de
calitate – a se vedea II.7.4 – 6) şi localizarea polilor şi zerourilor funcţiei sale de
transfer există a legătură foarte strânsă. În cazul sistemelor automate această afirmaţie
are o relevanţă specială în conexiune cu particularitatea că în scopul sintezei
regulatorului (adică a unei părţi a căii directe) este necesar ca, pornind de la indicii de
calitate admisibili, să se găsească ce localizare trebuie să aibă polii şi zerourile
sistemului automat şi pe această bază să se stabilească structura şi parametrii
regulatorului. Nu trebuie pierdut din vedere că soluţia se obţine în condiţiile în care o
parte a sistemului automat este prestabilită; este vorba de partea fixată formată din
instalaţia automatizată, elementul de execuţie şi traductorul (fig.III.14).

Schema bloc structurală avută în vedere este cea din fig.III.16, cu relaţiile (III.2.1) –
(III.2.4). În ipoteza că Gp(s) = kp, se poate face abstracţie de elementul de prescriere, astfel
că schema bloc structurală pe care se bazează dezvoltările din acest capitol este aceea din
fig.V.1. Pentru simplificarea expunerii se consideră W(s)  0, dar o abordare similară cu cea
din acest capitol este posibilă şi pentru W(s)  0.

Conform schemei din fig.V.1, funcţia de transfer a sistemului automat are expresia:
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0 sG
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sG
sG t

d

d 


 (1.1)

în care
)()()( sGsGsG td  , (1.2)

)()()()( sGsGsGsG IAER (1.3)

sunt funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis şi funcţia de transfer a căii directe
(fig.III.14 şi (III.2.4)). Întrucât Gt(s) este de regulă o funcţie de transfer de tip P sau PT1,

rezultă că Gt
–1(s) nu are poli finiţi. Conform cu (1.1), urmează că

,0)(1  sGd (1.4)

numită şi ecuaţia caracteristică a sistemului automat, are ca rădăcini exact polii sistemului
automat. Funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis poate fi exprimată sub forma:

G s kM s N sd ( ) ( ) ( ) , (1.5)

în care M(s) şi N(s) sunt polinoamele (relativ prime între ele) zerourilor şi respectiv polilor
sistemului în circuit deschis şi k  0 este un parametru dependent de factorul de amplificare
al sistemului în circuit deschis. Din (1.4) şi (1.5) se obţine:

.0)()(1  sNskM (1.6)

+_
G(s)

Y(s)U(s)

Gt(s) Gt
–1(s)

Yt(s)

Fig.V.1. Schema bloc structurală pentru studiul
metodei locului rădăcinilor

Capitolul

V
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Prin eliminarea numitorului N(s) din (1.5) rezultă:

,0)()(  skMsN (1.7)

care este ecuaţia polilor sistemului automat.
Ecuaţia (1.7) pune în evidenţă faptul că polii sistemului automat (în circuit închis)

depind de parametrul k  0 şi de polii şi zerourile sistemului în circuit deschis. Se poate
aprecia că evaluarea acestei dependenţe este de o importanţă cardinală atât pentru analiza
proprietăţilor sistemului automat cât şi, mai ales, pentru sinteza regulatorului. Un studiu al
unei astfel de dependenţe s-a făcut în subcapitolul III.4, la exemplul 4.1.

Exemplul 1.1 (hodograful polilor)

Pentru schema bloc structurală din fig.V.1 se consideră: GIA(s) = 1/(Ts+1), GE(s) = 1,

Gt(s) = 1 şi a) GR(s) = k, b) GR(s) = k/s, c) GR(s) = k(τs + 1)/s.
Se cere să se studieze dependenţa polilor sistemului automat de parametrul k  0.

a) În acest caz Gd(s)  G(s)  k/(Ts  1), cu M(s)  1 şi N(s)  Ts  1. În conformitate cu

(1.7), ecuaţia polilor sistemului automat este: Ts + 1 + k  0, din care se obţine polul:
s = – (k + 1)/T. Pentru ilustrarea dependenţei acestui pol
de parametrul k se utilizează reprezentarea grafică din
fig.V.2. Reprezentarea se face în planul complex
deoarece, în general, polii unui sistem automat sunt
numere complexe. Săgeata indică sensul de parcurgere a
hodografului pentru k luând valori crescătoare; pentru
k  0 polul sistemului automat coincide cu polul s  –1/T
al sistemului în circuit deschis; pentru k = +, polul
sistemului automat ajunge în punctul de la infinit al
planului complex.

b) În acest caz Gd (s) = G(s) = k/[s(Ts+1)], cu M(s) = 1

şi N(s)  s(Ts+1). În conformitate cu (1.7) ecuaţia polilor
sistemului automat este: Ts2 + s + k = 0, din care se obţin
polii:












.4/1,2)141(

,4/10,2)411(
2,1

TkTkTj

TkTkT
s

Dependenţa acestor doi poli de parametrul k este ilustrată în fig.V.3. Comparativ cu cazul a,
se observă că polul s = 0, existent în Gd(s), produce o deplasare spre dreapta a hodografului.

Pentru k = 0 polii sistemului automat pornesc din polii s1 = 0 şi s2 = –1/T ai sistemului în

circuit deschis; pentru k =1/4T se obţine s1 = s2 = –1/2T şi pentru k>1/4T cei doi poli sunt

complex conjugaţi, ajungând în punctul de la infinit pentru k = +.
c) În acest caz G s G s k s s Tsd ( ) ( ) ( ) [ ( )],    1 1 cu M(s) = s +1 şi N(s) = s(Ts + 1).

În conformitate cu (1.7) ecuaţia polilor sistemului automat este: Ts2 + (ks  k  0, din
care se obţin polii:
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


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



x
k  0

k  

0

Pl. s

0T1

Fig.V.2. Hodograful polului sistemului
automat la exemplul 1.1.a
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Pl. s
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k  

k  0
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
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

Fig.V.3. Hodograful polilor sistemului
automat la exemplul 1.1.b
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Discriminantul ecuaţiei polilor este:  = 2k2 + 2(–2T)k + 1. Întrucât  este un polinom
de gradul 2 în variabila k, trebuie avut în vedere şi discriminantul ecuaţiei  = 0. Aceasta
este 1= 4T(T–).

În funcţie de valorile constantelor T şi  se disting
următoarele cazuri:

I. .0, 1   T Rădăcinile ecuaţiei  = 0 sunt:

.,])(2)2([ 21
2

2,1 kkTTTk  

1 Pentru ),[],0[ 21  kkk  rezultă   0, ceea ce

înseamnă că polii s1,2 sunt reali. Pentru k =0

rezultă s1 = 0 şi s2 = –1/T. Pentru k = k1 rezultă

,)/1/1(/12,1  Ts  iar pentru k = k2 rezultă .)/1/1(/12,1  Ts  Pentru

k = + se obţine s1 = –1/ şi s2 = –.
2 Pentru k  (k1, k2) rezultă  < 0, ceea ce înseamnă că polii s1,2 sunt complex

conjugaţi. Cei doi poli descriu un cerc, fig.V.4. Pentru a demonstra acest lucru se notează:

,2/)1(4,2/)1( 2 TkTkyTkx   care reprezintă părţile reală şi imaginară ale
polilor s1,2. Eliminând k între x şi y se ajunge la ecuaţia: (x+1/)2+y2 – (1/– 1/T)/  0.

Aceasta este ecuaţia unui cerc cu centrul în (–1/, 0) şi raza .)/1/1(  T

x x
k  

0

Pl. s  T

k  0 k0?

–1/T –1/
Fig.V.5. Hodograful polilor sistemului automat la

exemplul 1.1.c (cazul II)

x
0

Pl. s

k  

  T

k = 0

Fig.V.6. Hodograful polilor sistemului automat la
exemplul 1.1.c (cazul III)

II. .0, 1   T În acest caz  > 0 pentru k  0, ceea ce înseamnă că polii sistemului
automat, s1,2, sunt reali. Pentru k = 0 rezultă s1 = 0 şi s2 = –1/T. Pentru k = +  rezultă
s1 = –1/ şi s2 = – . Hodograful polilor s1,2 este reprezentat în fig.V.5.

III.  T . În acest caz Gd(s) = G(s) = k/s. Efectul polului s = –1/T este compensat de

efectul zeroului s = –1/. Ecuaţia polilor sistemului automat este s + k = 0, din care se
obţine polul s = – k. Hodograful corespunzător coincide cu semiaxa reală negativă
(fig.V.6). 

După cum se poate constata de la exemplul 1.1. (în special punctu l c) determinarea
rădăcinilor ecuaţiei (1.7) ca funcţii explicite de parametrul k nu este procedura
utilizabilă în general deoarece se bazează pe calcule relativ laborioase, iar în cazul
ecuaţiilor de grad mai mare ca 4 nu există formule pentru calculul rădăcinilor.

Sintetizând ceea ce s-a prezentat până aici, rezultă că problema de fond care va fi soluţionată
în continuare este aceea a determinării prin proceduri neconvenţionale, sub formă grafică, a
dependenţei rădăcinilor ecuaţiei (1.7) a sistemului în circuit închis de parametrul k al sistemului
în circuit deschis. Rezultatul este locul rădăcinilor sau hodograful polilor sistemului automat,
care este locul geometric al rădăcinile ecuaţiei (1.7) pentru k luând valori de la 0 la +.

  T Pl. s
k  k1

x x
0

k  k2 k  +

k  0–1/T–1/

Fig.V.4. Hodograful polilor sistemului
automat la exemplul 1.1.c (cazul I)
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1.2. Ecuaţiile fundamentale ale locului rădăcinilor
Pentru a ajunge la formularea unui rezultat fundamental, utilizabil la reprezentarea

locului rădăcinilor, se concretizează următoarele:

  m zssM 1 )()(  , (1.8)

,)()( 1  n pssN  (1.9)

în care m  n şi z  p,   ,,1 m   ;,1 n z şi p sunt zerourile şi polii finiţi ai sistemului
în circuit deschis; z şi p sunt numere reale sau complexe; în acest ultim caz zerourile şi
polii respectivi există ca perechi de numere complex conjugate.

Înlocuind (1.8) şi (1.9) în (1.6) se obţine:
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(1.10)

Fie s Ae Aj   , , .0 R Se definesc fazorii:
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p AneAps p (1.12)

Înlocuind (1.11) şi (1.12) în (1.10) rezultă:
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din care, în mod echivalent, se obţin ecuaţiile:
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, (1.13)
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Conform ecuaţiei (1.14) se formulează următorul rezultat.

Teorema 1

Punctul s aparţine locului rădăcinilor dacă şi numai dacă suma tuturor argumentelor
fazorilor cu originea în zerourile lui Gd (s) şi vârful în s (fazori definiţi prin (1.11)) minus

suma tuturor argumentelor fazorilor cu originea în polii lui Gd (s) şi vârful în s (fazori definiţi
prin (1.12)) este un multiplu impar de .

Este uşor de intuit că ecuaţia (1.14), care nu depinde de k, conţine proprietatea esenţială
utilizabilă pentru construcţia locului rădăcinilor.

Ecuaţia (1.13), explicitată sub forma:

 m
z

n
p AAk

11  (1.15)

se utilizează pentru parametrizarea locului rădăcinilor după valorile lui k  R+.



2. Reguli de trasare a locului rădăcinilor
Pe baza ecuaţiei (1.13) şi (după caz) a ecuaţiilor (1.6), (1.10) şi (1.13) se pot formula

următoarele 10 reguli de trasare calitativă rapidă a locului rădăcinilor pentru Gd (s) dat în
formă factorizată (relaţia (1.5) cu (1.8), (1.9)).

1 Pentru k luând valori de la 0 la + cele n rădăcini ale polinomului polilor sistemului
automat pornesc din polii lui Gd (s) şi ajung în zerourile lui Gd (s).

D .Ecuaţia polilor (1.7) este de gradul n şi are n rădăcini. Pentru k = 0, din (1.7) cu

(1.9), ecuaţia polilor este: ,0)(
1

 n
ps  ceea ce înseamnă că locul rădăcinilor

porneşte din polii sistemului în circuit deschis. Înmulţind (1.10) cu 1/k şi făcând apoi
k  + se obţine: ,0)(

1
m

zs  ceea ce înseamnă că m dintre polii sistemului

automat ajung în zerourile finite ale sistemului în circuit deschis. Restul de n – m poli ai
sistemului, pentru k  + , ajung în punctul de la . Acest lucru este vizibil din (1.10)
pentru k +  şi | s | +.

Exemplul 2.1.

Se consideră Gd (s) = k(s + 2)/[(s + 1)(s + 3)]. Se cere să se traseze locul rădăcinilor.
În conformitate cu (1.4), după eliminarea numitorului şi efectuarea tuturor calculelor, se

obţine ecuaţia polilor sistemului automat: s2 + (k + 4)s + 2k +3 = 0. Aceasta are rădăcinile:

.2]4)4([ 2
2,1  kks Pentru k = 0 rezultă s1  –3, s2  –1; pentru k    se

obţine s1  –, s2  –2. Având în vedere că s1,2 sunt numere reale pentru orice k  0,

rezultă că locul rădăcinilor are imaginea din fig.V.7.
2 Ramurile locului rădăcinilor sunt simetrice, câte două, faţă de axa reală a planului s.
D .Polinomul polilor (1.7) are toţi coeficienţii numere reale. Ca urmare, rădăcinile

ecuaţiei (1.7) sunt numere reale sau perechi de numere complex conjugate.

Exemplul 2.2

Se consideră Gd(s)  k/(s2 1). Se cere să se traseze locul rădăcinilor.

x x
0

Pl. s

–3 –2 –1

k = 0k = 0 k  k  

Fig. V.7. Locul rădăcinilor la exemplul 2.1

x j

Pl. s

k = 0

k = 0

k  

k  

x–j

Fig. V.8. Locul rădăcinilor la exemplul 2.2

Utilizând (1.4), după eliminarea numitorului, se obţine ecuaţia polilor sistemului

automat: s2 + k + 1 = 0, ale cărei rădăcini sunt: .12,1  kjs Pentru k = 0 rezultă
;2,1 js  pentru k = +  se obţine: s1,2 =  j. Întrucât s1,2 sunt numere imaginare pentru

orice k  0, rezultă că locul rădăcinilor are imaginea din fig. V.8. 
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3 Se plasează pe axa reală a planului s zerourile reale (marcate prin ) şi polii reali
(marcaţi prin ) ai lui Gd(s). Se notează punctele corespunzătoare cu L1, L2, L3, ... în

succesiunea lor de la + la –, contorizându-se şi multiplicităţile respective.
Segmentele L1L2, L3L4, L5L6... (unele degenerate în puncte) aparţin locului
rădăcinilor.
D .Un punct al axei reale a planului s aparţine locului rădăcinilor dacă şi numai dacă la

dreapta sa, pe axa reală se află un număr impar de zerouri reale şi de poli reali ai lui Gd (s),

fiecare considerat cu ordinul său de multiplicitate.

x
z1

s

0

z1 +z2=2

z2

z1

z2

p2
p2 x

p1

p1+p2=2

Pl. sp1

x
z p

s

0

Pl. s

p= z = 0

Fig. V.9. Contribuţia în ecuaţia (1.14) în cazul s  R
şi pentru perechi de zerouri sau poli complex conjugaţi

Fig.V.10. Contribuţia în ecuaţia (1.14) în cazul
s  R şi pentru zerouri sau poli reali

Această afirmaţie este o consecinţă a ecuaţiei (1.14), particularizată pentru s  R.
Punctul s  R aparţine locului rădăcinilor dacă şi numai dacă contribuţia argumentelor
fazorilor (1.11) şi (1.12) în (1.14) este un număr impar de . Contribuţia unei perechi
de zerouri / poli complex conjugaţi este 2 (fig. V.9). Contribuţia unui zero / pol real
situat la dreapta (stânga) lui s este  (respectiv 0) (fig.V.10). În consecinţă, s  R
aparţine locului rădăcinilor exact atunci când numărul de zerouri şi de poli reali
(inclusiv multiplicităţile) ai lui Gd(s) situaţi la dreapta lui s (pe axa reală) este impar. 

Exemplul 2.3

Se consideră Gd(s) = k(s+1)(s+3)(s+5)/[(s+2)2(s+4)2]. Se cere să se traseze acea parte a
locului rădăcinilor care este situată pe axa reală.

Conform regulii 3 se plasează pe axa reală a planului s zerourile –1, –3, –5  (marcate
cu ) şi polii –2 (dublu), –4 (dublu) (marcaţi cu
). De la dreapta la stânga se notează aceste
puncte cu L1, L2L3 (–2 este pol dublu), L4,

L5L6 (– 4 este pol dublu), L7, fig.V.11

Segmentele L1L4, punctul L5L6 şi semidreapta
de la L7 la – aparţin locului rădăcinilor.

4 Pentru n – m  1 locul rădăcinilor are n – m ramuri care ajung în punctul de la 
pentru k +. Dacă n – m = 1, este vorba de o singură ramură care coincide cu o parte a
(semi)axei reale (negative). Dacă n – m  2, este vorba de n – m ramuri care ajung în
punctul de la  (pentru k +) de-a lungul a n – m asimptote care trec prin centroidul:
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11

1
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şi care au direcţiile:

xx
0

Pl. s

–5 –4 –3 –1–2

L1L2L7 L5 L4
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Fig. V.11. Partea situată pe partea reală a locului
rădăcinilor la exemplul 2.3
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.,1,
12

mni
mn

i
i 



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D .Se înmulţeşte ecuaţia (1.10) cu      mn
zsps

11  şi se obţine:

    .1;0
11

  mnkzsps
mn

 (2.3)

Pentru k + rezultă |s|  +. Efectuând împărţirea specificată în (2.3), pentru k
suficient de mare şi |s| suficient de mare, restul acestei împărţiri poate fi neglijat, astfel că
din (2.3) se obţine:

.0....1
11
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    kspzs mnnmmn

 (2.4)

Aceasta are rădăcinile si(k), i  ,,1 mn  cu |si(k)|+ pentru k+ . Conform primei
formule Viète se poate scrie:

.)(
111 

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
    nmmn

i pzks 

Centrul de greutate al acestor rădăcini, respectiv centroidul asimptotelor locului
rădăcinilor, este dat de formula (2.1).

Pentru a determina direcţiile asimptotelor se are în vedere că, pentru k + şi
| s | +, din (2.4) se obţine: sn–m + k  0. Din aceasta rezultă si(k)  k1/(n–m)e(2i–1) j/(n–m),

mni  ,1 , ceea ce înseamnă că cele n–m asimptote au direcţiile exprimate prin (2.2). 
5 Pe segmentele locului rădăcinilor situate pe axa reală între două zerouri reale sau

între doi poli reali există în mod necesar puncte de ramificare ale căror abscise se află
printre rădăcinile reale ale ecuaţiei :
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
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  x
pxzx

nm


(2.5)

Pentru k luând valori crescătoare, într-un (dintr-un) punct de ramificare situat între
două zerouri reale (doi poli reali) sosesc (pleacă) două ramuri ale locului rădăcinilor.
D .Această regulă este o consecinţă a regulilor 1 şi 3. Pentru a obţine ecuaţia (2.5)

se porneşte de la (1.4) cu s x R , adică de la 1+Gd(x)  0. Aceasta trebuie să aibă o
rădăcină dublă pentru xR, adică (1+Gd(x))'  0, respectiv G'd(x)  0. Pe de altă parte,

utilizând (1.4), (1.8) şi (1.9) se scrie: .)ln()ln(ln)(ln
11   nm

d pxzxkxG 

Derivând această expresie se obţine:   nm
dd pxzxsGsG

11
,0)(1)(1)()(  care

este chiar ecuaţia (2.5). 

Exemplul 2.4.
Se consideră Gd(s)  k(s  4)/[(s  1)(s  2)2]. Se cere să se traseze locul rădăcinilor.
Segmentul corespunzător intervalului [–4, –1] aparţine locului rădăcinilor. Între –2

şi –1 există un punct de ramificare a cărui abscisă se află printre rădăcinile reale ale
ecuaţiei: 1/(x4)–1/(x1)–2/(x2)0. Eliminând numitorul comun se obţine ecuaţia
polinomială: 2x213x140 ale cărei rădăcini sunt x15,125 şi x21,36. A doua

rădăcină este abscisa punctului de ramificare.
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Conform regulii 4 locul rădăcinilor are două ramuri care ajung în punctul de la .

Centroidul celor două asimptote este de abscisă scg  (–1–2+4)/2  –1/2. Direcţiile celor două
asimptote sunt 1  /2 şi 2  3/2. Locul rădăcinilor este reprezentat în fig. V.12. 

6 În zerourile reale multiple şi din polii reali multipli sosesc şi respectiv pleacă un
număr de ramuri egal cu multiplicitatea zeroului şi respectiv polului. Direcţiile tangentelor
la respectivele ramuri (în zerourile sau polii corespunzătoare, de multiplicitate q) sunt:

,1,0,2  qiqii  (2.6)

dacă numărul de zerouri şi de poli reali situaţi la
dreapta (polului / zeroului considerat) este impar,
sau

,1,0,)12(  qiqii  (2.7)

dacă numărul de zerouri şi de poli reali situaţi la
dreapta (polului / zeroului considerat ) este par.
D . Această regulă este o consecinţă directă a

ecuaţiei (1.14). Demonstraţia este similară cu aceea
de la regula 3. Pentru obţinerea formulelor (2.6) şi (2.7) cu ajutorul ecuaţiei (1.14) se ţine
seama că argumentul corespunzător unui pol sau zero multiplu este q în care q este
multiplicitatea corespunzătoare.

Exemplul 2.5

Se consideră Gd (s)k(s1)/s2. Se cere să se traseze locul rădăcinilor.
Semidreapta corespunzătoare intervalului

(–, –1] aparţine locului rădăcinilor. Din polul dublu
s = 0 pornesc două ramuri ale căror tangente în s = 0 au
direcţiile 0 = /2 şi 1 = 3/2. Aceasta înseamnă că
locul rădăcinilor este tangent, în origine, la axa
imaginară a planului s.

Conform regulii 5 există un punct de ramificare
la stânga punctului –1. Abscisa acestui punct se
găseşte printre rădăcinile reale ale ecuaţiei:

1/(x+1) – 2/x = 0. Punctul de ramificare este x = –2 şi ramurile care pornesc din s = 0 ajung
în acest punct pentru k = 4. Locul rădăcinilor este reprezentat în fig.V.13. 

7 În zerourile complexe multiple sosesc şi din polii complecşi multipli pleacă un
număr de ramuri egal cu ordinul de multiplicitate ma al zeroului şi respectiv nb al polului.

Direcţiile tangentelor la respectivele ramuri se calculează cu:

,1,0,)12()arg()arg(
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în cazul zeroului za , şi
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în cazul polului pb.

k  

x x
–4 –2 –1 0

k = 0,056

–1,36

–0,5

Pl. s

k  

k  

Fig.V.12. Locul rădăcinilor la exemplul 2.4
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Fig.V.13. Locul rădăcinilor la exemplul 2.5
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D .Această regulă este o consecinţă directă a ecuaţiei (1.14). Demonstraţia este similară
cu aceea de la regula 3. Pentru obţinerea formulelor (2.8) şi (2.9) se ţine seama că
argumentul corespunzător unui zero sau pol multiplu este maza, respectiv nbpb.

8 După determinarea punctelor de ramificare şi a numărului de ramuri care sosesc în şi
pleacă din fiecare punct de ramificare (în total 2r ramuri), rezultă că unghiurile dintre două
ramuri alăturate este /r.
D .Această regulă este o consecinţă directă a ecuaţiei (1.14). 
9 Se determină punctele de intersecţie ale locului rădăcinilor cu axa imaginară a

planului s şi valorile corespunzătoare ale lui k. În acest scop se utilizează ecuaţia:
.0,,0)()(  kjkMjN R (2.10)

D . Ecuaţia (2.10) se obţine din (1.7) pentru s = j. 

O altă posibilitate de determinare mai întâi a lui k şi apoi a lui  o oferă schema Routh
(a se vedea II.6.5). Anulând elementele penultimei linii din schema Routh se obţin valorile
lui k pentru care locul rădăcinilor intersectează axa imaginară. Dacă elementele
antepenultimei linii sunt notate cu a(k) şi b(k), atunci punctele de intersecţie ale locului
rădăcinilor cu axa imaginară se obţin ca rădăcini ale ecuaţiei:

.0)()( 2  kbska

10Parametrizarea după k  0 a locului rădăcinilor este posibilă prin măsurarea
segmentelor ,,1,,,1, nAmA pz    pentru punctele dorite ale locului rădăcinilor,
după care se calculează valoarea lui k utilizând formula (1.15). 

Exemplul 2.6 (aplicarea regulilor 1o – 10o)

Se consideră:

.
)54)(54)(8)(3(

)2(
)(

jsjssss

sk
sGd 




Se cere să se traseze locul rădăcinilor.
a. (Regula 1) Se plasează în planul s: z12, p10, p23, p38,

p4 ,54 j5. Pentru k = 0 locul rădăcinilor pleacă din p1,....., p5 şi pentru k  + o ramură
ajunge în z1 şi alte patru ramuri ajung în punctul de la  (fig.V.14).

b. (Regula 2) Locul rădăcinilor este simetric faţă de axa reală a planului s.
c. (Regula 3) Se trasează acea parte a locului rădăcinilor care aparţine axei reale a

planului s (fig.V.14).
d. (Regula 4) Numărul de ramuri care ajung în punctul de la  este n – m = 5 – 1 = 4.

Centroidul celor patru asimptote are abscisa: scg = (0–3–8–4+ j5–4– j5+2)/4–4,25.

Direcţiile asimptotelor sunt: 1 =  / 4, 2 = 3 / 4, 3 = 5 / 4, 4 = 7 / 4.

e. (Regula 5) Între –8 şi –3 există un punct de ramificare. Abscisa acestui punct se
află printre rădăcinile reale ale ecuaţiei: 1/(x+2)–1/x–1/(x+3)–1/(x+8)–1/(x+4–j5)–
1/(x+4+j5) = = 0.  Rădăcina căutată este x  –5,2.

f. (Regula 7o) Unghiurile tangentelor ramurilor care pleacă din p4,5 sunt:

  180)9051101128(112180)( 53211
tg

4 ppppzp 
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 78,78438 tg
5

tg
4  pp  ,

tg
5p fiind obţinut prin simetrie faţă de tg

4p . Unghiurile 53211 ,,,, ppppz  au fost

măsurate pe baza reprezentării la scară din fig.V.15.
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 j5

Fig. V.14. Locul rădăcinilor la exemplul 2.6 Fig.V.15. Determinarea unghiului de plecare din
polul complex p4 la exemplul 2.6 (punctul f)

g. (Regula 8) Unghiurile dintre două ramuri alăturate în punctul de ramificare sunt
egale cu /2.

h. (Regula 9) Ecuaţia (1.7) are forma:
s519s4153s3643s2 (948k)s2k  0.

Pentru s = j se obţine:
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







0)984(153

0264319
45

24





k

k
,

din care rezultă 0   4,939 şi k0 = 2165. Punctele de intersecţie cu axa imaginară sunt:
s  j4,939 şi ele corespund lui k = 2165. Se trage concluzia că pentru k  2165 sistemul

automat este BIBO-instabil.
i. (Regula 10) Locul rădăcinilor se poate parametriza după valorile lui k. De exemplu,

pentru punctul P (fig.V.14) se măsoară Ap 1 = |Pp1 | = 2,4, Ap 2 = |Pp2 | = 2,02, Ap 3 =

= |Pp3 | = 4,87, Ap 4 = |Pp4 | = 1,2, Ap 5 = |Pp5 | = 4,42, A z 1 = |Pz1 | = 1,99.

Utilizând (1.15) rezultă k  63.



3. Efectul unui zero suplimentar

Se consideră funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis:
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(3.1)

în care s = z este un zero real suplimentar care poate lua valori de la –  la +. Se admite că
m+1  n, astfel că Gd (s) este o funcţie proprie.

Cu referire la regulile 1 – 10 (subcap.2), efectele zeroului real suplimentar sunt:
1 Gradul polinomului polilor sistemului automat rămâne acelaşi, adică n. În schimb

creşte cu 1 numărul zerourilor finite, respectiv locul rădăcinilor are o ramură care ajunge în
s = z şi scade cu 1 numărul ramurilor locului rădăcinilor care ajung în punctul de la .

2 Rămâne neschimbată.
3 Se schimbă configuraţia locului rădăcinilor pe axa reală în funcţie de poziţia

zeroului s = z faţă de z,   ,,1 m şi p,   .,1 n

4 Dacă n – m = 1, prin prezenţa unui zero suplimentar, locul rădăcinilor nu mai are
ramuri care ajung în punctul de la . Dacă n – m = 2, prin prezenţa zeroului suplimentar,
locul rădăcinilor are o singură ramură care ajunge în punctul de la , care coincide cu o
parte a axei reale (de regulă a semiaxei reale negative). Dacă n – m  3, prin prezenţa
zeroului suplimentar locul rădăcinilor are n – m – 1 ramuri care ajung în punctul de la .

Centroidul scg
z , faţă de vechiul centroid scg (relaţia (2.1)), are expresia:
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Pentru z < scg se obţine scg
z scg, pentru z = scg rezultă scg

z scg şi pentru z > scg are loc

scg
z scg. Zeroul suplimentar produce o deplasare a locului rădăcinilor: pentru z situat la

stânga / dreapta lui scg locul rădăcinilor se deplasează la dreapta / stânga lui scg, conform

relaţiei (3.2). Unghiurile asimptotelor cresc cu  / [(n – m)(n – m – 1)].
5 Numărul şi poziţia punctelor de ramificare se modifică în funcţie de poziţia zeroului

suplimentar s  z faţă de poziţia zerourilor z,   ,,1 m , şi polilor p,   .,1 n Ecuaţia
punctelor de ramificare este:
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(3.3)

6 Pentru za  R , de multiplicitate ma şi z = za, numărul de ramuri care sosesc în za

este ma+1, iar unghiurile între două ramuri alăturate scade cu 2 / [ma(ma+1)].

Pentru pb  R şi z  pb are loc o compensare a efectului polului pb prin efectul zeroului
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suplimentar s = z. Dacă pb este de multiplicitate nb  2, atunci numărul de ramuri care
pleacă din pb este nb–1; unghiul dintre două ramuri alăturate creşte cu 2 / [nb(nb–1)].

7 – 8 Rămân neschimbate.
9 Punctele de intersecţie cu axa imaginară (dacă ele există) îşi schimbă poziţia în

funcţie de poziţia zeroului suplimentar s  z faţă de z,   ,,1 m şi p,   .,1 n

10Parametrizarea după valorile lui k  0 a locului rădăcinilor se modifică în funcţie de
poziţia zeroului suplimentar s = z faţă de z,   ,,1 m şi p,   .,1 n

Exemplul 3.1

Se consideră Gd (s) = k/[s(s+2)(s+4)]. Prin introducerea unui zero suplimentar (prin

intermediul funcţiei de transfer a regulatorului) se obţine Gd (s) = k(s–z)/[s(s+2)(s+4)]. Se

cere să se traseze locul rădăcinilor pentru Gd (s) dat iniţial şi pentru Gd (s) având zeroul

suplimentar plasat în diferite puncte ale axei reale: z <– 4, z =– 4, – 4 < z < –2, z = –2,–2 < z
< 0, z =0, z > 0. Locul rădăcinilor este reprezentat în fig.V.16.
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Fig.V.16. Locul rădăcinilor la exemplul 3.1



4. Efectul unui pol suplimentar

Se consideră funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis:
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în care s = p este un pol real suplimentar care poate lua valori de la – la +.
Cu referire la regulile 1 – 10 (subcap.2), efectele polului real suplimentar sunt:
1 Gradul polinomului polilor sistemului automat creşte cu 1. Locul rădăcinilor are o

ramură nouă care porneşte din s = p.Numărul de ramuri care ajung la creşte cu 1.
2 Rămâne neschimbată.
3 Se schimbă configuraţia locului rădăcinilor pe axa reală în funcţie de poziţia polului

s = p faţă de z,   ,,1 m şi p,   .,1 n

4 Dacă n = m, prin prezenţa unui pol suplimentar, locul rădăcinilor are o singură
ramură care ajunge în punctul de la  care coincide cu o parte a axei reale (de regulă a
semiaxei reale negative). Dacă n – m  1, prin prezenţa unui pol suplimentar, locul
rădăcinilor are n – m + 1 ramuri care ajung în punctul de la .

Centroidul nou, p
cgs , faţă de vechiul centroid, cgs (relaţia (2.1)), are expresia:
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Pentru p < scg se obţine scg
p  scg, pentru p = scg rezultă scg

p  scg şi pentru p >scg are loc

scg
p   scg. Polul suplimentar produce deplasarea locului rădăcinilor şi anume: pentru p situat la

stânga / dreapta lui scg locul rădăcinilor se deplasează la stânga / dreapta lui scg, conform

relaţiei (4.2).
Unghiurile asimptotelor se micşorează cu /[(n – m)(n – m + 1)].
5 Numărul şi poziţia punctelor de ramificare se modifică în funcţie de poziţia polului

suplimentar s = p faţă de poziţia zerourilor z ,   ,,1 m şi polilor p ,   .,1 n
Ecuaţia punctelor de ramificare este:
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6 Pentru za  R şi p  za are loc o compensare a efectului zeroului za prin efectul

polului suplimentar s = p. Dacă za este de multiplicitate ma  2, atunci numărul de ramuri
care ajung în aa este ma–1; unghiul dintre două ramuri alăturate creşte cu 2 / [ma(ma–1)].

Pentru pb  R, de multiplicitate nb şi p = pb, numărul de ramuri care pleacă din pb este
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na+1, iar unghiurile între două ramuri alăturate scade cu 2 / [nb(nb+1)].

7 – 8 Rămân neschimbate.
9 Punctele de intersecţie cu axa imaginară (dacă ele există) îşi schimbă poziţia în

funcţie de poziţia polului suplimentar s = p faţă z ,   ,,1 m şi p ,   .,1 n

10Parametrizarea după valorile lui k  0 a locului rădăcinilor se modifică în funcţie de
poziţia polului suplimentar s = p faţă de z ,   ,,1 m şi p ,   .,1 n

Exemplul 4.1

Se consideră Gd(s) = k/[s(s+2)(s+4)]. Prin introducerea unui pol suplimentar (prin

intermediul funcţiei de transfer a regulatorului) se obţine Gd1(s) = k/[s(s+2)(s+4)(s–p)].

Se cere să se traseze locul rădăcinilor pentru Gd(s) dat iniţial şi pentru Gd1(s) având
polul suplimentar plasat în diferite puncte ale axei reale: p < – 4, p = – 4, – 4 < p < –2,
p = –2, –2 < p < 0, p = 0, p > 0. Locul rădăcinilor este reprezentat în fig.V.17.
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Fig. V.17. Locul rădăcinilor la exemplul 3.2



5. Sinteza regulatorului

5.1. Tema de proiectare

Prin tema de proiectare a unui sistem automat (fig.III.14) se precizează următoarele:
a. Instalaţia tehnologică automatizată ca sistem: se definesc mărimile de intrare

(mărimi de comandă şi perturbatoare), mărimea de ieşire şi relaţiile dintre ele.
b. Mărimea de ieşire este mărimea după care se realizează reacţia negativă printr-un

traductor adecvat. Mărimea de ieşire – numită şi mărimea reglată – trebuie să aibă o
evoluţie prescrisă în conformitate cu o mărime prescrisă sau de referinţă (definită ca
mărime de intrare a sistemului automat – fig.III.14).

c. Performanţele pe care trebuie să le realizeze sistemul automat în regim tranzitoriu şi
în regim staţionar pe baza următorilor indici de calitate: suprareglarea , durata regimului
tranzitoriu ts, durata de creştere tc (conform cu II.7.1) şi erorile staţionare în raport cu
mărimea prescrisă (de referinţă), eps, şi cu perturbaţia, ews (conform cu III.5.2).

5.2. Rezolvarea temei de proiectare

Pentru rezolvarea temei de proiectare se parcurg următoarele etape:
a. Se scriu ecuaţiile care guvernează funcţionarea părţilor componente ale sistemului şi

se stabileşte schema bloc structurală a întregului sistem. Aceasta este baza de pornire a
rezolvării temei de proiectare.

Elementul de execuţie şi traductorul se aleg (se adoptă) în funcţie de instalaţia
automatizată (împreună cu care formează partea fixată a sistemului).

Se subînţelege că structura şi parametrii părţii fixate sunt cunoscute cu precizie
acceptabilă.

b. Se adoptă un tip de regulator pe baza teoremei Aizerman – Gantmaher (teorema 1 de
la III.4.2) sau pe baza experienţei existente privitor la automatizările din aceeaşi categorie
cu aceea din tema de proiectare.

c. Se analizează BIBO-stabilitatea sistemului automat şi se determină domeniile
parametrice de BIBO-stabilitate şi de rezervă de BIBO-stabilitate impusă, pentru parametrii
încă necunoscuţi ai regulatorului.

d. Se realizează stabilizarea sistemului automat prin modificarea adecvată a
parametrilor şi / sau structurii regulatorului în scopul realizării valorilor admisibile ale
indicilor de calitate.

Metoda locului rădăcinilor permite să se ţină seama direct şi efectiv de valorile
admisibile ale indicilor de calitate. Acest avantaj derivă din faptul că prin metoda
locului rădăcinilor se pot realiza configuraţii cu o pereche de poli dominanţi a căror
localizare se corelează direct cu valorile (maxime) admisibile ale indicilor de calitate (a
se vedea II.7.5) şi anume:

 a – suprareglarea admisibilă, căreia îi corespunde condiţia:  ≤ a ;

 tsa – durata admisibilă a regimului tranzitoriu, căreia îi corespunde condiţia ts≤ tsa ;

 tca – durata admisibilă de creştere, căreia îi corespunde condiţia tc≤ tca .

Se va alege regulatorul astfel încât sistemul automat să aibă polii dominanţi:

.10,1 2
2,1 






   jp n
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Suprareglarea  depinde numai de factorul de amortizare  ; această dependenţă este
strict monoton descrescătoare (fig.II.47)

1) Condiţia   a are loc dacă şi numai dacă   a, a fiind factorul de amortizare

(minim) admisibil. Pentru   cos, cu 0 <  < 90, condiţia   a are loc dacă şi numai
dacă   a, unde a defineşte sectorul unghiular (maxim) admisibil în care se pot localiza
polii dominanţi (fig.II.53). Relaţia dintre a şi a este:

.)lg3,2(86,9|lg|3,2cos 2
aaa  

Se alege 0a (fig. V.18), cu 0 cât mai apropiat de a, din care rezultă 0cos0.

2) Condiţia ts  tsa se ia în considerare cu ajutorul fig.II.47 sau al formulei:

 sn t s3/ .

Pentru 0 deja ales la punctul 1 se determină s0 din fig.II.47 sau, pentru 0  0  0,707, cu

relaţia s0  3/0. Durata reală a regimului tranzitoriu, ts0, trebuie să satisfacă condiţia:

t s 0s 0 /n 0 t s a ,

în care n0 este pulsaţia naturală a polilor dominanţi care se determină din chiar această
inegalitate şi anume din condiţia:

n0  s0/tsa.

3) Condiţia tc  tca se ia în considerare cu ajutorul formulei:

tc  1,8/n, pentru 0,3    0,8.

Pentru 0 deja adoptat, durata reală de
creştere, tc0, trebuie să satisfacă condiţia:

tc0  1,8/n0  tca ,

din care rezultă;
 n0  1,8/tca.

Din condiţiile ts0  tsa şi tc0  tca rezultă în
final condiţia de alegere a pulsaţiei n0,
respectiv:

n0  n min a= max(s0/tsa, 1,8/tca),

în care n min a este valoarea minimă admisi-
bilă a pulsaţiei naturale a celor doi poli
dominanţi. Întrucât p1 ,2 =n rezultă că

an min poate fi evidenţiat, ca distanţă, direct pe semidreptele (d1) şi (d2) – fig.V.18,

urmând ca polii:
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Fig.V.18. Localizarea polilor dominanţi în funcţie de
indicii de calitate admisibili
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să fie plasaţi tot pe semidreptele (d1) şi (d2) şi anume în zonele trasate cu linie continuă. Se
are în vedere ca n0 să nu fie prea mare faţă de n min a, deoarece în caz contrar polii p0

1,2

îşi pot pierde caracterul dominant.
Polii dominanţi fiind stabiliţi, se alege funcţia de transfer a regulatorului, GR(s),

astfel încât funcţia de transfer a sistemului automat, G0(s), să se caracterizeze prin polii
dominanţi p0

1,2. Utilizând metoda locului rădăcinilor acest lucru se realizează relativ
simplu prin introducerea unor zerouri şi / sau poli suplimentari care produc modificări
ale locului rădăcinilor şi în final prin alegerea adecvată a parametrului k > 0.

Exemplul 5.1.

Se consideră

)5,2)(1(

5,12
)(




ss
sGF

(fig.IV.4) şi a sat 0 17 3, , sec, sec5,1cat . şi eps= 0. Se cere să se determine GR(s).

Pentru a realiza eps = 0 se introduce în regulator o componentă integratoare. Până la
stabilirea structurii definitive a regulatorului se consideră:

,)(
s

k
sG r

R 

kr fiind factorul de proporţionalitate.
Pentru a = 0,17, din fig. II.47 rezultă a  0,5

şi apoi a  60o. Se adoptă 0 = 0,5 şi 0 = 60.

Din fig .II.47 rezultă s0 = 6,25. Mai departe,

nmina= max(s0/tsa,1,8/ta) = max (6,25/3,

1,8/1,5)  2,1 [sec]–1. Se adoptă n0 = 2,2 [sec]–1.

Aşadar polii dominanţi care asigură realizarea
indicilor de calitate admisibili sunt p0

1,2 
= 2,2(–0,5  j0,87).

Funcţia de transfer a sistemului în circuit
deschis (relaţia (III.2.4)) este:

)5,2)(1(
)()()(




sss

k
sGsGsG FRd Gd(s)

în care k = 12,5kr. Locul rădăcinilor este reprezentat în fig. V.19. Se observă că oricare ar fi
k  0 sistemul automat nu poate avea polii dominanţi pe semidreptele AB şi A'B' (pe care se
află şi polii dominanţi impuşi, p0

1,2).

Se ştie că prin introducerea în Gd(s) a unor zerouri şi / sau polii suplimentari locul
rădăcinilor se modifică. În cazul de faţă este necesară o deplasare a locului rădăcinilor
spre stânga, fără modificarea numărului de ramuri care ajung în punctul de la  )dar cu
reparametrizarea după valorile lui k) astfel încât ramurile C şi C' să intersecteze
semidreptele AB şi A'B' (fig.V.19). Pentru aceasta este suficient să se introducă un
zero suplimentar în –1 (care compensează polul cel mai lent al părţii fixate situat în –1)
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–1,16

–1
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2,1
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k  +

60
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0
1p

 j1,58

0
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XX X

Fig.V.19.Locul rădăcinilor pentru
GR(s)=kr/s la exemplul 5.1r
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şi un pol suplimentar îndepărtat, de exemplu în –20, care să deplaseze locul rădăcinilor
spre stânga. În aceste circumstanţe se adoptă:

,
)20)(1(

)(



sss

k
sG r

R

cu care se obţine:

)20)(5,2(
)(




sss

k
sGd .

Locul rădăcinilor corespunzător acestui Gd(s)
este reprezentat în fig.V.20. Pentru confirmarea
faptului că locul rădăcinilor intersectează
semidreptele AB şi A'B' se rezolvă sistemul de
ecuaţii:











.Re)60tg(Im

01)(

ss

sGd



Rezultă Re s = –10/9 şi Im s = 10 3 /9, respectiv
s  2,2 , ceea ce înseamnă că locul rădăcinilor se intersectează cu semidreptele AB şi A'B'
foarte aproape de polii dominanţi impuşi p0

1,2. Valoarea lui k pentru care are loc această
intersecţie se calculează din:

.1)9/3109/10(  jGd

Rezultă

 |9/3105,29/10||9/3109/10| jjk .100|9/310209/10|  j

Întrucât k 12,5kr, rezultă kr = 8. Funcţia de transfer a regulatorului este:
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Funcţia de transfer a sistemului automat este:

,
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din care rezultă în mod evident că polii 9/3109/100
2,1 jp  sunt dominanţi. 
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Fig.V.20. Locul rădăcinilor pentru
GR(s) =kr(s+1)/[s(s+20)] la exemplul 5.1



METODA FRECVENŢIALĂ

Metoda frecvenţială este prima metodă de analiză şi de sinteză a sistemelor automate
care s-a dezvoltat coerent şi unitar şi care s-a aplicat consecvent în perioada clasică a
automaticii (anii 1930 – 1960). Se poate afirma cu certitudine că marea majoritate a
sistemelor automate de tip clasic existente astăzi în industrie sau în alte domenii au fost şi
sunt proiectate şi realizate pe baza conceptelor şi tehnicilor elaborate în cadrul metodei
frecvenţiale. Succesul aplicării acestei metode în proiectarea sistemelor automate liniare a
determinat utilizarea ei, cu adaptările de rigoare, şi pentru sistemele automate neliniare (se
va vedea în capitolul VII).

Fundamentul matematic pe care s-a dezvoltat metoda frecvenţială este constituit de
transformarea Laplace (Anexa A.1), transformarea Fourier (Anexa A.2 şi 3, Anexa B.2),
teoria funcţiilor de variabilă complexă, iar în cadrul acesteia de principiul argumentului.

Baza experimentală a metodei frecvenţiale o constituie răspunsul la frecvenţă. Suportul
matematic constituit de transformarea Fourier conferă răspunsului la frecvenţă rigoarea
necesară pentru dezvoltări teoretice eficiente în analiza unor aspecte ale principiului
cauzalităţii (abordarea într-o manieră intuitivă în subcap. II.1 şi în mod riguros în subcap
VI.3) sau pentru formularea unor caracterizări pertinente ale BIBO-stabilităţii sistemelor
automate, cu elaborarea subsecventă a unor procedee de sinteză a sistemelor automate.

1. Răspunsul la frecvenţă

1.1. Semnificaţia funcţiei G(j)

Se consideră sistemul dinamic neted, cu parametri concentraţi, liniar şi invariant în
timp, cu o singură mărime de intrare şi o singură mărime de ieşire, ambele funcţii scalare de
timp, descris de ecuaţia (1.4) de la II.1.3. Conform cu II.1.4, transferul intrare – ieşire este:

),()()( sUsGsY  (1.1)

în care funcţia de transfer G(s) are expresia (1.11) de la II.1.4.
Mărimea de intrare este funcţia sinusoidală:

,,sin)( 0  Rtttu  (1.2)

în care 0 R este un parametru (în sensul că 0 poate lua orice valoare reală fixată). Se
ştie că între pulsaţia  [rad×s–1] şi frecvenţa f [s–1] există relaţia  = 2f, ceea ce înseamnă
că din punct de vedere dimensional  şi f sunt de acelaşi tip. Din acest motiv nu se face o
distincţie specială între pulsaţie şi frecvenţă, exceptând situaţiile când se ţine seama efectiv
de relaţia cantitativă dintre  şi f. În acest context se vorbeşte de «metoda frecvenţială»,
«răspunsul la frecvenţă» etc., deşi variabila frecvenţială avută în vedere este pulsaţia .

Se va determina componenta de regim permanent yP(t) a mărimii de ieşire y(t). Se ştie
că: U(s)L{sin0 t}0 / (s20

2), ceea ce, după înlocuirea în (1.1), conduce la:

Capitolul

VI
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Pentru simplificarea calculelor se presupune că s = j0 nu sunt nici zerouri şi nici poli
ai funcţiei G(s). Componenta de regim permanent, YP(s), se separă foarte uşor din Y(s)

deoarece, după cum s-a arătat şi la II.5.1., aceasta este formată din fracţiile simple
corespunzătoare polilor lui U(s). Aceştia sunt s1,2 = j0. Aşadar:
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pentru care, din (1.3), conform teoremei dezvoltării (Anexa A.1.2.b.1o), rezultă:
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G(s) este o fracţie raţională cu coeficienţi reali, astfel că se poate scrie:

),()()( 000  jIRjG  (1.6)

în care R(0) şi I(0) sunt partea reală şi respectiv imaginară ale lui G( j0). Prin înlocuirea
în (1.4) a relaţiilor (1.5) şi (1.6), după calcule elementare, se obţine:
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Funcţia original corespunzătoare (conform Anexei C.1) este:
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(1.7)

în care
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Rezultatul (1.7) pune în evidenţă faptul că în regim permanent sinusoidal mărimea de
ieşire a sistemului descris de ecuaţia intrare – ieşire (1.1) este o funcţie sinusoidală de
amplitudine egală cu modulul lui G(j0) şi de fază egală cu argumentul lui G(j0). Pentru o

intrare de amplitudine Um şi pulsaţie  cele două sinusoide sunt reprezentate în fig. VI.1.a,
în care, în virtutea liniarităţii, are loc:

).(arg,)(  jGUjGY mm 

Formal, G(j) rezultă din G(s) pentru s = j. Răspunsul la frecvenţă se obţine prin
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calcul (când se cunoaşte funcţia de transfer) sau pe cale experimentală. Dacă este necesară
o validare a unui rezultat obţinut prin calcul sau G(s) nu este cunoscută cu precizie
adecvată, G(j) se determină experimental, de exemplu conform schemei fig. VI.1.b.

Fig. VI.1. (a) Mărimile de intrare şi de ieşire în regim permanent perodic sinusoidal;
(b) Determinarea experimentală a răspunsului la frecvenţă; Tu , Ty – traductoare, PC – calculator

1.2. Definiţii

Definiţia 1

Funcţia G(j) care defineşte complet regimul permanent sinusoidal pentru   R se
numeşte răspunsul la frecvenţă al sistemului descris de funcţia de transfer G(s).

Întrucât G( j) se obţine din G(s) pentru s = j , care este ecuaţia axei imaginare a
planului s, rezultă că G(j) este imaginea axei imaginare prin transformarea conformă:

z = G(s).

+j

–j

s = j

P
Pl. s

N

M

R = +



j

 a

 z = G(s)

G(j)

Pl. zjI ()

 = +
 = –

 = 0

 > 0

 < 0

0 R ()

 b

N

Fig.IV.2.(a) Conturul Nyquist N (a) parcurs în sens orar (trigonometric negativ; separat, cu linie-punct este
indicat sensul pozitiv – trigonometric); (b) hodograful obţinut prin transformarea conformă z = G(s)

Axa imaginară a planului s este o curbă închisă (prin punctul de la infinit), numită
conturul Nyquist ( N,, fig.IV.2.a). Rezultă că hodograful G(j),   R, este de asemenea o
curbă închisă (eventual prin punctul de la infinit din planul z) – fig.IV.2.b. Săgeţile de pe
 N şi de pe G(j) indică sensul crescător al pulsaţiei  (de la –  la +). Acesta
corespunde parcurgerii în sens trigonometric negativ a lui  N (sensul pozitiv este indicat de
săgeţile cu linie-punct). Urmează că domeniile mărginite de N şi de G(j) se află la dreapta
contururilor respective atunci când acestea sunt parcurse în sensul crescător al pulsaţiei .

Ţinând seama de faptul că G(s) se exprimă şi sub forma transformatei Laplace:

,)()}({)(
0
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 0  t
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 u(t), y(t) )(arg  jG

b
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Tu

PC
|G(j)| = Ym/Um

arg G(j) = 

Ty

  y  u

u(t) = Umsinωt
y(t) = Ymsin(ωt + φ)
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în care g(t) este răspunsul la impulsul Dirac (II.3), urmează că înlocuind s = j se obţine:

.)()}({)(
0
  dtetgtgjG tj F (1.8)

Rezultă că răspunsul la frecvenţă, G(j), este transformata Fourier a răspunsului la
impulsul Dirac, g(t). Transformata Fourier din (1.8) este unilaterală deoarece g(t)  0
pentru t < 0. Acest rezultat prilejuieşte şi o interpretare frecvenţială a transformatei G( j)
(şi în general a transformării Fourier), în sensul că G( j) este o imagine a spectrului de
frecvenţe conţinute de originalul g(t).

Transformata inversă:





  


  dejGjGtg tj)(

2

1
)}({)( 1F (1.9)

pune în evidenţă faptul că g(t) reprezintă o superpoziţie, în formă integrală, a unor oscilaţii
complexe de forma: e j tcos t  jsin t de amplitudine G(j),   R.

Interpretarea frecvenţială a transformării Fourier se extinde în mod natural şi în cazul
semnalelor u(t) şi y(t) (în fond şi g(t) este un semnal).

Definiţia 2.

În cazul în care originalul f(t) este un semnal, imaginea, F(j) = F {f(t)}, se numeşte
densitatea spectrală şi modulul imaginii, |F(j)|, se numeşte densitatea spectrală de
amplitudine ale semnalului f(t).

1.3. Transferul intrare – ieşire în domeniul frecvenţelor

În cazul transferului intrare – ieşire (1.1), pentru s = j se obţine:
Y j G j U j( ) ( ) ( ),   (1.10)

care exprimă modul în care se transformă densitatea spectrală a mărimii de intrare, U(j),
în densitatea spectrală a mărimii de ieşire, Y(j), prin transferul prin sistemul caracterizat
de răspunsul său la frecvenţă, G(j).

Exemplul 1.1

Ecuaţia (1.10) poate fi utilizată pentru obţinerea, pe altă cale, a rezultatului (1.7). Într-
adevăr, având în vedere că pentru (1.2) se poate scrie (Anexa B.2.1.b.3o):

,)]()([}{sin)( 000 jtjU   F
din (1.10), după ce se înlocuieşte U(jω), se obţine:

Y ( j)[G( j0 )(–0 )–G(– j0 )(0 ) ] / j .

Utilizând (1.6), se scrie:

  ()([)()( 00RjY 0 ) ] / j I (0 )[(–0 ) (0 ) ]

din care, trecând la domeniul timpului, rezultă (1.7). 
Ecuaţia (1.10) mai evidenţiază şi faptul că sistemul dinamic descris de (1.1) se

comportă, în domeniul frecvenţelor, ca un filtru.

Exemplul 1.2

Pentru )()( ttu  , care se caracterizează printr-o densitate spectrală uniformă şi unitară (fig

VI.3.a; Anexa B.1.2.b.1o, Anexa C.2): 1)}({)(  tjU  F , din (1.10) rezultă:
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)()(  jGjY  .

Aşadar, mărimea de ieşire, y(t), are o densitate spectrală neuniformă şi neunitară (fig.
VI.3.b, diferită de aceea a mărimii de intrare, u(t)), densitate spectrală dependentă de G(s)
(în acest caz chiar egală chiar cu G(j)). 

Y(j) = G(j)U(jω)



U(j) = F { (t)} =1

1

a b

|Y(j)| = |G(j)|

Fig. VI.3. Transferul frecvenţial intrare – ieşire al impulsului Dirac (exemplul 1.2)

Forma densităţii spectrale de amplitudine pentru principalele tipuri de filtre ideale şi,
corespunzător, pentru câteva sisteme realiste (filtre electrice uzuale) se prezintă în 3.1 şi
respectiv 3.2 (exemplele 3.1 – 3.4).

Exemplul 1.3

Se consideră un filtru cu (Anexele A.1.2.c.4o, C.2)
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 rjG

în care  0 > 0 este pulsaţia de tăiere a filtrului. Graficul funcţiei G(j) este reprezentat în
fig. VI.a cu linie întreruptă. Pentru mărimea de intrare:

,,)( R 
tketu

ta

cu 2k/|a| > π, se cere să se determine densitatea spectrală a mărimii de ieşire y(t).



a b

Y(j)

1

– –

U(j)

G(j)

Y(j) = G(j)U(jω)

2k/a

U(j)

Fig. VI.4. Transferul frecvenţial la exemplul 1.3; ω0 – pulsaţia de tăiere

U( j) are expresia:

,
2

)(
22 a

ka
jU







şi este reprezentat în fig. VI.4.a (Anexele A.2.1.c.2o, C.2). Utilizând (1.10) se obţine
densitatea spectrală a ieşirii:
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Rezultă că filtrul considerat este de tipul «trece-jos» în sensul că, la ieşire, pulsţiile mai
mari ca pulsaţia de tăiere 0 (existente în spectrul lui u(t)) sunt eliminate – fig. VI.4.b.

1.4. Caracteristica reală de frecvenţă şi relaţia cu răspunsul indicial
În anumite abordări teoretice şi în unele aplicaţii se utilizează şi caracteristica reală de

frecvenţă R() şi caracteristica imaginară de frecvenţă I().
Ca funcţie pară, R() poate fi utilizată pentru determinarea relaţiei dintre răspunsul

indicial şi răspunsul la frecvenţă. Pe baza relaţiei (4.3) de la II.4.1 pentru G(s) BIBO-stabil,
cu (2.1) (în condiţiile precizate în Anexa B.2.3.b) şi conform proprietăţilor 12o din Anexa
A.2.1.b, în urma unor calcule elementare, se obţine:

  .
sin
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RsG
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sHth 
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

 FF (1.11)

a. Relaţia dintre durata regimului tranzitoriu şi pulsaţia de tăiere

Fie două sisteme diferite cu caracteristicile R1() şi R2() şi R1() = R2(a), a > 1,
Cele două caracteristici reale de frecvenţă sunt similare ca formă dar diferite numai prin
factorul a > 1 de scalare a pulsaţiei. În conformitate cu (1.1) se poate scrie:
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Din acest rezultat se trage concluzia că durata regimului tranzitoriu ts este cu atât mai
mică cu cât R() se extinde pe un interval de frecvenţe mai mare, respectiv cu cât pulsaţia
de tăiere (pentru un sistem de tipul «trece-jos», exemplul 1.3) este mai mare.

b. Relaţia dintre suprareglare şi maximul funcţiei R()

Cu substituţia  =  t, din (1.11) pentru R() > 0  şi dR()/d < 0,  > 0, se obţine:
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Pe de altă parte, cu (4.2) de la II.4, pentru valoarea de regim staţionar se scrie:

h = lim t  h(t) = G(0) = R(0) (1.12)

deoarece I(0) = 0 (I() este funcţie impară, Anexa A.2.1.b.9o). Utilizând (7.1) de la II.7.1 şi
rezultatul (1.12), pentru suprareglarea sistemului se obţine:  %  18%.

In situaţia în care R() are o formă oarecare, cu un singur maxim Rmax > R(0) > 0,
procedând în mod similar, se poate arăta că suprareglarea satisface:  %  18%[Rmax /R(0)].

Se trage concluzia că o valoare Rmax /R(0) mare corespunde unei limite superioare mari
a suprareglării  %. În acelaşi timp, un raport Rmax /R(0) de valoare redusă poate asigura ca
limita superioară a suprareglării să fie de asemenea redusă.



2. Reprezentări grafice ale răspunsului la frecvenţă
Răspunsul la frecvenţă se utilizează practic şi sub forma unor reprezentări grafice. Cele

mai utilizate sunt locul de transfer şi diagrama Bode.

2.1. Locul de transfer

Locul de transfer este hodograful funcţiei G(j),  R (fig.IV.2.b). G(j) se obţine din
G(s) pentru s = j şi este imaginea conturului Nyquist ( N, fig.IV.2.a). Locul de transfer se
parametrizează după valorile lui .

Funcţia de transfer G(s) este raportul a două polinoame cu coeficienţi reali. În aceste
condiţii are loc:

),()(  jGjG  (2.1)

în care bara superioară simbolizează operaţia de conjugare a numerelor complexe. Conform
relaţiei (2.1), rezultă că locul de transfer G(j) este simetric faţă de axa reală a planului z.
În consecinţă este suficientă reprezentarea locului de transfer numai pentru  R+, urmând
ca restul locului să se obţină prin simetrie faţă de axa reală.

a. Forma locului de transfer la frecvenţe înalte

Pentru a determina forma locului de transfer la frecvenţe înalte se consideră funcţia de
transfer (1.11) de la II.1.4. Se înlocuieşte s = j şi se obţine:
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Pentru  + se obţine:
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Valoarea limitei depinde de m – n. Pentru
cazul bm / an > 0 se poate scrie:
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Este evidentă o periodicitate a valorii limitei,
perioada fiind egală cu 4. În continuare:

0)(,0  nm abjGnm ,

,00)(,1 2/)( nmnmj jejGnm   

fiind vizibilă şi aici o periodicitate a valorii limitei, perioada fiind aceeaşi.
Pentru – 4  m – n  4 toate situaţiile posibile ale formei locului de transfer la frecvenţe

înalte sunt reprezentate în fig. VI.5. Săgeţile indică sensul de creştere a lui .

m – n  1

m
–

n


0

nm ab

Pl. G(s)
.

m – n  –3

m
–

n


2

m
–

n


–2

m – n  –1

m – n  3

m
–

n


0

m
–

n


–4

m
–

n


4

Fig. VI.5. Forma locului de transfer la frecvenţe
înalte (+)
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b. Forma locului de transfer la frecvenţe joase

Forma locului de transfer pentru   0 depinde de numărul de zerouri şi de poli în s = 0
ai lui G(s). În aceste circumstanţe, pe baza expresiei (2.2), se porneşte de la:
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în care z şi p reprezintă numărul de zerouri şi respectiv de poli în s = 0, cu 0  z  m şi
0  p  n.

Pentru   0, din (2.3), se obţine:
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Valoarea limitei depinde de z – p. Pentru cazul bz/ap > 0 se poate scrie:
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Este evidentă o periodicitate a valorii
limitei, perioada fiind egală cu 4. În
continuare:
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fiind vizibilă şi aici o periodicitate a valorii limitei, perioada fiind aceeaşi.
O analiză specială a cazului z – p = –1 arată că |ReG(+0)| < + în timp ce jImG(+0) =

= – j. Pentru a susţine această afirmaţie se consideră G(j) factorizată sub forma:
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în care, pentru simplificarea calculelor, se consideră: .,1,,1,, zmkpnidc ki R
Se amplifică fracţia cu conjugata numitorului. După calcule elementare se obţine:
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Pentru   0 rezultă:
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Pentru –4  z – p  4 toate situaţiile posibile ale formei locului de transfer la frecvenţe
joase sunt reprezentate în fig. VI.6. Săgeţile indică sensul de creştere a lui .
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Fig. VI.6. Forma locului de transfer la frecvenţe joase ( 0)
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2.2. Diagrama Bode
Diagrama Bode este o reprezentare în coordonate carteziene a funcţiilor:

,,)(lg20)(dB  R jGA (2.4)

   ( ) arg ( ), ,  G j R (2.5)

de regulă, pentru o scară logaritmică (în baza 10) a pulsaţiei – fig.VI.7.

 AdB() se numeşte atenuarea răspunsului la frecvenţă şi se măsoară în deciBell (dB) şi

 () se numeşte faza răspunsului la frecvenţă şi se măsoară în grade (mai rar în
radiani).

Diagrama Bode este utilizată mai ales în aplicaţii, deoarece, adeseori, caracteristica
atenuare – frecvenţă (2.4) şi, uneori, caracteristica fază – frecvenţă (2.5) pot fi aproximate
prin linii frânte. Totodată, diagrama Bode permite evidenţierea şi utilizarea mai simplă a
corelaţiilor care există sau se doreşte să existe, pe anumite benzi de frecvenţe, între
atenuarea şi faza răspunsului la frecvenţă.

10–1 100 101 102 

lg
–1 0 1 2

 2     3     4   5  6 7 8 9  2     3    4   5  6 7 8 9 2 3     4   5  6 7 8 9

Fig. VI.7. Scara logaritmică (în baza 10) a pulsaţiei

2.3. Elemente de transfer tipice
În continuare se va analiza comportarea în domeniul frecvenţelor a elementelor de

transfer tipice prezentate la II.7.2.
a) Elementul proporţional (P) are funcţia de transfer:
GP(s) = K. (2.6)

Răspunsul la frecvenţă este GP(j) = K. Locul de transfer se reduce la un punct situat pe

axa reală şi diagrama Bode se reprezintă utilizând AdB() = 20 lgK şi  () = 0.
S-a arătat la II.7.2.a că funcţia de transfer (2.6), în cazul unor sisteme dinamice reale,

este o aproximare bazată pe idealizări şi / sau simplificări ale modelului matematic.
Aproximări similare se pot face pe baze
experimentale, şi anume atunci când AdB() 
constant şi ()  0 pe domenii relativ largi de
frecvenţe (începând cu frecvenţa nulă).

b) Elementul de întârziere de ordinul 1 (T1) are
funcţia de transfer:

.
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1
)(1T 


Ts
sG (2.7)

Răspunsul la frecvenţă are expresia:
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în care  este pulsaţia normată (adimensională). Din (2.8) rezultă:
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Fig.VI.8. Locul de transfer al elementului de
întârziere de ordinul 1 (T1).
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Ecuaţia locului de transfer se obţine imediat din (2.9) prin eliminarea lui  între R() şi
I(). Rezultă  I () /R (), care se înlocuieşte în R(), după care se obţine: R2 I2 –
– R0. Aceasta este ecuaţia unui cerc (fig.VI.8) cu centrul în (1/2,0) şi de rază 1/2.

Pentru a trasa diagrama Bode se are în vedere că din (2.10) rezultă:
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AdB() şi () conforme cu (2.10) sunt trasate . cu linie întreruptă în fig.VI.9. Conform

cu (2.11), caracteristica atenuare – frecvenţă are două asimptote: AdB()0 şi AdB()20

lg. Ele se intersectează în punctul de frângere, de abscisă  = 1 (lg = 0);  = 1 ( = 1/T)
se numeşte pulsaţia de frângere. Asimptotele se utilizează pentru aproximarea
caracteristicii atenuare – frecvenţă, fig.VI.9.a. Eroarea maximă introdusă este de 3dB

pentru = 1 (aceasta rezultă din
).dB32lg20)/1(dB TA

Din fig.VI.9.a mai rezultă că
elementul T1 este un filtru «trece-
jos», cu panta de –20dB/decadă
pentru pulsaţii mai mari ca  = 1
( =1/T). În mod convenţional,
 = 1 ( = 1/T), pentru care

,dB3)/1(dB TA se numeşte
pulsaţia de tăiere în sensul
filtrelor (coincide cu pulsaţia de
frângere), iar intervalul de pulsaţii
[0,1] (respectiv [0,1/T]) este banda
de trecere a filtrului «trece-jos».

În mod similar, ţinând seama
de (2.12), caracteristica fază – frecvenţă poate fi aproximată prin trei segmente de dreaptă,
fig.VI.9.b. Remarcabil este faptul că (1/T)= – 45.

c) Elementul de întârziere de ordinul 2 (T2) are funcţia de transfer:
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Răspunsul la frecvenţă are expresia:
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în care  este pulsaţia normată. Din (2.14) rezultă:
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Fig.VI.9. Diagrama Bode a elementului de întârziere de ordinul 1
(T1); caracteristicile: (a) atenuare – frecvenţă şi (b) fază – frecvenţă
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Ecuaţiile (2.15) nu mai oferă posibilitatea obţinerii pe cale analitică a ecuaţiei locului de
transfer (ca funcţie implicită de R şi I ). Ecuaţiile (2.15) pot fi utilizate pentru trasarea prin
puncte a locului de transfer – fig.VI.10, pentru diferite valori ale factorului de amortizare .

Diagrama Bode, în conformitate cu (2.16), este reprezentată în fig.VI.11. Se constată că
AdB(), pentru 0 1 2  / , are un maxim )121(lg20 2

maxdB  A la pulsaţia

).21(21 22
nnrr   Acesta este fenomenul de rezonanţă: mărimea de

intrare (1.2) are amplitudinea 1 (respectiv 20 lg 1 = 0) în timp ce mărimea de ieşire în regim
sinusoidal – (1.7) are amplitudinea 1)12/(1 2  (respectiv ).0)]12/(1lg[20 2 

Remarcabil este faptul că pentru 2/10   există o bandă de pulsaţii pentru care
,0)(dB A numită şi banda de rezonanţă.

Înlocuind AdB() din (2.16) în inegalitatea
precedentă rezultă banda de rezonanţă:
( )2,0( r adică (0, ).)21(2 2 n

Şi în cazul elementului T2 se pot pune
în evidenţă două asimptote ale
caracteristicii atenuare – frecvenţă. Din
prima relaţie din (2.16) rezultă:
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Aceste asimptote se intersectează pe axa
absciselor în punctul  = 1, adică lg = 0.
Acesta este punctul de frângere şi
1(n ) este pulsaţia de frângere.

Din fig.VI.11 rezultă că utilizarea
asimptotelor pentru aproximarea caracteristicii atenuare – frecvenţă nu este adecvată decât
în cazul  [0,4 , 0,6], datorită erorilor inacceptabile care se introduc pe această cale.

Caracteristica atenuare – frecvenţă din fig.VI.11 arată că elementul T2 este un filtru
«trece-jos», cu panta de –40dB/decadă pentru pulsaţii mai mari ca 1(n ) .

Convenţional,  ( ) pentru care AdB( ) = – 3dB se numeşte pulsaţia de tăiere în

sensul filtrelor iar banda de trecere a filtrului «trece-jos» este ],0[ 0 (respectiv ],0[ 0 ).
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Fig.VI.10. Locul de transfer al elementului de intârziere
de ordinul 2 (T2)
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Semnificativ este faptul că pentru  = 1 ( = n, care este pulsaţia naturală) se obţine:
AdB(n)  –20 lg2 şi (n)  –90.
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Fig.VI.11. Diagrama Bode a elementului de întârziere de ordinul 2 (T2)

d) Elementul integrator (I) are funcţia de transfer:
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I sT
sG  (2.17)

Răspunsul la frecvenţă are expresia:
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jjT

jG  (2.18)

în care  este pulsaţia normată. Din (2.18) rezultă:
,11)(,0)( I   TIR (2.19)

.90)(,)1lg(20)( o
dB  A (2.20)

Locul de transfer şi diagrama Bode sunt reprezentate respectiv în fig.VI.12 şi fig.VI.13.

e) Elementul derivator (D) are funcţia de transfer:
.)( DD sTsG  (2.21)

Răspunsul la frecvenţă are expresia:
,,)( DDD  TjjTjG  (2.22)
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Fig.VI.12. Locul de transfer al elementului
integrator (I)

Fig.VI.13. Diagrama Bode a elementului
integrator (I)

în care  este pulsaţia normată. Din (2.22) rezultă:
,)(,0)( D   TIR (2.23)

.90)(,lg20lg20 D
 TAdB (2.24)

Locul de transfer şi diagrama Bode sunt reprezentate respectiv în fig.VI.14 şi fig.VI.15.
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Fig.VI.14. Locul de transfer al elementului

derivator (D)

Fig.VI.15. Diagrama Bode a elementului

derivator (D)

f) Elementul cu timp mort (TM ) are funcţia de
transfer

.0;)(   TesG Ts (2.25)

Răspunsul la frecvenţă are expresia:
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(2.26)

în care  este pulsaţia normată. Din (2.26) rezultă:
,sinsin)(,coscos)(   TITR (2.27)

.)(,1)(   TjG (2.28)

Din (2.27) sau (2.28) se obţine R 2 + I 2 = 1, ceea ce înseamnă că locul de transfer este
un cerc, fig.VI.16. Caracteristicile (2.28) fac obiectul paragrafului 3.1.a (fig.VI.19).

2.4. Trasarea diagramei Bode prin linii poligonale aproximante
Principalul avantaj al definiţiei (2.4) a caracteristicii atenuare – frecvenţă constă în

faptul că, dacă |G( j) | este în formă factorizată, atunci lg |G( j) | se exprimă sub forma
unei sume. De regulă termenii acestei sume admit aproximări grafice sub formă de linii
frânte (aşa cum s-a arătat la elementul T1 – fig.VI.9.a.). Prin sumarea grafică a respectivilor

2)14(   k
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 = 2k
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Fig.IV.16. Locul de transfer al
elementului cu timp mort (TM)
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termeni se obţine relativ uşor caracteristica atenuare – frecvenţă sub forma unei linii
poligonale aproximante. În mod similar se poate obţine şi caracteristica fază – frecvenţă. În
acest caz se are în vedere, ca posibilitate, aproximarea utilizată la elementul T1 – fig.VI.9.b.

Exemlpul 2.1
Se consideră funcţia de transfer: )]10(/[)11,0(10)(  ssssG şi se cere să se traseze

diagrama Bode prin linii poligonale.
Pentru s = j, în conformitate cu (2.4) şi (2.5), se obţine:
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Diagrama Bode este reprezentată în fig.VI.17. Cu linii întrerupte s-au trasat
caracteristicile parţiale, corespunzătoare termenilor din funcţiile AdB() şi  ().
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Fig.VI.17. Diagrama Bode la exemplul 2.1; a, b, c, d
corespund respectiv termenilor din AdB();

e, f, g corespund respectiv termenilor din  ()
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Fig.VI.18. Diagrama Bode la exemplul 2.2; a, b, c, d
corespund respectiv termenilor din AdB();

e, f, g corespund respectiv termenilor din  ()

Exemplul 2.2
Se consideră funcţia de transfer: )]11,0(/[)110(1,0)(  ssssG şi se cere să se

traseze diagrama Bode prin linii poligonale.
Pentru s = j , în conformitate cu (2.4) şi (2.5), se obţine:
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Diagrama Bode este reprezentată în fig.VI.18. Cu linii întrerupte s-au trasat
caracteristicile parţiale, corespunzătoare termenilor din funcţiile AdB() şi  ().



3. Principiul non-anticipării
În acest subcapitol se vor prezenta caracterizări în domeniul frecvenţelor ale sistemelor

dinamice liniare care satisfac principiul non-anticipării (a se vedea observaţiile 1.1 şi 1.3 de
la II.1.4). În acest scop şi pentru a crea contrastul necesar şi un cadru propice pentru o
înţelegere profundă a întregii problematici, se va examina mai întâi o clasă de sisteme
dinamice liniare cu proprietăţi ideale. Întrucât sistemele dinamice se comportă în domeniul
frecvenţelor ca nişte filtre (deşi nu au, de regulă, în mod explicit o astfel de destinaţie),
respectiva clasă de sisteme este desemnată în mod tradiţional prin sintagma filtre ideale.

3.1. Filtre ideale

Caracterul ideal al acestor sisteme dinamice constă în aceea că răspunsul la frecvenţă,
G(j), are o formă care nu satisface principiul non-anticipării. De exemplu, pe anumite
intervale de frecvenţă G(j) = 0. Aceasta înseamnă că frecvenţele respective, deşi sunt
prezente în mărimea de intrare, sunt absente în mărimea de ieşire (a se vedea exemplul 1.3).
De regulă, această idealizare constituie o simplificare prin care se elimină dificultăţile
implicate de utilizarea formei exacte a lui G(j) şi are avantajul considerării proprietăţilor
frecvenţiale esenţiale ale sistemelor dinamice. Dezavantajul introducerii acestor simplificări
idealizatoare este că se încalcă principiul non-anticipării. O abordare pertinentă, în
domeniul frecvenţelor, a principiului non-anticipării va face obiectul paragrafului 3.2.

a. Filtrul ideal «trece-tot» (elementul cu timp mort)

În conformitate cu definiţia răspunsului la frecvenţă se
poate scrie:

.)()( )( jeMjG  (3.1)

)(arg)(,)()(  jGjGM  (3.2)

sunt modul şi faza răspunsului la frecvenţă.
G(s) are proprietatea că pentru sR are loc G(s)R (G(s)

are coeficienţi reali). Rezultă că G(j) = R() + jI() are
următoarele proprietăţi:

),()()()(  jIRjGjG  (3.3)

),()(),()(  IIRR  (3.4)

).()(),()(   MM (3.5)

Se spune că un sistem dinamic caracterizat prin răspunsul la frecvenţă (3.1), cu (3.2),
este un filtru ideal «trece – tot» (FITT) dacă:

0)( 0  constantMM  (3.6)

  ( ) , ,   T T constant 0 (3.7)

fig.VI.19 (modulul nu depinde de frecvenţă şi faza este liniar descrescătoare). Orice abateri faţă
de (3.6) şi / sau (3.7) reprezintă distorsiuni de amplificare şi /sau de fază.

Din (3.1) şi (3.6), (3.7) rezultă:
,)( 0  jTeMjG  (3.8)

M(),  ()

M()

 ()

M0

0



Fig. VI.19. Răspunsul la
frecvenţă al filtrului ideal

«trece-tot» (FITT)
(elementul cu timp mort)
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ceea ce înseamnă că transferul intrare – ieşire în domeniul frecvenţelor are forma:
).()( 0   jUeMjY jT (3.9)

Trecând la domeniul timpului (translaţia originalului, Anexa A.2.1.b.14o) se obţine:
y t M u t T( ) ( ). 0 (3.10)

Conform cu II.7.2.f şi 2.3.f, ecuaţia (3.10) reprezintă un element proporţional cu timp
mort (PTM). Comportarea ideală (3.10) este de fapt un deziderat (mai ales în tehnica
transmisiunii informaţiei) în sensul că este de dorit ca, exceptând întârzierea T, necesară
propagării lui u(t) prin sistem, mărimea de ieşire, y (t), să fie proporţională cu mărimea de
intrare, u(t). Conform cu (3.8) funcţia de transfer este:

.)( 0
TseMsG  (3.11)

b. Filtrul ideal fără distorsiuni de fază

Sistemul dinamic caracterizat de răspunsul la frecvenţă:











T
M

)(
constant)(

(3.12)

G j M e jT( ) ( )   
(3.13)

se numeşte filtru ideal fără distorsiuni de fază.
Dacă M() este funcţie absolut integrabilă, atunci există o funcţie original

m(t) = F –1{M()}. Întrucât M() este reală şi pară, rezultă că şi m(t) este pară, adică:

).(=)( tmtm  (3.14)

Ca urmare:

.,cos)(
1

)(
2

1
)}({=)(

0
1  





  RtdtMdeMMtm tj 





 F (3.15)

Din (3.11), conform teoremei translatei originalului (Anexa A.2.1.b.14o), se obţine:
g t m t T( ) ( ).  (3.16)

Pentru t – T = , din (3.12) şi (3.14) rezultă:
g T g T( ) ( ),    (3.17)

ceea ce înseamnă că graficul răspunsului la impuls, g(t), este simetric faţă de dreapta t = T
(paralelă cu axa ordonatelor).

În continuare, din (3.17) – (3.19) rezultă:

,,)(cos)(
1

)()(
0


 RtdTtMTtmtg 


(3.18)

din care se mai obţine:

,),()(
1

)(
0


 RtTgdMtg 


(3.19)

adică g(t) îşi atinge maximul în t = T.
Răspunsul indicial se poate determina cu ajutorul produsului de convoluţie:

.,)()()( 



 Rtdtgth  (3.21)

Întrucât  jt 1+)(=)}({F (Anexa B.2.3.b.3o, k = 0), din (3.18) se obţine:
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Revenind la domeniul timpului se obţine răspunsul indicial:

.,
)(sin
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
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





(3.21)

Din (3.21), pe baza substituţiei t – T  , se scrie:

),(2/)0(2/)0()(   ThMMTh (3.22)

adică h(t) este o funcţie impară într-un sistem de axe cu originea în (T, M(0)/2).
Se remarcă faptul că g(t) şi h(t) sunt nenule pentru t < 0, ceea ce contravine principiului

non-anticipării.

b1. Filtrul ideal «trece–jos»

Un filtru «trece–jos» permite transferul frecvenţelor într-un interval [– 1,  1], în timp

ce pe celelalte le atenuează sau, în cazul ideal, le elimină. Intervalul [–1,1] se numeşte
banda de trecere a filtrului «trece–jos». Răspunsul la frecvenţă (3.13) al unui filtru ideal
«trece-jos» (FITJ) se caracterizează prin (fig.VI.20):
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Răspunsul la impulsul Dirac se obţine înlocuind
(3.23) în (3.18). După calcule elementare se obţine:
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)(sin1

)( 1
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

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Tt
Mtg




(3.24)

al cărei grafic este reprezentat în fig.VI.21.
Răspunsul indicial se obţine înlocuind (3.23) în (3.21). Rezultă:

,,)(Si
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1
)( 10 R



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
(3.25)

în care 
x

dx
x

ax
ax

0

sin
Si este funcţia sinus integral.

Graficul răspunsului indicial este reprezentat în fig.VI.22.
Adoptând ca măsură a rapidităţii răspunsului indicial panta sa maximă normată (prin

împărţirea la M0), care se obţine pentru t = T, se constată că:

.//)(/)( 100max  MTgMThh (3.26)

 M 0

 M()


 

 M(), ()

0

Fig.IV.20.Răspunsul la frecvenţă al filtrului
ideal «trece-jos» (FITJ)

g(t)
M01/

T t

Fig.IV.21. Răspunsul la impuls al filtrului
ideal «trece-jos» (FITJ)

t

h(t)

T

M0

M0/2

Fig.IV.22. Răspunsul indicial al filtrului
ideal «trece-jos» (FITJ)
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Rapiditatea astfel definită este proporţională cu banda de trecere,  1, a filtrului ideal
«trece-jos». Pe de altă parte, calitativ, rapiditatea este invers proporţională cu durata de
creştere, tc, definită la II.7.1. Ca urmare, se poate afirma că durata de creştere tc este invers

proporţională cu banda de trecere a filtrului ideal «trece-jos». Acest fapt este confirmat de
relaţia (7.33) de la II.7.2.c3 şi are valabilitate calitativă generală pentru filtrele «trece-jos».
Rezultatul (3.26) este consistent cu definiţia (3.23), care exprimă faptul că filtrul ideal
«trece-jos» transferă numai semnalele sinusoidale a căror pulsaţie este maximum  1, şi că,
în context frecvenţial,  1 este o măsură a rapidităţii.

b2. Filtrul ideal «trece-sus»

Un filtru «trece-sus» permite transferul frecvenţelor în intervalele (–, –1], [1,+),

în timp ce pe celelalte le atenuează sau, în cazul ideal, le elimină. Intervalul
(–1, 1) se numeşte banda de blocare a filtrului «trece-sus». Răspunsul la frecvenţă (3.13)
al unui filtru ideal «trece-sus» (FITS) se caracterizează prin (fig.IV.23):
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Este uşor de constatat că un FITS se poate realiza prin conectarea unui FITT şi a unui
FITJ ca în fig.VI.24, în care se au în vedere fig.VI.19, 20 şi 23.. Pe această bază se pot scrie
expresiile răspunsurilor la impulsul Dirac şi indicial.

b3. Filtrul ideal «trece–bandă»

Un filtru permite transferul frecvenţelor în intervalele [– 2, – 1], [1,  2], în timp ce
pe celelalte le atenuează sau, în cazul ideal, le elimină. Aceste intervale constituie benzile
de trecere ale filtrului «trece-bandă».

Răspunsul la frecvenţă (3.13) al unui filtru ideal «trece-bandă» FITB se caracterizează
prin (fig.IV.25.a):
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Un FITB se poate realiza prin conectarea în serie, ca în fig.IV.25.b, a unui FITJ, cu

banda de trecere [–  2,  2], şi a unui FITS cu banda de blocare (–  1,  1),  2 > 1,
fig.IV.25.a. Pe baza fig.IV.25.b se pot determina şi răspunsurile la impulsul Dirac şi
indicial.

 FITT

FITJ

u
y+

_

Fig.IV.24. Filtru ideal «trece-sus» (FITS) format
prin conectarea în paralel a unui filtru ideal «trece-tot»

(FITT) şi  unui filtru ideal  «trece-jos»  (FITJ)

 M(), ()
 M0  M()


– 

Fig.IV.23. Răspunsul la frecvenţă al unui filtru ideal
«trece-sus» (FITS)
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Fig.IV.25. Răspunsurile la frecvenţă ale filtrelor ideale: a – «trece-bandă» (FITB), c – «opreşte-bandă» (FIOB);
b – FITB obţinut prin conectarea în serie a FITJ şi FITS; d – FIOB obţinut prin conectarea în paralel a FITJ şi FITS

b4. Filtrul ideal «opreşte-bandă»

Un filtru «opreşte-bandă» permite transferul frecvenţelor în intervalele (– , – 2],

[–  1, 1], [ 2, + ), în timp ce pe celelalte le atenuează sau, în cazul ideal, le elimină.
Intervalele (– 2, – 1), (1, 2) constituie benzile de blocare ale filtrului «opreşte-bandă».

Răspunsul la frecvenţă (3.13) al unui filtru ideal «opreşte-bandă» (FIOB) are forma
(fig.IV.25.c):
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Un FIOB se poate realiza prin conectarea în paralel, ca în fig.IV.25.d, a unui FITJ, cu
banda de trecere [– 1, 1], şi a unui FITS cu banda de blocare (– 2, 2),  2 >  1.
Caracteristica (3.31) se obţine ca în fig.VI.25.c. Pe baza fig.IV.25.d se pot determina
răspunsurile la impulsul Dirac şi indicial.

3.2. Sisteme dinamice realiste

Răspunsul la frecvenţă al filtrelor reale, comparativ cu comportarea ideală statuată prin
(3.8), prezintă distorsiuni de amplitudine şi de fază. Pentru exemplificare şi pentru a trece
în revistă posibilităţile de realizare a unor filtre reale corespunzătoare filtrelor ideale fără
distorsiuni de fază se vor prezenta în continuare patru filtre electrice «R , C » pasive sau
active, de tip cuadripol. Se are în vedere ipoteza conform căreia rezistenţa de sarcină este
infinită, respectiv curentul de ieşire al cuadripolului este nul.
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Exemplul 3.1

Cel mai simplu filtru «trece-jos» este elementul T1. Varianta electrică este cuadripolul
«R , C» din fig.IV.26.a, cu G(s) = 1/(Ts+1). Pulsaţia de tăiere în sensul filtrelor este  1 = 1/T

(M( 1) = M(0)/ 2  0,707 ) şi [0,  1] este banda de trecere a filtrului «trece-jos». 

Exemplul 3.2

Cel mai simplu filtru «trece-sus» este elementul DT1. Varianta electrică este cuadripolul «R
, C » din fig.IV.26.b, cu G(s) = Ts/(Ts+1). Pulsaţia de blocare în sensul filtrelor este  2 = 1/T

(M( 2) = M()/ 2  0,707) şi [0,  2] este banda de blocare a filtrului «trece-sus».

Exemplul 3.3

Conform fig.IV.25.b, un filtru «trece-bandă» se poate realiza prin conectarea în serie a
elementelor T1 şi DT1. Varianta electrică este cuadripolul din fig.IV.26.c, cu G(s) =
= T1s/[(T1s+1)(T2 s+1)].

Exemplul 3.4

În conformitate cu fig.IV.25.d, un filtru «opreşte-bandă» se poate realiza prin conectarea
în paralel a elementelor T1 şi DT1. Varianta electrică este cuadripolul din fig.IV.26.d, cu
G(s) = (T1T2s2+2T2s+1)/[(T1s+1)(T2 s+1)].

Fig.IV.26. Filtre electrice: a – «trece-jos» (exemplul 3.1); b – «trece-sus» (exemplul 3.2); c – «trece-bandă»
(exemplul 3.3), A – amplificator ; d – «opreşte-bandă» (exemplul 3.4), A – amplificator sumator
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Observaţia 3.1

Filtrele prezentate la exemplele 3.1 – 3.4 (fig.VI.25)
sunt constituite cu elemente de circuit (R şi C) ideale.
Elementele de circuit reale nu sunt „pure”, ci se
caracterizează prin parametri suplimentari. Astfel, un
rezistor, pe lângă rezistenţa R, se caracterizează şi prin
inductanţa LR şi un condensator, pe lângă capacitatea
C, se caracterizează prin rezistenţa de pierderi RC. În aceste condiţii, de exemplu schema
efectivă a unui filtru real «trece-jos» nu este cea din fig.VI.26.a, ci aceea din fig.VI.27.
Evident, dacă LR şi 1/RC au valori foarte mici ele pot fi neglijate, pe benzi de frecvenţe
precizabile, ceea ce justifică utilizarea în multe situaţii a schemei din fig.VI.26.a.

Definiţia 1
Un sistem dinamic se numeşte realist dacă satisface principiul non-anticipării, adică

răspunsul sistemului (mărimea de ieşire) nu precede în timp excitaţia (mărimea de
intrare).

Pentru sistemele dinamice liniare această proprietate se poate exprima cu ajutorul
răspunsului la impuls, g(t), sub forma (a se vedea II.3.2.a):

.0,0)(  ttg (3.30)

Observaţia 3.2

În unele lucrări se utilizează denumirea de sistem dinamic fizic realizabil (în loc de
sistem dinamic realist), adică fizic concretizabil, ceea ce depăşeşte limitele definiţiei 1.
Modelele matematice sunt ele însele sisteme dinamice. Atributul fizic realizabil se
utilizează de regulă în legătură cu modelele matematice. Evident, nu toate modelele
matematice care sunt realiste sunt şi fizic realizabile (se are în vedere observaţia 3.1). 

Teorema 1

Un sistem dinamic liniar realist este complet caracterizabil fie de partea pară, fie de
partea impară a răspunsului său la impuls.

D. Fie gp(t) şi gi(t) partea pară şi respectiv
impară ale răspunsului la impuls g(t). Se scrie:

g t g t g t tp i( ) ( ) ( ), .  R (3.31)

Din (3.30) şi (3.31) rezultă:
g t g t tp i( ) ( ) , ,  0 0 (3.32)

respectiv:

g t g t tp i( ) ( ) , .    0 0 (3.33)

Din (3.31) – (3.33) se obţine:
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În conformitate cu (3.31) şi (3.34), cu titlu de exemplu, reprezentarea grafică a
răspunsului la impuls se prezintă în fig.VI.28.

    Rezistor

Condensator
CRC

R LR

Fig.IV.27. Schema unui filtru «R,C»
real «trece-jos»

 g(t), gp(t), gi(t)

 g(t)gp(t)

 gi (t)  gp(t)  gi (t)
0 t

Fig.IV.28. Exemplificare la
demonstraţia teoremei 1



VI. Metoda frecvenţială178

Teorema 2

Răspunsul la impuls al unui sistem dinamic linear realist este complet determinat fie de
partea reală, fie de partea imaginară a răspunsului la frecvenţă.
D. Pentru g(t)  gp(t)  gi(t) şi )},({)()()( tgjIRjG F  conform unei

proprietăţi a transformatei Fourier (Anexa A.2.1.b.12o) se pot scrie relaţiile:
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Ţinând seama de (3.34) se obţine:
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Rezultatul (3.37) sugerează existenţa unei legături între R() şi jI() în cazul sistemelor
liniare realiste. Într-adevăr, înlocuind (3.36) în (3.32) şi (3.33) se obţine:


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
0

}.0{\,0]sin)(cos)([ RtdtItR  (3.38)

Rezultatul (3.38) este o relaţie implicită între R() şi I() în cazul sistemelor dinamice
liniare realiste. Explicitarea lui R() în funcţie de I() sau a lui I() în funcţie de R() face
obiectul rezultatului următor. Acest rezultat este fundamental pentru caracterizarea
răspunsului la frecvenţă al unui sistem dinamic liniar realist.

Teorema 3 (transformarea Hilbert)

O condiţie necesară şi suficientă ca G j R jI( ) ( ) ( ),    funcţie de pătrat integrabil,
să fie răspunsul la frecvenţă al unui sistem dinamic liniar realist este ca să aibă loc:
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D. Necesitatea. Răspunsul la impuls satisface în mod evident relaţia:
g t g t t( ) ( ) ( ).  (3.41)

Trecând la transformate Fourier, în conformitate cu teorema transformării produsului de
originale (Anexa A.3.b.2o), din (3.41) se obţine:
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În mod explicit, din (3.44) se obţine: ,
)()(1

)()( 





 d
jIR

j
jIR 



 


 din care,

prin identificarea părţilor reală şi imaginară, rezultă (3.41) şi (3.42).
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Suficienţa. Se poate porni de la (3.39) sau (3.40). De exemplu din (3.40) rezultă:
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Întrucât },{sgn/2 tj F trecând la domeniul timpului, din (3.43) se obţine:
gp ( t)=g i ( t)sgn t din care, pentru t < 0, rezultă gp(t)  –gi(t) şi pentru t > 0 rezultă gp(t) 
gi(t). În aceste condiţii g(t) are forma (3.34), adică reprezintă un sistem dinamic liniar
realist. 

Exemplul 3.5

Se consideră G(s) = 1/(s+1). Se cere să se arate că răspunsul la frecvenţă corespunzător
satisface condiţiile teoremei 3.

Pentru s = j se obţine:
R() = 1( 2+1), I() = – /( 2+1).
Conform relaţiei (3.41) se scrie:
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Deoarece teorema 3 este mai puţin utilizată în aplicaţii datorită dificultăţilor de calcul pe
care le prezintă relaţiile (3.39), (3.40), s-au elaborat şi alte rezultate mai uşor de aplicat
practic.

Teorema 4

Dacă G(s) este olomorfă în semiplanul {Re s 0}, G(j) este absolut integrabilă pentru
  R şi în plus are loc:

,0Re,
||

|)(|  s
s

M
sG (3.44)

în care M > 0, atunci G(j) este răspunsul la frecvenţă al unui sistem dinamic liniar realist.
D . Prima ipoteză asigură existenţa transformatei inverse:

.)(
2

1
)( 




 


 dejGtg tj (3.45)

În continuare demonstraţia se sprijină pe teorema reziduurilor. Întrucât G(s) este
olomorfă pentru {Re s 0}, pentru conturul închis din fig.VI.2.a (conturul Nyquist) se poate
scrie:
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Pe semicercul PNM


, pe baza ipotezei (3.46), are loc evaluarea |G(s)|  M/R. Conform
lemei a lui Jordan (Anexa A.1.2.b.3o), integrala pe PNM


tinde la 0 pentru R+. În aceste

condiţii din (3.45) şi (3.46), pentru R+, se obţine: g(t) = 0, t < 0. 
Rezultatul precedent este o condiţie suficientă astfel încât G(j) să fie răspunsul la

frecvenţă al unui sistem dinamic realist. Ea constituie suportul riguros al observaţiei 1.3 de
la II.1.4.

Teorema 5 (Paley Wiener)

O condiţie necesară şi suficientă ca o funcţie M() > 0,   R, de pătrat integrabil, să
fie modulul răspunsului la frecvenţă al unui sistem dinamic liniar realist este ca să aibă loc:
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


d

M
 (3.47)

Exemplul 3.6

Se consideră un filtru «trece-jos» descris de
M(),   R ,  cu M(0) = 1,  0 < M () < 1,
  0, şi lim ( ) .  M 0 Se cere să se
determine mulţimea de funcţii M() pentru care are
loc (3.47).

Situaţia limită care trebuie avută în vedere, în
context, este filtrul «trece-jos» de tipul „clopotul lui

Gauss”, descris de M()  e–2. În acest caz

integrala din (3.49) are forma:    ,1 22  d



 care în mod evident este divergentă.

Urmează că: |ln M() <  2. Întrucât M(0) = 1 şi 0 < M() < 1,   0, pentru AdB() =

20 lg M() din inegalitatea precedentă rezultă: –8,7 2 < AdB() < 0, AdB(0) = 0. Domeniul

admisibil în care se poate afla caracteristica atenuare – frecvenţă este reprezentat în
fig.VI.29 (zona nehaşurată din cadranul IV). Este de domeniul evidenţei că filtrul ideal
«trece-jos» (fig.VI.19) nu satisface condiţia (3.47). 

3.3. Sisteme de defazaj minim

Teorema 5 nu afirmă că orice G(j) al cărui modul M() satisface (3.47) este răspunsul
la frecvenţă al unui sistem dinamic liniar realist. Acest fapt depinde evident şi de () =
=arg G(j), care nu poate fi total arbitrară, aşa cum, în mod implicit, rezultă din teorema 3.

Pe de altă parte, în general, principiul non-anticipării nu implică existenţa unei relaţii bine
determinate între M() şi  (), de tipul aceleia dintre R() şi I() – relaţiile (3.39), (3.40).

În mod firesc se pune următoarea întrebare: în ce situaţie există o relaţie bine
determinată între M() şi  ()?

Pentru formularea unui răspuns se consideră sistemul dinamic descris G(j) şi un nou
sistem dinamic al cărui răspuns la frecvenţă este:

).()(ln)(ln)(ln)( )(   jMeMjGjG j
l  (3.48)

AdB

–8,7




–8,7
AdB(0) < 0

Fig.VI.29. Domeniul admisibil (nehaşurat)
pentru caracteristica atenuare – frecvenţă a

unui filtru «trece-jos» realist (exemplul 3.6).
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În condiţiile teoremei 3 pentru acest sistem se pot scrie relaţiile:
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în care A() = ln M() este atenuarea răspunsului la frecvenţă G(j).
Relaţiile (3.49), (3.50) sunt cunoscute sub numele de condiţiile Bode. Ele stabilesc o

legătură între M() şi  () pentru o anumită clasă de sisteme dinamice liniare realiste
definită de transformarea (3.48).

Pentru G(s) = Q(s)/P(s), în care Q(s) şi P(s) sunt două polinoame relativ prime între ele,
în conformitate cu (3.48), se poate scrie: Gl(s) = ln Q(s) – ln P(s). Rezultă că (3.49), (3.50)

au loc numai dacă Q(s) şi P(s) au, ambele, toate zerourile în {Re s < 0}, deoarece
respectivele zerouri constituie singularităţi pentru funcţiile ln Q(s) şi ln P(s).

Definiţia 2

Sistemele dinamice liniare ale căror funcţii de transfer au toţi polii şi toate zerourile în
{Re s < 0} se numesc sisteme de defazaj minim.

Sistemele dinamice liniare ale căror funcţii de transfer au toţi polii şi numai o parte din
zerouri în {Re s < 0} se numesc sisteme de defazaj neminim.

Denumirile (introduse deja la II.7.1) sunt justificate de faptul că ambele tipuri de
sisteme satisfac teorema 5 şi sistemele de defazaj minim se disting prin aceea că dintre toate
sistemele dinamice liniare realiste care au acelaşi modul al răspunsului la frecvenţă, numai
acestea introduc defazajul cel mai mic. Defazajul )( se defineşte ca diferenţa între
fazele mărimilor de intrare şi de ieşire, ceea ce înseamnă )(arg)()(  jG .

Sistemele de defazaj minim satisfac condiţiile Bode – relaţiile (3.49), (3.50).

Exemplul 3.7

Se consideră sistemul de defazaj minim Gm(s) = (bs+1)/[(a1s+1)(a2+1)], cu a1, a2, b > 0,

şi sistemul de defazaj neminim Gnm(s) = (bs–1)/[(a1s+1)(a2+1)]. Se cere să se compare
defazajele introduse de cele două sisteme.

Se remarcă mai întâi că cele două sisteme au acelaşi modul al răspunsului la frecvenţă. Într-
adevăr:

.)]1)(1/[()1()()( 22
2

22
1

22   aabMM nmm

Defazajele introduse de cele două sisteme sunt:   1arctg)()( amm

 ba arctgarctg 2  şi .arctgarctgarctg)()( 21  baanmnm  Este de

domeniul evidenţei că: ).()(  nmm  

Exemplul 3.8 (termometrul cu mercur; continuare)

Se consideră termometrul de la II.7.2.b, exemplul 7.1. Se cere să se determine relaţia
dintre variaţia xm a lungimii coloanei de mercur şi variaţia i a temperaturii de măsurat.

Ca urmare a variaţiei m a temperaturii mercurului, se produce o variaţie a volumului
mercurului: Vm = kmm, în care km este o constantă.
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Într-o primă aproximaţie şi din punct de vedere geometric, variaţia Vm are expresia:

Vm  As0xm + xm0As , în care As0 este aria iniţială a secţiunii tubului capilar, xm0 este

lungimea iniţială a coloanei de mercur şi As este variaţia ariei secţiunii tubului capilar.
Variaţia As este cauzată de variaţia i a temperaturii de măsurat, conform relaţiei

A ks s i  , şi se datorează dilatării tubului capilar.
Eliminând Vm , As şi m între relaţiile de mai sus şi T(dm/dt)+m = i

(obţinută la exemplul 7.1) rezultă: Tdxm/dtxmk ( i–T1d i /dt), în care:

,)( 00 ssmm Akxkk  .)( 001 smmsm kxkkTxT 
Funcţia de transfer corespunzătoare are forma: G s k T s Ts( ) ( ) / ( ),  1 11 ceea ce

înseamnă că termometrul este un sistem dinamic liniar de defazaj neminim.
Caracteristica esenţială a unui astfel de element se evidenţiază cu ajutorul răspunsului

indicial (fig.VI.30) şi ea constă în faptul că h(0) este de semn opus faţă de
).(lim thh t 

Utilizând rezultatul de la II.7.2.c,
exemplul 7.3, se poate ţine seama şi de
rezistenţa termică şi capacitatea termică a
tubului capilar.

Funcţia de transfer a unui sistem de
defazaj neminim se poate scrie sub
următoarea formă factorizată:

,
)(

)()(
)( 21

sP

sQsQ
sG  (3.51)

în care P(s) şi Q1(s) sunt polinoame ale

căror zerouri sunt toate în {Re s < 0} şi Q2(s) este un polinom ale cărui zerouri sunt toate în
{Re s > 0}.

Întrucât polinomul Q2(–s) are toate zerourile în {Re s < 0}, prin înmulţirea membrului
drept din (3.51) cu Q2(–s)/Q2(–s) se obţine:

),()()( sGsGsG tm (3.52)

în care:
,)()()()( 21 sPsQsQsGm  (3.53)

este funcţia de transfer a unui sistem de defazaj minim şi
)()()( 22 sQsQsGt  (3.54)

este funcţia de transfer a unui sistem de defazaj neminim, având proprietatea:
.1)()()( 22   jQjQjGt (3.55)

Conform proprietăţii (3.55), sistemul descris de funcţia de transfer (3.56) se numeşte
filtru ideal «trece – tot» cu distorsiuni de fază.

Ca urmare a proprietăţii (3.55), din (3.52) se obţine:
G j G jm( ) ( ) , 

ceea ce înseamnă că sistemele dinamice liniare caracterizate prin acelaşi modul al
răspunsului la frecvenţă se deosebesc între ele numai prin filtrele ideale «trece – tot» de
forma (3.54) conform factorizării (3.52).

T

kT
h 1)0( 

kh 
u(t), y(t)

1
u(t) = (t)

y(t) = h(t)
0

t

Fig.IV.30. Răspunsul indicial al unui sistem de defazaj
neminim (exemplul 3.9)



4. Stabilitatea şi stabilizarea sistemelor automate

4.1. Principiul argumentului

a. Integrala pe contur a derivatei logaritmice

Fie
)(/)()( sPsQsG  (4.1)

funcţia de transfer a unui sistem dinamic liniar în care P(s) şi Q(s) sunt două polinoame cu
coeficienţi reali, relativ prime între ele şi cu grad Q(s) = m, grad P(s) = n.

Ipoteza 1. Fie  un contur închis, situat în planul complex C, în interiorul căruia G(s)

are m  zerouri şi n  poli (incluzându-se şi multiplicităţile corespunzătoare). 
Principiul argumentului, care permite evaluarea variaţiei totale a argumentului funcţiei G(s)

pentru s, se deduce din următorul rezultat clasic din teoria funcţiilor de o variabilă complexă.

Teorema 1 (Cauchy)

Funcţia G(s), conform ipotezei 1, satisface relaţia:
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sG

sG
(4.2)

D. Fie zi, de multiplicitate mi, zerourile lui G(s) situate în interiorul conturului , şi pk ,

de multiplicitate nk , k  1, , polii lui G(s) situaţi în interiorul conturului . Evident, au loc:

 
1

mmi ,  
1

.nni

Pentru G '(s)/G(s) = d[lnG(s)]/ds, numită şi derivata logaritmică a lui G(s), atât zi cât şi
pk sunt, după cum se va arăta imediat, singularităţi de tip pol simplu. Ca urmare, pentru
evaluarea integralei pe contur din (4.2), se aplică teorema reziduurilor şi se obţine:
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Pe de altă parte, pentru zi se poate scrie: G s s z G si
mi i( ) ( ) ( )  , unde Gi(s) este o

funcţie pentru care zi nu este zero. În aceste condiţii se obţine: G'(s)/G(s) =

= mi/(s– zi)+G'i (s)/ Gi (s), ceea ce înseamnă că: Re z  (zi) = mi. Ca urmare:

   
1 1

.)(zRe mmz ii (4.4)

În mod similar pentru pk se poate scrie: G s s p G sk
nk k( ) ( ) ( )   , unde Gk(s) este o

funcţie pentru care pk nu este pol. Acesta conduce la: G '(s)/G(s) = – nk/(s– pk)+

+G'k(s)/G(s), ceea ce înseamnă că: Re z  (pk)  nk. Ca urmare,

   
1 1

.)(zRe nnp kk (4.5)

Înlocuind (4.4)şi (4.5) în (4.3) se obţine (4.2). 
Ipoteza 2. Se presupune în plus că G(s) are m~ zerouri şi n~ poli (incluzându-se şi

multiplicităţile corespunzătoare) pe conturul  (cu tangenta continuă). 
Se prezintă în continuare, fără demonstraţie, un rezultat care ţine seama şi de ipoteza 2.
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Teorema 2 (Cauchy)

Funcţia G(s), conform ipotezelor 1 şi 2, satisface relaţia:

 


   ).~~()(2
)(

)(
nmjnmjds

sG

sG
 (4.6)

b. Variaţia totală a argumentului

Din (4.6) se obţine:
).~~()(2)]([ln   nmjnmjsG s  (4.7)

Înlocuind G(s)=|G(s)|e jargG(s) în (4.7), după calcule elementare, rezultă:
).~~()(2)]([arg   nmnmsG s  (4.8)

Relaţia (4.8) este expresia analitică a principiului argumentului. La o alegere
convenabilă a conturului , relaţia (4.8) poate fi folosită pentru evaluarea variaţiei totale a
argumentului în funcţie de numărul de zerouri şi de poli ai lui G(s) în semiplanul
{Re s  0}. Un astfel de contur este conturul Nyquist  N – fig.VI.2.a.

Fie   m+ şi    n+ numărul de zerouri şi respectiv de poli ai lui G(s) situaţi în
{Re s >0}. Fie de asemenea m0 şi n0 numărul de zerouri finite şi respectiv de poli finiţi în
{Re s  0}. Se ştie că G(s) mai are în punctul de la infinit: fie un zero de multiplicitate
|m – n| pentru m < n, fie un pol de aceeaşi multiplicitate pentru m > n. Întrucât R = +,
fig.VI.2.a, rezultă că punctul de la infinit aparţine conturului N. Ca urmare

).(~~
00 nmnmnm

NN
 

În aceste circumstanţe, pentru s = j, din (4.8) se obţine:

),()()(2)(arg 00 nmmnmnjG 



 



 (4.9)

deoarece s-a ţinut seama de .)(arg)(arg














 jGjG

Întrucât
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













 jGjG , din (4.9) se mai obţine :

).(
2

)(
2

)(
0

)(arg 00 nmmnmnjG 










 (4.10)

c. Criteriul Cremer Leonhard

Forma (4.10) a principiului argumentului poate fi utilizată pentru obţinerea unui rezultat
de BIBO-stabilitate (subcap. II.6) atunci când se cunoaşte polinomul polilor.

Fie (s) un polinom monic, cu coeficienţi reali şi grad (s) = r.

Teorema 3 (Cremer Leonhard)

Polinomul (s) este hurwitzian dacă şi numai dacă:

.
20

)(arg rj





 



(4.11)
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D. Fie r+ şi r0 numărul de zerouri (incluzându-se şi multiplicităţile corespunzătoare)
situate în {Re s < 0} şi respectiv în {Re s  0}. Înlocuind în (4.10): n+ = 0, n0 = 0, n = 0 şi
m+ = r+, n0 = r0, m = r se obţine:

.
220

)(arg 0 rrrj






 



 (4.12)

Suficienţa. Dacă (4.11) este adevărată, atunci din (4.11) şi (4.12) rezultă r+= 0 şi r0 = 0,
ceea ce înseamnă că (s) este hurwitzian.

Necesitatea. Dacă (s) este hurwitzian, atunci r+ = 0 şi r0 = 0. În aceste condiţii din
(4.12) rezultă (4.11). 

Un rezultat echivalent cu teorema 3, care face uz de hodograful (j), este următorul.

Teorema 4 (Cremer – Leonhard)

Polinomul (s) este hurwitzian dacă şi numai dacă hodograful (j),   0, parcurge în
sens pozitiv exact r cadrane în succesiunea lor naturală. 

Exemplul 4.1

Se consideră polinomul (s) = s3+17s2+
+2s+1. Se cere să se studieze natura acestui
polinom în conformitate cu teorema 4.

După trasarea prin puncte a hodograful
(j),   0, se obţine imaginea din
fig.VI.31. Conform teoremei 4 rezultă că
(s) este hurwitzian. 

4.2. Criteriul Nyquist

a. Utilizarea locului de transfer

Fie sistemul automat cu structura din fig.VI.32 (conform schemei din fig.V.1), în care

)(

)(
)()()(

sP

sQ
sGsGsG td  (4.13)

este funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis, cu m = grad Q, n = grad P şi m < n.
Funcţia de transfer a sistemului închis are
expresia:

,
)(

)(
)(0 sF

sG
sG d (4.14)

în care

)(

)()(
)(1)(

sP

sQsP
sGsF d


 (4.15)

este funcţia de transfer diferenţă a reacţiei (a se vedea III.3.2). Polii lui G0(s) coincid cu
zerourile lui F(s), respectiv cu zerourile polinomului P(s) + Q(s).

Se ştie de la II.4.1 că funcţia de transfer a sistemului închis în raport cu perturbaţia,
G0w(s), are exact aceiaşi poli ca şi G0(s). În aceste condiţii utilizarea funcţiei F(s) pentru
studiul BIBO-stabilităţii unui sistem automat este pe deplin justificată.

–33

Pl. (j)

     0

1

 j0.47

Fig.VI.31. Hodograful  (j) la exemplul 4.1

+ –

U(s) Yt(s) Y(s)
Gd(s) Gt

–1
(s)

Fig.VI.32. Schema bloc structurală pentru studiul
BIBO-stabilităţii
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În general F(s) poate avea z+ zerouri în {Re s > 0} şi z0 zerouri în {Re s = 0}. Polii lui

F(s) coincid cu polii lui Gd(s), dintre care n+ se află în {Re s > 0} şi n0 în {Re s 0}.
Punctul de la infinit nu este nici zero şi nici pol pentru F(s) deoarece F(s) este raportul a
două polinoame de grad n. În aceste circumstanţe variaţia totală a argumentului lui F(j),
R, se determină cu formula (4.9) şi are expresia:

).()(2)(arg 00 znznjF 



 



 (4.16)

Se ştie că sistemul automat cu structura din fig.VI.32 este BIBO-stabil (Gt (s) este un
element de tip P, PT1 sau, în mod excepţional, PT2; ca atare Gt

–1(s) nu are poli finiţi) dacă
şi numai dacă toţi polii lui G0(s), respectiv toate zerourile lui F(s) sunt situate în {Re s < 0}.
În consecinţă se poate formula următorul rezultat.

Teorema 5 (Nyquist)

Sistemul automat cu structura din fig.VI.32 este BIBO-stabil dacă şi numai dacă F(s),
definit prin (4.15), satisface condiţia:

.2)(arg 0nnjF 



 





(4.17)
D. Suficienţa. Dacă (4.17) este adevărată, atunci

din (4.16) rezultă z+ = 0 şi z0 = 0, ceea ce implică
BIBO-stabilitatea a sistemului automat.

Necesitatea. Dacă sistemul automat este BIBO-
stabil, atunci z+ = 0 şi z0 = 0. În aceste condiţii din
(4.16) rezultă (4.17). 

Din punct de vedere practic, este mai util şi mai simplu de aplicat un enunţ echivalent al
teoremei 5 care se bazează pe următoarea observaţie. Întrucât între F(s) şi Gd(s) există
relaţia (4.15), este suficient să se reprezinte hodograful Gd(j), R, celălalt hodograf, şi
anume F(j), R, rezultând automat faţă de o nouă origine, translată în punctul –1+ j0,
fig.VI.33. Enunţul echivalent al teoremei 5 este următorul.

Teorema 6 (Nyquist)

Sistemul automat cu structura din fig.VI.32 este BIBO-stabil dacă şi numai dacă locul de
transfer al sistemului în circuit deschis (hodograful Gd(j)) înconjoară punctul –1+j0, în
sens pozitiv, de un număr de n++ n0/2 ori atunci când  variază de la –  la +. 

S-a văzut că n+ şi n0 reprezintă numărul de poli ai lui Gd(s) situaţi în {Re s > 0} şi
respectiv {Re s=0}. Aceasta înseamnă că sistemul în circuit deschis, reprezentat de Gd(s),
poate fi arbitrar BIBO-instabil. Dacă are loc condiţia (4.17), atunci prin introducerea
reacţiei negative, conform fig.VI.32, sistemul automat astfel obţinut este BIBO-stabil.
Această calitate deosebit de importantă a reacţiei negative a fost evidenţiată la III.4, unde
s-a arătat că reacţia negativă realizează o alocare a polilor sistemului automat.

Un caz frecvent întâlnit în aplicaţii este acela în care sistemul în circuit deschis,
reprezentat de Gd(s), are cel mult doi poli în {Re s  0}, şi anume în originea planului s

–1+j0 1
Pl.z

F(j
Gd(j

Gd(j

Fig.VI.33.Determinarea lui F(j)
din Gd (j).
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(s = 0). Într-o astfel de situaţie (n+ = 0 şi n0  2) se utilizează următoarea formă particulară a
teoremei 6.

Teorema 7 (Nyquist)

Sistemul automat cu structura din fig.VI.32, în care Gd(s), definit prin (4.13), are cel
mult doi poli în originea planului s şi restul polilor sunt toţi situaţi în {Re s < 0}, este BIBO-
stabil dacă şi numai dacă punctul –1+j0 este situat la stânga în afara locului de transfer
Gd(j) atunci când acesta este parcurs pentru  luând valori de la –  la +. 

Atunci când hodograful Gd(j) are o formă complicată este dificil să se determine
la prima vedere dacă punctul –1+j0 este la stânga sau la dreapta locului de transfer
Gd(j). Având în vedere că hodograful Gd(j) este parcurs de la  –  la  + ,
deci în sens negativ pe conturul Nyquist (fig.VI.2.a), rezultă că punctele situate la
dreapta hodografului Gd(j), în sensul crescător al lui , sunt puncte interioare. Un
procedeu expeditiv de determinare a poziţiei punctului –1+j0 faţă de hodograful
Gd(j) constă în haşurarea părţii drepte a curbei Gd(j). Dacă punctul –1+j0 nu este

într-o zona haşurată, urmează că acesta este în exteriorul hodografului Gd(j),

respectiv la stânga sa, atunci când Gd(j) este parcurs pentru  crescător.

Exemplul 4.2 (analiza BIBO-stabilităţii)

Se consideră sistemul automat cu structura din fig.VI.32 în care Gd(s) = (4s2 + 10s+5) /
(s3+2s2+s+1). Se cere să se analizeze BIBO-stabilitatea.

Utilizând criteriul Hurwitz (teorema 7 de la II.6.4) rezultă că polinomul s3+2s2+s+1 este
hurwitzian. În aceste condiţii se aplică teorema 7.

Pentru s = j rezultă
Gd(j) = [ – (24 + 42 – 5) – j(44+112 – 5)]/(6 + 24–32+1).

Conform tabelului:
 0 0,2 0,4 0,63 0,8 0,93 1 10 102 +
Re Gd (j) 5 5,3 7,7 20,4 10 0 –1 –2·10–2 –2·10–4 0

Im Gd (j) 0 1,08 2,25 0 –18 –12,6 –10 –2,2·10–2 –4·10–2 0

locul de transfer Gd(j) are forma din fig.VI.34. Întrucât

punctul –1+j0 este în exteriorul hodografului Gd(j),
conform teoremei 7 sistemul automat este BIBO-stabil.

Exemplul 4.3 (analiza BIBO-stabilităţii)

Se consideră sistemul automat cu structura din
fig.VI.32 în care Gd(s) = (s+1)/[s(s+2)]. Se cere să se
analizeze BIBO-stabilitatea pentru  = 1 şi  = 2.

Pentru s = j rezultă: Gd(j) = (j+1)/[(j)(j+2)],
respectiv:

,)4)(1()()( 22    jGjM dd

).2/arctg(atrctg2/)(arg)(   jGdd

Conform tabelului:

20

0,8
–15

0,93
–10

–5

Gd(j

–1 5 10 15

 0,45

10

15
Pl.z

0,63

Fig.VI.34. Locul de transfer al sistemului
în circuit deschis la exemplul 4.2
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  0 0,5 1 2 3 5 10 

  1
Md()  1,08 0,63 0,394 0,292 0,186 0,098 0

d() –90o –77o –72o –71o –74o –79o –84o –90o

  2
Md()  2,71 0,63 0,197 0,098 0,037 0,009 0

d() –180o –167o –162o –161o –164o –169o –174o –180o

locurile de transfer corespunzătoare sunt reprezentate în fig.VI.35 a şi b. Ambele hodografe
trec prin punctul de la  pentru  0. Punctul –1+j0 este în afara hodografului şi la stânga.
Conform teoremei 7 sistemul automat este BIBO-stabil.

–0,5

–1

0,5

0

1

1  –
  +

– 0

  +0

Pl. z

a

– 0,5

– 1

– 1

1

– 0,5

0,5

  –
  +

  – 0

  + 0

Pl. z

1

b
Fig.VI.35. Locul de transfer al sistemului în circuit deschis, pentru: a)   1, b)   2, la exemplul 4.3

Un caz limită interesant este acela în care hodograful Gd(j) trece prin punctul –1+j0. În
această situaţie există valori ale variabilei s = j pentru care Gd (j) –1, respectiv G0(s)
are poli în {Re s  0}. Evident sistemul automat este BIBO-instabil.

Se constată că punctul –1+j0 are o
poziţie critică relativ la BIBO-stabilitatea
sistemului automat. Din acest motiv
punctul –1+j0 se numeşte punctul critic.
Intuitiv, este evident că, în cazul sistemelor
automate BIBO-stabile, cu cât locul de
transfer Gd (j) este mai îndepărtat de
punctul critic cu atât sistemul are
posibilităţi mai reduse de a deveni BIBO-
instabil la variaţia intempestivă a unor
parametri (la modificarea lui Gd(j)).

Pentru aprecierea calităţii BIBO-
stabilităţii unui sistem automat se defineşte
BIBO-stabilitatea relativă, care, conform
fig. VI.36, se evaluează prin:

 marginea de amplificare: m =1/Gd(j–180
o), în care –180

o este determinat prin

arg Gd(j–180
o) =– 180o;

 marginea de fază:  arg Gd(jt) + 180o;t este pulsaţia de tăiere în sensul sistemelor

automate (pentru filtre, a se vedea 2.3.b, c şi 3.2) şi se determină din Gd (jt) = 1, iar

argGd(jt) se măsoară ca în fig.VI.34 (şi având, evident, o valoare negativă).



Gd (jt)



R = 1

Pl. z

  +

Gd (j–180o)

Gd (j)

 = 0

arg Gd (jt)

punctul critic

t

–180o

Fig.VI.36 BIBO-stabilitatea relativă
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Valorile recomandate sunt m 310 şi   3050. Realizarea acestor valori se asigură,
în faza de proiectare a sistemului automat, prin sinteza regulatorului (fig. III.14).

b. Aplicaţie: sistem automat de poziţionare

Se consideră sistemul automat de poziţionare cu schema funcţional – tehnologică din
fig.VI.37. Elementul de execuţie este un servomotor electric asincron bifazat SM, comandat
reversibil cu un redresor dublă alternanţă format din tranzistorii T1 şi T2. Aceştia sunt
comandaţi prin tensiunea de ieşire a unui amplificator de curent continuu (Acc), care este
elementul de bază al regulatorului. Legea de reglare este determinată de impedanţele de
intrare şi de reacţie ale Acc. Utilizarea reacţiei prin R3, C1 de la emitorii tranzistorilor
T1, T2 (uzual această reacţie se realizează de la ieşirea Acc) are calitatea că asigură un
cuplu de pornire al SM mai mare şi prin aceasta o creştere a rapidităţii sistemului. Ca
element de prescriere şi ca traductor de poziţie se folosesc potenţiometrele identice P 1 şi
P2 (acesta este cuplat la axul SM prin reductorul mecanic Rm; prin Rm se realizează şi
acţionarea părţii fixate a sistemului automat de poziţionare. Partea fixată poate fi un braţ
de robot, un dispozitiv de poziţionare a unei scule, un element de comandă a unei nave
(cârmă, profundor), o antenă de radiocomunicaţii etc.

Conform notaţiilor din fig.VI.37, funcţiile de transfer ale componentelor sunt:
 potenţiometrul de prescriere a poziţiei axului de intrare: GP1 (s)  Eu(s)/Yp(s)  k1,
 potenţiometrul de reacţie a poziţiei axului de ieşire: GP2 (s)  Eu(s)/Y(s)  k1,
 servomotorul: GSM(s)  (s)/Ec(s)  –1/[T1s(T2s  1)],
 reductorul mecanic: GRm(s)  Y(s)/(s)  k2,
 regulatorul (de tip PDT1): GR(s)  Ec/E(s)  – Z2(s)/ Z1(s)  – k0[1+k/(Ts+1)]],

în care: abaterea E(s)  Eu(s)  Ey(s) este o tensiune proporţională cu eroarea de poziţionare
Yp(s) – Y(s) şi ),1()()(,)()( 13321222111  sCRRRRRRRsZRRRRRsZ

,120 RRk    .,)(1)( 132123 CRTRRRRRk 
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Fig.VI.37. Schema funcţional tehnologică a unui sistem automat de poziţionare
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Conform acestor relaţii schema bloc structurală a sistemului automat de poziţionare are
forma din fig.VI.38. Relaţia intrare – ieşire are expresia: Y(s)  G0(s)U(s), în care:

)1()1)(1(

)1(

)()(1

)()(
)(

21021

210

21

21
0 







kTskkkTssTsT

kTskkk

sGsGkk

sGsGkk
sG

SMR

SMR

este funcţia de transfer a sistemului automat. Semnul [–] din GR(s) se compensează prin
conectarea adecvată a înfăşurării de comandă a SM.

Pentru a examina în detaliu rolul regulatorului în asigurarea BIBO-stabilităţii relative se
consideră următoarele două cazuri.

1° k01 şi k0 (R1R şi R30) , adică GR(s)1.
Funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis are forma:

 .)1()()( 2121SMR211  sTsTkksGsGkkGd

Pentru .,sec05,0.,sec5,0/,grad/V05,0 2211  TkTk şi s  j se obţine:

  ).20/(arctg270)(arg)(,4002|)(|)( 0
11

2
11   jGjjGjM dddd

Conform tabelului:
 0 5 10 15 20 30 50 100 +

50Md1 + 0,97 0,45 0,267 0,177 0,093 0,037 0,0098 0

d1 –90 –104 –117 –127 –135 –146 –158 –169 –180

locul de transfer Gd1(j) este reprezentat în fig.VI.39. Punctul –1+j0 este în exteriorul

hodografului Gd1(j). Conform teoremei 7 sistemul automat este BIBO-stabil.
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Fig.VI.39. Locul de transfer Gd1(j)

(cazul 1o, k0 = 1, respectiv GR(s) = –1)
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Fig.VI.40. Locul de transfer GR(j)

(cazul 2o, regulator PDT1)

Privitor la BIBO-stabilitatea relativă se constată că m = + oricare ar fi k0. Pentru k0> 1
se poate obţine  = 30° ÷ 50°. Pentru a-l afla pe k0 se rezolvă sistemul de ecuaţii:
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Fig.VI.38. Schema bloc structurală a sistemului automat de poziţionare din fig.VI.37
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şi se obţine: 1  203 şi k0  400 3. Ecuaţia polilor sistemului automat are forma:
02101

2
21  kkksTsTT şi pentru valorile numerice date se obţin: pulsaţia naturală

sec/rad37/ 21210  TTkkkn şi factorul de amortizare: .27,0)2(1 2  nT 

Conform fig.II.47 rezultă o suprareglare % = 40% şi o durată a regimului tranzitoriu
ts = 0,3 sec., ceea ce este inacceptabil.

2° Pentru k > 0 (R3 > 0) regulatorul este de tip
PDT1 şi funcţia de transfer a sistemului în circuit
deschis are expresia:

).()()()()( R1RSM212 sGsGsGsGkksG dd 

Locul de transfer corespunzător se obţine cu
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definesc locul de transfer al regulatorului (fig.VI.40).
Locul de transfer Gd2(j) se obţine prin compunerea locurilor de transfer Gd1(j) şi

GR(j). Este uşor de observat că efectul regulatorului constă într-o rotire, în domeniul

frecvenţelor medii, în sens negativ, a locului Gd1(j) – fig.VI.39, ceea ce este favorabil
realizării valorilor recomandate ale indicilor stabilităţii relative. Într-adevăr, pentru k0 = 40,
k = 3 şi T = 0,05 sec. (la care se ajunge prin câteva încercări) şi conform tabelului:

 0 5 10 15 20 30 50 100 +
MR 160 155 144 130 117 94 63 50 40

R 0 –10 –19 –27 –31 –35 –35 –27 0
Md2 + 3 1,3 0,69 0,42 0,175 0,0465 0,0098 0

d2 –90 –114 –136 –154 –166 –181 –193 –196 –180

locul de transfer al sistemului în circuit deschis are forma din fig.VI.41. În acest caz se
obţin: m = 5,7 şi   36, ceea ce reprezintă o stabilitate relativă satisfăcătoare.

Ca observaţie finală trebuie reţinut faptul că rezultatul s-a obţinut prin tatonări bazate pe
modificările posibile ale locului de transfer al sistemului în circuit deschis, dar fără un
suport director – cantitativ pentru realizarea respectivelor modificări. Se va vedea la punctul
e că utilizarea diagramei Bode permite o rezolvare expeditivă atât a alegerii tipului de
regulator cât şi a determinării parametrilor ajustabili ai regulatorului.

c. Sisteme cu timp mort

Există situaţii, cum ar fi reglarea automată a temperaturii cuptoarelor industriale sau
reglarea presiunii pe conducte de transport de fluide, în care partea fixată respectiv instalaţia
automatizată (8 respectiv 1 în fig.III.14) conţine un element cu timp mort, caracterizat prin
factorul e–Ts, T > 0 (a se vedea II.7.2.f şi 2.3.f, 3.1.a). În astfel de cazuri funcţia de transfer a
sistemului în circuit deschis are forma:
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Fig.VI.41. Locul de transfer Gd2 (j)
(cazul regulatorului PDT1)
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Ts
d e

sP

sQ
sG 
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)(
)( , (4.18)

în care Q(s) şi P(s) au semnificaţia de la (4.13). Aceasta înseamnă că F(s) funcţia de
transfer diferenţă a reacţiei (definită prin (4.15)) – numitorul funcţiei de transfer a
sistemului în circuit închis (relaţia (4.14)) are acum expresia:

.
)(

)()(
)(1)(

sP

esQsP
sGsF

Ts

d


 (4.19)

Spre deosebire de cazul sistemelor fără timp mort, numărătorul din (4.19) nu mai este un
polinom, ci o funcţie transcendentă. Această funcţie are o infinitate de zerouri. Dintre
acestea numai un număr finit sunt situate în {Re s  0}. Aceasta deoarece, pentru Re s  0,
limsGd(s)  0, adică zerourile lui F(s) din Re s  0 se află într-o anumită vecinătate a
originii. Conform unui rezultat din teoria funcţiilor, F(s) poate avea într-un domeniu finit
cel mult un număr finit de zerouri.

De asemenea F(s) are în Re s  0 cel mult un număr finit de poli (zerourile lui P(s)).
În aceste circumstanţe este evident că funcţiei F(s) i se poate aplica principiul

argumentului în scopul obţinerii unor rezultate de BIBO-stabilitate. Procedând ca la punctul
a se poate formula următorul rezultat.

Teorema 8

Teoremele 5,6 şi 7 se aplică şi în cazul în care Gd(s) este de forma (4.18). 

Exemplul 4.4 (domeniul parametric de BIBO-stabilitate)

Se consideră un sistem automat cu G s ke s k Td
Ts( ) / , , .   0 0 Se cere să se

determine în planul parametrilor (k, T) domeniul de BIBO-stabilitate.

Locul de transfer este descris de ./)cos(sin/)(   TjTkjkejG Tj
d   Pentru

valori k şi T adecvate, din punctul de vedere al BIBO-stablităţii, se disting două tipuri de
locuri de transfer – fig.VI.42: corespunzătoare stabilităţii (a) şi instabilităţii (b). Conform
teoremei 8, respectiv teoremei 7 (mutatis mutandis) condiţia de BIBO-stabilitate este:

1]/)(sin([min)(Remin    TkjGd

pentru  determinat de Im ( ) ( cos ) , .G k Td j      0 0 Din această ecuaţie rezultă
Ti  (2 i1)/2 , i0,1,2 ,…, ceea ce conduce la condiţia: min[–2kT / ( (2 i1)]–1.

Pl. s

–1

b a

Fig.VI.42. Locul de transfer la exemplul 4.4;
a – BIBO-stabilitate, b – BIBO-instabilitate

T

BIBO-stabilitate
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2 4 k

T =  / 2k

Fig.VI.43. Domeniul de BIBO-stabilitate
la exemplul 4.4
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Soluţia acestei inecuaţii este kT < /2 şi domeniul corespunzător de BIBO-stabilitate este
reprezentat în fig.VI.43.

d. Factorul de amplificare ca parametru

Pentru a pune în evidenţă factorul de amplificare k al sistemului în circuit deschis, se
înlocuieşte Gd (s) (definit prin (4.13) sau (4.18)) cu kGd (s), în care k este un parametru. În
această situaţie funcţia de transfer diferenţă a reacţiei – relaţia (4.15) devine:

F s kG s k k G sd d( ) ( ) ( ( )).   1 1

Este evident că teorema 5 rămâne valabilă şi în acest caz. În schimb teoremele 6,7 şi 8
trebuie reformulate deoarece acum punctul critic este – k–1 + j0.

Teorema 9

Sistemul automat cu structura din fig.VI.32 în care Gd (s) s-a înlocuit cu kGd (s), este
BIBO-stabil dacă şi numai dacă locul de transfer Gd (j) înconjoară punctul – k-1 + j0, în
sens pozitiv, de un  număr de n+ + n0/2 ori atunci când  variază de la –  la +. 

Teorema 10

Sistemul automat cu structura din fig.VI.32 în care Gd (s) s-a înlocuit cu kGd(s) şi Gd(s)
are cel mult doi poli în originea planului s şi restul de poli sunt toţi situaţi în {Re s < 0}, este
BIBO-stabil dacă şi numai dacă punctul –k–1 + j0 este situat la stânga şi în afara locului de
transfer Gd(j) atunci când acesta este parcurs de la  = –  la  = +. 

Teorema 11

Teoremele 9 şi 10 se aplică şi în cazul în care Gd s) este de forma (4.18). 

e. Utilizarea diagramei Bode

După cum s-a arătat la 2.2, diagrama Bode poate fi aproximată, de regulă, prin segmente
de dreaptă. Se va arăta în continuare că utilizarea diagramei Bode este foarte avantajoasă
atât în analiza BIBO-stabilităţii cât şi, mai ales, în proiectarea sistemelor automate BIBO-
stabile.

În cele ce urmează se au în vedere sistemele automate a căror funcţie de transfer în
circuit deschis este de forma:

,
1...

1...
)( Ts

n
n

m
m

d e
sa

sb

s

k
sG 


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

(4.20)

în care 0,,1,0,,1,0,,2,1,0,0  Tmjbnianmk ji şi polinoamele

ansn+…+1  şi bmsm+…+1  sunt relativ prime între ele.
Întrucât în majoritatea situaţiilor care intervin în aplicaţii teorema 7, cu extinderea

corespunzătoare de la teorema 8, este îndeplinită, se va formula un rezultat de BIBO-
stabilitate în cazul în care polinomul ansn+…+1 este hurwitzian.

Cele două situaţii posibile, – BIBO-stabilitate şi BIBO-instabilitate –, sunt ilustrate în
fig.VI.44. Pulsaţia  t, la care locul de transfer Gd(j) taie cercul de rază unitate, respectiv
Ad( t) = 0dB (|Gd(jt)| = 1, a se vedea şi fig.VI.36), este pulsaţia de tăiere a sistemului în
circuit deschis (noţiunea omonimă din subcap.3 este definită pentru filtre, pe baza unei
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convenţii diferite de cea de aici, pentru sistemele automate). În conformitate cu teorema 7,
cu extinderea corespunzătoare de la teorema 8, se poate enunţa următorul rezultat.

Teorema 12

Sistemul automat cu structura din fig.VI.32, în care Gd(s) este de forma (4.13) şi definit prin
(4.20) şi cu polinomul ansn+…+1  hurwitzian, este BIBO-stabil dacă şi numai dacă la pulsaţia de
tăiere,  t, caracteristica fază – pulsaţie se află deasupra liniei corespunzătoare lui –180°.

Determinarea BIBO-stabilităţii relative cu ajutorul diagramei Bode este foarte simplă.
Ea constă în a măsura Ad( –180°), în care  –180° este definită prin φd(  –180°) = –180°, şi
apoi φd( t). Marginea de amplificare (în dB) este mdB = –Ad( –180°), iar marginea de fază
este  = φd( t) – (– 180°). Valorile recomandate sunt: mdB = 10 ÷ 20dB,  = 30  50.

Exemplul 4.5 (alegerea factorului de amplificare)

Se consideră sistemul automat cu Gd(s)  k / [s(0 ,05s1)(0,2s1)], k  0. Să se
determine valorile lui k pentru care sistemul automat este BIBO-stabil.

Întrucât k este necunoscut se trasează caracteristica atenuare – frecvenţă pentru k = 1.
Conform definiţiei (2.4) se scrie:

Ad ( ) lg lg ( , ) lg ( , ) , .          20 20 0 05 1 20 0 2 1 02 2

Se observă că Ad() poate fi aproximată după cum urmează:


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,205),2,0lg(20log20

,50,log20
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dA

Aceasta, pentru o scară logaritmică a pulsaţiei, reprezintă o linie poligonală formată din trei
segmente de dreaptă. Punctele de frângere sunt situate la  1 = 1/0,05 = 5 şi  2 = 1/0,05 = 20,

care se numesc pulsaţii de frângere. Caracteristica Ad() aproximativă are forma din
fig.VI.45 (linia poligonală). Caracteristica Ad() exactă (curba trasată cu linie întreruptă)
diferă de cea aproximativă pentru  [3, 30], dar diferenţele nu depăşesc 3dB.
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Fig.VI.44. Legătura dintre locul de transfer şi diagrama Bode; a– BIBO-stabilitate, b– BIBO-instabilitate
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Caracteristica φd(), fig.VI.45, conform definiţiei (2.5), are expresia: φd()90–
– arctg(0,2) – arctg(0,05).

Pentru a-l determina pe k se porneşte de la observaţia că pentru k  1 linia de 0dB va
avea în fig.VI.45 o altă poziţie şi anume –20lg k. Pentru a asigura BIBO-stabilitatea,
conform teoremei 12, noua linie de 0dB nu poate coborî mai jos de nivelul limită LdB =
= –27,5dB. Aşadar, kdB = 20lgk < 27,5dB, adică 0 < k < 12,37. Pentru a obţine o margine de
amplificare de 10dB, noua linie de 0dB se coboară numai până la –17,5dB, ceea ce
înseamnă kdB = 17,5dB, respectiv k = 7,5. În acest caz  t = 5,25 rad/sec şi  = 30.

4.3. Corecţia sistemelor automate

a. Condiţii impuse sistemului automat

Termenul corecţie este tradiţional în cadrul metodei frecvenţiale şi se referă la
stabilizarea unui sistem automat în sensul arătat la 4.2.b.

Pentru realizarea efectivă a corecţiei unui sistem automat este necesară formularea
următoarelor patru condiţii de bază pe care acesta trebuie să le satisfacă:

1° Sistemul automat trebuie să fie BIBO-stabil în raport cu mărimea prescrisă şi cu
perturbaţia.

2° Sistemul automat trebuie să asigure o anumită precizie în regim staţionar.
Aceasta înseamnă că în regim staţionar eroarea e = yp – y (a se vedea subcap.III.5)

trebuie să fie nulă sau satisfăcător de mică. S-a arătat la III.5.2 că eroarea staţionară este
nulă dacă funcţia de transfer a căii directe are poli în origine (elemente integratoare pe calea
directă a sistemului automat, adică în regulator sau în partea fixată) şi respectiv satisfăcător
de mică dacă, în lipsa polilor în origine, factorul de amplificare al sistemului în circuit
deschis este suficient de mare.

Problema care apare acum este că, într-o anumită măsură, condiţiile 1° şi 2° sunt
contradictorii deoarece introducerea unui integrator sau creşterea factorului de amplificare
al sistemului în circuit deschis imprimă sistemului automat o tendinţă spre BIBO-
instabilitate. Explicaţia acestui fapt constă în aceea că prin creşterea factorului de

2 3 4 5 6789 2 3 4 5 6789 2 3 4 5 6 789
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Fig.VI.45. Diagrama Bode la exemplul 4.5
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amplificare locul de transfer Gd(j) ajunge să înconjoare punctul critic (–1 + j0, fig.VI.46),
iar prin introducerea unui pol în origine, datorită efectului de rotaţie cu –90° al acestuia,
este posibil ca noul loc de transfer al sistemului în circuit deschis să înconjoare punctul
critic (–1 + j0, fig.VI.47). Oricum, soluţia adoptată pentru satisfacerea condiţiei 2° nu
trebuie să neglijeze condiţia 1°. Cu alte cuvinte BIBO-stabilitatea este esenţială şi, mai
mult, este necesară asigurarea unei anumite BIBO-stabilităţii relative (definită prin
marginea de amplificare şi marginea de fază). Se poate formula astfel următoarea condiţie.

b

–1
 jIm

Re

Gd(j)

a

k > 1

kGd(j)

Fig.VI.46. Efectul creşterii factorului de
amplificare k asupra BIB-stabilităţii;

a – BIBO-stabilitate, b – BIBO-instabilitate

Gd (j)
b a

(j)–1Gd (j)

–1
 jIm

Re

Fig. VI.47. Efectul introducerii unui integrator pe
calea directă asupra BIBO-stabilităţii;

a – BIBO-stabilitate, b – BIBO-instabilitate

3° Răspunsul indicial în raport cu mărimea prescrisă trebuie să fie suficient de
amortizat.

Pentru satisfacerea acestei condiţii se ţine seama de valorile recomandate ale marginii de
amplificare şi marginii de fază definite la sfârşitul paragrafului 4.2. În ipotezele admise
pentru Gd(s) (relaţia (4.20)) se poate arăta că dacă la pulsaţia de tăiere  t panta

caracteristicii Ad(), pe un interval suficient de larg de pulsaţii, este mai mică sau egală cu
–20dB/decadă, atunci, pentru o valoare admisibilă a marginii de fază, rezultă o valoare
admisibilă şi pentru marginea de amplificare (exemplul 4.5, fig.VI.45). În atare situaţie se poate
folosi ca măsură a BIBO-stabilităţii relative (respectiv a unei amortizări satisfăcătoare a
răspunsului indicial) numai marginea de fază. Experienţa acumulată până în prezent arată că un
bun răspuns indicial în raport cu mărimea prescrisă (cu suprareglare acceptabilă şi suficient de
bine amortizat) se obţine pentru  = 5070. Pentru ca răspunsul indicial în raport cu perturbaţia
să fie acceptabil trebuie ca  > 30.

Satisfacerea condiţiilor 1° – 3° nu este suficientă pentru realizarea calităţilor impuse
sistemului automat. La fel de importantă ca şi precedentele este şi următoarea condiţie.

4° Sistemul automat trebuie să răspundă suficient de rapid atât la variaţia mărimii
prescrise cât şi la variaţia perturbaţiei.

Un sistem automat are un răspuns rapid numai dacă sistemul în circuit deschis are şi el
această proprietate.

În ipotezele admise pentru Gd(s) (relaţia (4.20)), sistemul în circuit deschis se comportă
ca un filtru «trece-jos». S-a arătat la 3.1.b1 (relaţia (3.26) şi în continuare) că rapiditatea
răspunsului indicial al filtrului ideal «trece-jos» este cu atât mai mare cu cât pulsaţia de
tăiere (pentru filtre; este puţin diferită de cea în sensul sistemelor automate) este mai mare.
Această relaţie rapiditate – pulsaţie de tăiere este valabilă şi pentru filtrele reale «trece-jos».

Pulsaţia de tăiere a sistemului automat este de regulă mai mare decât a sistemului în
circuit deschis şi poate fi crescută prin creşterea factorului de amplificare al acestuia. Faptul
acesta este uşor explicabil cu ajutorul următorului exemplu. Se consideră:

Gd(s) = k/(Ts +1), k > 0, T > 0,
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pentru care  t = 1/T (pulsaţia de tăiere coincide cu pulsaţia de frângere, fig. VI.9). Funcţia
de transfer a sistemului automat este:

G0(s) = k0/(T0s + 1), k0 = k/(k + 1), T0 = T/(k + 1),

ceea ce înseamnă că pulsaţia de tăiere a sistemului automat este

 t0  (k1)/T  (k1) t >  t.

Este acum evident că, într-o anumită măsură, condiţiile 3° şi 4° sunt contradictorii. S-a
văzut că  t0 poate fi crescut prin creşterea factorului de amplificare al sistemului în circuit
deschis. Aceasta însă atrage după sine reducerea marginii de fază, respectiv reducerea
amortizării răspunsului indicial al sistemului automat.

b. Corecţia în domeniul frecvenţelor

Conform celor prezentate la punctul a, corecţia (stabilizarea) sistemelor automate constă
în parcurgerea următorilor patru paşi:

1° Determinarea schemei bloc structurale cu toţi parametrii părţii fixate.
2° Trasarea diagramei Bode a părţii fixate.
3° Determinarea regulatorului adecvat care satisface condiţiile 1°– 4° de la punctul a.
4° Simularea (numerică sau hibridă) a sistemului automat în scopul verificării şi

îmbunătăţirii soluţiei adoptate. Acest pas este necesar îndeosebi atunci când sistemul
automat trebuie să satisfacă condiţii cantitative privitoare la suprareglare, durata regimului
tranzitoriu, durata de creştere şi precizia în regim staţionar.

În continuare se vor prezenta detalii privitoare la pasul 3° în care se realizează corecţia
(stabilizarea) sistemului automat.

Utilizarea diagramei Bode în scopul corecţiei unui sistem automat constă în aplicarea
următoarelor procedee.

1° Coborârea caracteristicii Ad () – fig.VI.48.
Prin aceasta pulsaţia de tăiere se deplasează spre stânga, ceea ce asigură o creştere a

marginii de fază. Totodată este posibil ca sistemul să devină prea lent.
2° Ridicarea caracteristicii φd() – fig.VI.49.
Prin aceasta este posibilă creşterea marginii de fază cu menţinerea aproximativ constantă

a pulsaţiei de tăiere (în sensul sistemelor automate; a se vedea 4.2.e şi fig. VI.44).

20lg | Gd (j) |

20lg | GF (j) |

arg GF (j)

arg Gd (j)


t



d
Ad

–90o

–180 o

Fig.VI.48. Corecţia prin coborârea caracteristicii Ad;

GF – funcţia de transfer a părţii fixate, Gd – funcţia
de transfer a sistemului în circuit deschis

20lg | Gd (j) |20lg | GF (j) |

arg GF (j) arg Gd (j)


t



d
Ad

–90o

–180 o

Fig.VI.49. Corecţia prin ridicarea caracteristicii φd;

GF – funcţia de transfer a părţii fixate, Gd – funcţia
de transfer a sistemului în circuit deschis
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3° Combinarea procedeelor 1° şi 2°.
Se va arăta în continuare că utilizând:
 un regulator PI, cu funcţia de transfer:

G s k s s kR r r( ) ( ) , , ,   1 0 01 1  (4.21)

se aplică procedeul 1°;
un regulator PD real, cu funcţia de transfer:

,0,0,)1()1()( 0202   rrR kssksG (4.22)

se aplică procedeul 2°;
un regulator PID real, cu funcţia de transfer:

  ,0,0,)1()1)(1()( 021021   rrR kssssksG (4.23)

se aplică procedeul 3°.
Diagrama Bode a regulatorului PI (relaţia (4.21)) este reprezentată în fig.VI.50. În mod

obişnuit 1 se ia egal cu cea mai mare constantă de timp T1 a părţii fixate. Se elimină astfel
prin compensare (matematic – simplificare) efectul factorului T1s + 1 de la numitorul

funcţiei de transfer a părţii fixate GF(s) = GR(s)GIA(s)Gt(s) (a se vedea fig.III.14, III.16 şi
relaţia (III.2.4.)). Acest fapt este avantajos deoarece factorul T1s +1 produce o scădere a
fazei cu până la 90°. Compensarea efectului factorului T1s +1 este echivalentă cu o ridicare
a caracteristicii fază – pulsaţie. Ea este cu atât mai eficientă cu cât T1 este mai mare şi are o
influenţă favorabilă în zona pulsaţiei de tăiere. În cazul în care GF(s) are mai multe

constante de timp mari, de valori apropiate, se adoptă 1 > T1. Astfel scăderea rapidă a fazei
datorită factorilor (T1s + 1)(T2s +1)... de la numitorul lui GF (s) este mai bine compensată prin
factorul 1s + 1 de la numărătorul lui GR(s).

După ce s-a ales 1, se trasează caracteristica Ad() (a sistemului în circuit deschis),

pentru krkf = 1, în care kr este factorul de amplificare (necunoscut) al regulatorului şi kf este

factorul de amplificare (cunoscut) al părţii fixate, şi caracteristica φd(), fig.VI.51. Se
trasează o dreaptă paralelă cu axa pulsaţiilor la valoarea  – 180°, unde  este marginea de
fază impusă, şi se determină pulsaţia de tăiere  t, la care s-a produs intersecţia dintre
respectiva dreaptă orizontală şi caracteristica φd().  t este pulsaţia de tăiere a sistemului în
circuit deschis, iar pentru determinarea lui krkf nu rămâne decât să se coboare linia de 0dB
astfel încât aceasta să intersecteze caracteristica Ad() exact la pulsaţia de tăiere  t –
fig.VI.51. Caracteristica Ad () are o porţiune, la frecvenţe joase, cu panta –20dB/decadă,
determinată de factorul krkf /s din funcţia de transfer Gd(s) a sistemului în circuit deschis.

Pentru  = 1 se determină KddB pe caracteristica Ad(), fig.VI.51, şi apoi se calculează
lg krkf = KddB/20, respectiv krkf şi în final kr.

Diagrama Bode a regulatorului PID ideal (relaţia (4.23), cu 0 = 0) este reprezentată în
fig.VI.52 (trasată cu linie întreruptă). Acest tip de regulator se deosebeşte de regulatorul PI
prin prezenţa a încă unui factor (şi anume 1 + 2s) în funcţia sa de transfer. Prin aceasta este
posibilă o ridicare suplimentară a caracteristicii φd(). Aceasta înseamnă că pentru o
aceeaşi margine de fază, respectiv aceeaşi amortizare, este posibilă o plasare mult mai la
dreapta a pulsaţiei de tăiere, comparativ cu ceea ce este posibil cu un regulator PI. De
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asemenea este posibil ca, la o menţinere neschimbată a pulsaţiei de tăiere, să se crească
marginea de fază, ceea ce înseamnă că la o aceeaşi rapiditate se poate obţine o amortizare
mai bună decât în cazul regulatorului PI.

A
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20lgkr

0 0o

–45o

–90o
()


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Fig.VI.50. Diagrama Bode a regulatorului PI
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Fig.VI.51. Realizarea corecţiei cu ajutorul regulatorului PI

Diagrama Bode a regulatorului PID real (relaţia (4.23)) este reprezentată cu linie
continuă în fig.VI.52. În mod obişnuit se adoptă 1 = T1 şi 2 = T2, unde T1 şi T2 sunt
constantele de timp cele mai mari ale părţii fixate. În continuare se procedează ca şi în cazul
regulatorului PI, adică se trasează caracteristicile Ad() şi φd() ale sistemului în circuit

deschis, pentru krkf = 1. În funcţie de marginea de fază  impusă, se determină pulsaţia de
tăiere  t şi apoi kr. Constanta de timp 0, introdusă în mod sistematic de regulatorul PID
real, are un efect nefavorabil asupra calităţilor sistemului automat. Pentru ca acest efect să
fie cât mai redus, valoarea lui 0 trebuie să fie cât mai mică posibil (evident există o limită
inferioară determinată de principiul de funcţionare / tehnologia de realizare a regulatorului).
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Fig.VI.52. Diagrama Bode a regulatorului PID
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Fig.VI.53. Diagrama Bode a regulatorului PD

Diagrama Bode a regulatorului PD real / ideal (relaţia (4.22)) este reprezentată în
fig.VI.53. Se adoptă 1 = T1, unde T1 este cea mai mare constantă de timp a părţii fixate şi
kr se alege astfel încât să se realizeze marginea de fază impusă.

Exemplul 4.6 (sinteza regulatorului)

Se consideră sistemul automat cu schema bloc structurală din fig.III.16 (a se vedea şi
fig.III.14) în care:

)12,1)(16)(125(

1,0
)()()()(




sss
sGsGsGsG tIARF

Se cere să se determine parametrii unui regulator PI şi apoi ai unui regulator PID astfel
încât  = 40 şi mdB  10dB.
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Funcţia de transfer a regulatorului PI are expresia (4.21). Se adoptă 1 = 25 sec. În acest
fel funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis este:

Gd(s)  GR(s)GF(s) =  k/[s(6s + 1)(1,2s + 1)], k  0,1kr

Pentru k = 1 diagrama Bode are forma din fig.VI.54 (1,2. sunt pulsaţiile de frângere).
Se observă că sistemul automat este instabil. Pentru a se obţine un sistem automat BIBO-
stabil este necesară ridicarea liniei de 0dB. Pentru  = 40 rezultă  t = 0,12 rad/sec. Noua

linie de 0dB este mai sus cu KdB = 17dB faţă de cea veche. Conform relaţiei lg
krkf = KdB/20 = –17/20 rezultă lg kr = 0,15, respectiv kr = 1,4, şi mdB = 15dB.

Funcţia de transfer a regulatorului PID are expresia (4.23). Se adoptă 1= 25sec şi
2 = 6sec. În aceste condiţii funcţia de transfer a sistemului în circuit deschis este
Gd (s) = k/[s(1,2s+1)], k = 0,1kr. Diagrama Bode, pentru k = 1, este reprezentată în fig.VI.55.
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Fig.VI.54. Diagrama Bode la exemplul 4.6; corecţia cu regulator PI
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Fig.VI.55. Diagrama Bode la exemplul 4.6; corecţia cu regulatorul PID
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Pentru  = 40 rezultă  t = 1 rad/sec. Noua line de 0dB este mai jos cu KdB = 3dB faţă de
cea veche. Conform relaţiei lg kf kr = KdB/20 = +3/20 rezultă lg kr = 1,15, respectiv kr = 14,

şi mdB = +.
Este evident că pentru o aceeaşi margine de fază ( = 40) regulatorul PID realizează o

rapiditate mai mare ( t = 1 rad/sec) a sistemului automat comparativ cu utilizarea

regulatorului PI ( t = 0,12 rad/sec).

c. Reglarea în cascadă

Introducerea unei reacţii negative suplimentare este unul din cele mai utilizate mijloace
pentru realizarea stabilizării unui sistem automat, în special în cazul în care partea fixată a
sistemului are o funcţie de transfer de ordin ridicat. Reacţia negativă suplimentară se
realizează după o mărime intermediară (direct măsurabilă) a părţii fixate. În acest fel partea
fixată apare divizată în două subsisteme (conectate în serie) descrise de funcţii de transfer
mai simple.

Structura de bază a unui astfel de sistem automat, numit şi sistem automat cu reglare în
cascadă, este reprezentată în fig.VI.56. Instalaţia automatizată este divizată în două
subsisteme descrise de funcţiile de transfer GIA1(s) şi GIA2(s). Se realizează reacţia negativă
primară după mărimea reglată y1 şi se introduce reacţia negativă secundară după mărimea
intermediară y2.

Corecţia sistemului automat se realizează în felul următor. Regulatorul secundar GR 2(s)
se alege astfel încât circuitul închis secundar să fie aproximat printr-o funcţie de transfer
PT1. Acest lucru este posibil utilizând un regulator PID. Pentru circuitul închis principal
alegerea regulatorului principal GR1(s) se face între tipurile P, PI sau PID. Componenta D
în regulatorul secundar este mai puţin uzuală deoarece este posibil ca aceasta, prin
amplificarea frecvenţelor înalte, să facă sistemul sensibil la perturbaţii aleatoare (zgomote).

Pentru ambele regulatoare alegerea parametrilor se poate face prin procedeele de
corecţie în domeniul frecvenţelor sau cu ajutorul metodei locului rădăcinilor. Prin faptul că
partea fixată a sistemului a fost împărţită în două şi că folosind două regulatoare adecvate
de tipul PID este posibilă compensarea a mai mult de două constante de timp din partea
fixată, reglarea în cascadă poate asigura o stabilizare mult mai bună în comparaţie cu
utilizarea unei singure reacţii negative.

Exemplul 4.7 (sistem de reglare automată a turaţiei; continuare)

Un exemplu tipic de utilizare a reglării în cascadă îl constituie reglarea automată a
turaţiei unui motor electric de c.c. comandat pe indus. Cele două reacţii sunt: reacţia
principală – după turaţie şi reacţia secundară – după curentul prin indus. Schema bloc

Gt1(s)

+ _ + _

 yp u m

reacţia secundară

reacţia principală
Gt2(s)

GIA2(s) GIA1(s)GE(s)GR2(s)GR1(s)Gp(s)
 a1  x1

 yr1
 yr2

 a2  x2 y1y2

Fig.VI.56. Sistem automat de reglare în cascadă
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funcţională, corespunzătoare aceleia din fig.III.15, este prezentată în fig.VI.57. Reacţia
după curentul prin indus se realizează cu ajutorul şuntului SH, a adaptorului A (care asigură
şi o separare galvanică între circuitul indusului şi dispozitivul de automatizare) şi a
regulatorului de curent RC.

În conformitate cu schema bloc structurală a motorului electric de c.c. (fig.II.12), funcţia
de transfer între tensiunea U(s) şi curentul I(s) are expresia:

.
))((

)(
213

3

kkkJsRLs

kJs
sGUI 




Întrucât momentul de inerţie J are de regulă valori mari, rezultă că pentru valori mari ale
lui | s | (respectiv pentru valori mici ale timpului, conform teoremei valorii iniţiale, Anexa
A.1.2.b.2) expresia | Js + k3 | are de asemenea valori mari. Scoţând forţat în factor
(Js + k3 ) la numitorul lui GUI(s) şi considerând k1k2 /(Js + k3 )  0 se ajunge la
aproximaţia

.
1

RLs
GUI 



Semnificaţia fizică a acestui rezultat este că pentru valori mici ale timpului, comparabile
cu constanta de timp electromagnetică (L/R, de regulă de valoare mică), constanta de timp
electromecanică (J/k3 , de regulă de valoare mare) are un efect de întârziere a reacţiei prin
t.c.e.m. (elementul 8 în fig.II.12), fapt care permite neglijarea acestei reacţii. În aceste
condiţii regulatorul secundar (de curent), RC, se alege de tipul PI (relaţia (4.21)), cu

1 = L/R.

Pe baza acestei proceduri rezultă că funcţia de transfer echivalentă a sistemului de
reglare automată a curentului (circuitul închis secundar) este, într-o primă aproximaţie, de
tipul P. Ca urmare, partea de motor rămasă în circuitul închis principal (al turaţiei) este
descrisă, într-o primă aproximaţie, de o funcţie de transfer de tipul PT1. În aceste condiţii
regulatorul principal (de turaţie), R, se alege de tipul PI sau PID (relaţiile (4.21) sau (4.23)),
cu

1 = J/ k3 .
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Fig.VI.57. Schema funcţional-tehnologică a unui sistem automat de reglare în cascadă a turaţiei şi curentului
motorului electric de c.c. (a se vedea şi fig.III.15); SH – şunt, A – adaptor, RC – regulator de curent



SISTEME AUTOMATE NELINIARE

Observaţiile şi investigaţiile experimentale evidenţiază faptul că, de regulă, sistemele
automate reale sunt neliniare, în sensul că unul sau mai multe componente ale sistemului
automat real sunt neliniare (nu satisfac definiţia 1 de la II.1.3). Sistemele automate liniare
reprezintă cazuri particulare la care se ajunge prin idealizări, simplificări şi aproximaţii ale
fenomenelor reale. În majoritatea situaţiilor rezultatele care se obţin în astfel de condiţii
sunt satisfăcătoare, în sensul unei concordanţe acceptabile între modelele matematice şi
respectiv observaţiile experimentale.

Există însă numeroase situaţii în care obţinerea unui model matematic liniar presupune
aproximaţii inacceptabile, atât principial cât şi ca urmare a unor neconcordanţe flagrante între
teorie şi experiment. Pentru astfel de sisteme a fost necesară elaborarea unor metode adecvate în
care s-a ţinut seama în primul rând de caracterul neliniar al modelelor matematice.

Elementele neliniare care pot fi puse în
evidenţă în cadrul sistemelor automate se împart
în două categorii:

 esenţiale sau deliberat introduse
 neesenţiale sau accidentale.
O neliniaritate esenţială este un element

indispensabil pentru realizarea unei anumite
relaţii intrare – ieşire. Ca exemple de neliniarităţi
esenţiale se pot cita elementele de tip releu –
fig..VII.1, frecvent utilizate ca regulatoare în
cadrul sistemelor automate.

Neliniarităţile neesenţiale nu sunt introduse în
mod intenţionat, au un caracter natural şi în
general sunt nedorite. Într-o primă aproximaţie
liniarizarea lor nu trebuie să conducă la neconcordanţe prea mari între modelul matematic şi
observaţiile experimentale. Ca exemple de neliniarităţi neesenţiale se pot aminti: saturaţia
(limitarea, fig.IV.2), zona de insensibilitate, jocul în angrenaje şi frecarea uscată – fig.VII.2,
precum şi histerezisul (mecanic, termic, electric sau magnetic) – fig.VII.3.
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v 0u

 a0
|q| 1

0u

Fig.VII.1. Neliniaritatea de tip releu; a – valoarea
de acţionare; qa – valoarea de revenire
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Fig.VII.2. Neliniarităţi neesenţiale (accidentale): a – saturaţia (limitarea), b – zona de insensibilitate,
c – frecarea uscată, d – jocul în angrenaje
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În mod obişnuit se admite că sistemele neliniare satisfac ipoteza de separabilitate.
Aceasta afirmă că sistemul poate fi divizat în subsisteme liniare şi neliniare conectate
adecvat între ele. Pentru subsistemele liniare se poate adopta descrierea cu ajutorul funcţiei
de transfer. Pentru ilustrarea unei proceduri de obţinere a modelului matematic pe baza
ipotezei de separabilitate se prezintă cazul motorului electric de c.c. cu dublă comandă: prin
tensiunea aplicată indusului (exemplul 2.1, II.2.1) şi prin tensiunea aplicată inductorului (de
excitaţie). În aceste circumstanţe, conform fig.II.10, la ecuaţiile obţinute la exemplul II.2.1
(din paragraful II.2.1), nuanţate corespunzător noii situaţii şi anume:
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se adaugă ecuaţiile inductorului:

),(

,

ex

ex
exexex

if
dt

di
LiRuex






în care uex şi iex sunt tensiunea şi curentul de

excitaţie, Rex şi Lex sunt rezistenţa şi inductanţa circuitului de excitaţie,  este fluxul de

excitaţie şi f este o funcţie neliniară – caracteristica de magnetizare a circuitului magnetic.
Examinând cele şapte ecuaţii se constată că a doua, a patra şi a şaptea reprezintă

elemente neliniare. Aplicând transformarea Laplace ecuaţiilor liniare rezultă:
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Cu acestea şi cu cele trei ecuaţii neliniare se obţine schema bloc structurală din
fig.VII.4, în care dreptunghiurile duble simbolizează elementele neliniare ale sistemului.

Analiza şi sinteza sistemelor automate neliniare se realizează prin numeroase metode
aplicabile unor clase diferite de sisteme. Majoritatea lor se sprijină pe idei şi concepte din
teoria sistemelor automate liniare. Toate metodele au însă ca scop comun analiza stabilităţii
şi sinteza unor sisteme automate stabile. În cele ce urmează se vor prezenta două metode
frecvenţiale şi anume: metoda funcţiei de descriere şi metoda bazată pe criteriul Popov.
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Fig.VII.3. Neliniaritatea de tip histerezis
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Fig.VII.4. Schema bloc structurală a motorului electric de c.c. cu dublă comandă (u – pe indus, uex – pe inductor)



1. Metoda funcţiei de descriere
Aceasta este o metodă de liniarizare în domeniul frecvenţelor. Ea este aplicabilă unei

clase largi de neliniarităţi, dar este foarte eficientă în special în cazul neliniarităţilor
descrise de funcţii discontinue, pentru care liniarizarea bazată pe formula lui Taylor (a se
vedea II.1.3) este inoperantă.

1.1. Procedeul celor două locuri
a. Definiţia funcţiei de descriere

Ipotezele pe baza cărora se va defini funcţia de descriere a unui element neliniar cu o
mărime de intrare şi o mărime de ieşire (ambele funcţii scalare de timp) sunt următoarele:

1 Relaţia intrare – ieşire este descrisă de:
v = f(u), (1.1)

unde f este o funcţie continuă şi monotonă pe porţiuni, univalentă sau multivalentă,
având cel mult discontinuităţi de prima speţă (condiţiile lui Dirichlet).

2 Neliniaritatea (1.1) este simetrică faţă de originea planului (u, v).
3 Dacă u(t) este o funcţie periodică de perioadă T, atunci v(t) este de asemenea o

funcţie periodică de aceeaşi perioadă T.
4 În structura sistemului automat elementul neliniar precede un element liniar cu o

caracteristică atenuare – frecvenţă de tipul filtru «trece-jos» cu o pantă cel mult
egală cu – 40 dB/decadă în zona pulsaţiei de tăiere.

Aceste ipoteze sunt satisfăcute în majoritatea cazurilor care intervin în aplicaţii. Dacă se
face abstracţie de ipotezele 2 şi 3, atunci se iau în considerare şi neliniarităţile care pentru
u(t) periodică produc la ieşire şi o componentă continuă şi subarmonici.

Fie

.0,0;,sin)(   AttAtu R (1.2)

În ipotezele 1o – 3o, y(t) poate fi exprimat prin următoarea serie Fourier:
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în care
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(1.4)
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
(1.5)

sunt coeficienţii Fourier ai ieşirii v(t).
În ipoteza 4 şi pentru  situat în zona pulsaţiei de tăiere a elementului liniar, armoni-

cele superioare (1.3) au un efect neglijabil în cadrul sistemului automat. Se poate scrie:

,,cossin)()( 111 R ttBtAtvtv  (1.6)

unde v1(t) este fundamentala lui v(t).
Pentru stabilirea unui formalism asemănător cu cel utilizat la metoda frecvenţială (în

cazul sistemelor liniare, cap.VI) se transpun relaţiile (1.2) şi (1.6) în domeniul complex. Se
pot scrie relaţiile:
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,,Im),(Im)( R tAejAUtu tj (1.7)
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Definiţia 1

Sub ipotezele 1o – 4o, raportul:
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se numeşte funcţia de descriere a elementului neliniar (1.1). 
Ţinând seama de (1.7), (1.8), din (1.9) rezultă că funcţia de descriere are expresia:
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În aplicaţii se utilizează şi funcţia de descriere invers negativă:

.,)(/1)(  RAANAN i (1.11)

Hodograful Ni(A), A  R+, se numeşte locul de descriere invers negativ al elementului
neliniar (1.1).

Notând cu

),(Im)(),(Re)( ANANANAN IR  (1.12)

din (1.6), ţinând seama de (1.2) şi (1.10), rezultă:

).()()()()()()(
01 AANdttuANtuANtvtv I
t

IR   (1.13)

Prezenţa integralei în relaţia intrare – ieşire (1.13) pune în evidenţă faptul că elementul
neliniar are o „memorie”, determinată de partea imaginară NI (A) a funcţiei de descriere.
Acest fenomen apare numai în cazul neliniarităţilor multivalente, după cum se va arăta în
cadrul rezultatului următor.

Teorema 1
Fie o neliniaritate bivalentă definită prin (fig.VII.3):
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astfel încât:

,||pentru),()( 021 uuufuf  (1.15)

.||pentru),()( 021 uuufuf  (1.16)

Atunci

N A S A A uI ( ) / ( ), ,   2
0 (1.17)

unde S este aria cuprinsă între graficele funcţiilor f1(u) şi f2(u).

D Conform cu relaţiile (1.5), (1.10) şi (1.12) se poate calcula NI(A) după cum urmează:
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Exemplul 1.1 (neliniaritatea de tip releu)

Graficul neliniarităţii de tip releu, în care s-au
introdus notaţii care permit şi studiul unor cazuri
particulare, este reprezentat în fig.VII.1. Cazurile
care se au în vedere sunt următoarele:

1 releu bipoziţional (ideal): q = 1, a = 0;
2 releu bipoziţional cu histerezis: q = –1, a > 0;
3 releu tripoziţional (ideal): q = 1, a > 0;
4 releu tripoziţional cu histerezis: q < 1, a > 0.

Se cere să se determine funcţia de descriere şi
locul de descriere invers negativ al acestei
neliniarităţi.

În conformitate cu (1.4), (1.10), (1.12) şi
fig.VII.5 (cazul 4) se poate scrie:
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astfel că partea reală a funcţiei de descriere (4o) are expresia:
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Pentru partea imaginară a funcţiei de descriere (4o), conform relaţiei (1.17), rezultă:
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Funcţia de descriere invers negativă (4o) are expresia:
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În primele trei cazuri particulare deja evidenţiate se obţin următoarele expresii:
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Fig.VII.5 Graficele funcţiilor u şi y la exemplul
1.1 (neliniaritate de tip releu  fig.VII.1)
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Locurile de descriere invers negative sunt reprezentate în fig.VII.6. 

Pl. (4b/a)Ni(A)
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A = 0

2o q = –1, a > 0

A = +

A/a= 2
3o q =1, a > 0
A = +

A = a

–2–4–6–8
1o q =1, a = 0

A = 0A = +

–2–4–6–8

0

–0,2

–0,4

–0,6

–0,8

–1,0–1
–0,9
–0,8

–0,6

–0,4

–0,2

0
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0,4

0,6

0,8
0,9

q =0,98
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Fig.VII.6. Locul de descriere invers negativ al neliniarităţilor de tip releu (exemplul 1.1); 1 – releu bipoziţional
(ideal),2 – releu bipoziţional cu histerezis,  3 – releu tripoziţional (ideal),  4 – releu tripoziţional cu histerezis

b. Calculul aproximativ al funcţiei de descriere; o formulă de inversiune

Dacă neliniaritatea (1.1) este univalentă, atunci, conform ipotezei 2, funcţia f este
impară. Ca urmare coeficientul A1 din (1.10) se poate calcula şi cu formula:
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Utilizând substituţiile x  sin t şi g(x)  x f (Ax) din (1.18) se obţine:
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din care rezultă:
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Întrucât în cazul neliniarităţilor univalente NI (A) = 0 (conform teoremei 1), din (1.10) şi
(1.19) se obţine:
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)()( AfAf

A
ANAN R  (1.20)

Exemplul 1.2
Se consideră neliniaritatea de tip releu bipoziţional (ideal) şi se cere să se calculeze

funcţia de descriere cu formula (1.20).
Expresia analitică a acestei neliniarităţi este v bsgn u. Utilizând formula (1.20) rezultă:

N(A)  4b/(3A). Aceasta poate fi considerată o aproximaţie satisfăcătoare având în vedere
că N(A)4b/(A) (exemplul 1.1, 1). 

Exemplul 1.3

Se consideră f u ku mm( ) , , ,....  1 3 . Să se calculeze funcţiile de descriere exactă şi
aproximativă.



VII.1. Metoda funcţiei de descriere 209

Pentru m impar se obţine  


0
1 )(sin ttdm /]1.3)...2([ mm [(m1)(m1)…4.2];

din (1.10) şi (1.17) rezultă: N(A) 2kAm–1[m(m–2)…3.1]/[(m1)(m–1)…4.2]. Pe de altă
parte din (1.20) se obţine: N(A)  (2m1)kAm–1/(32m–1). Este uşor de observat că pentru
m = 1 (cazul liniar) şi m = 3 cu ambele formule se obţin aceleaşi rezultate, respectiv N(A) =
k şi N(A) = 3kA2/4.

Formula (1.20), pe lângă simplitate, oferă posibilitatea determinării unei neliniarităţi
f(u), continuă în u = 0, atunci când se cunoaşte funcţia de descriere N(A). Pentru a obţine o
astfel de formulă de inversiune, se consideră că amplitudinea intrării u ia succesiv valorile
A, A/2, A/22,..., A/2n,.... . Din (1.20) se obţine următorul şir de egalităţi:
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Sumând aceste egalităţi membru cu membru se obţine formula de inversiune:
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deoarece, pe lângă reducerile de termeni asemenea, are loc şi f A n( / )2 01  pentru n 
(f este funcţie impară şi continuă în u = 0).

Exemplul 1.4

Pentru N(A) 3kA2/4 se cere să se obţină f(u) cu ajutorul formulei de inversiune (1.21).
Utilizând numai primii patru termeni din (1.21) se obţine: f(A)  4095kA3/4094, ceea ce

înseamnă f(u)  ku3. Pentru aprecierea acestui rezultat se are în vedere şi ceea ce s-a obţinut
la exemplul 1.3 pentru m = 3. 

Formula de inversiune (1.21), deşi aproximativă, este deosebit de utilă în sinteza
sistemelor automate neliniare, după cum se va vedea la exemplul 1.7.

c. Schema bloc structurală

Analogiile dintre noţiunile de răspuns la frecvenţă şi de funcţie de descriere permit
tratarea sistemelor automate neliniare în maniera cunoscută de la sistemele automate
liniare. În plus se admite ipoteza de separabilitate, astfel că se pot alcătui scheme bloc
structurale în care apar elemente liniare şi neliniare. Pentru elementele liniare ale sistemului
se pot aplica regulile şi identităţile de transfigurare a schemelor bloc structurale cunoscute
de la sistemele liniare (subcap. II.2), cu condiţia ca mărimile de intrare ale elementelor
neliniare să rămână neschimbate. Această condiţie are în vedere faptul că funcţia de
descriere depinde de amplitudinea mărimii de intrare a elementului neliniar. În acest
context trebuie remarcat că în cazul unui sistem automat cu o singură neliniaritate forma
cea mai simplă la care se poate ajunge este schema bloc structurală tipică din fig.VII.7.
Spre deosebire de cazul liniar, structura cu reacţie negativă din fig.VII.7 nu are un
echivalent mai simplu. În plus se preferă ca reacţia să fie unitară, ceea ce conduce în mod
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implicit la constituirea în cadrul buclei închise a elementului liniar, descris de G(s), imediat
după elementul neliniar. În acest fel este posibilă verificarea de fiecare dată a îndeplinirii
ipotezei 4 de la punctul a.

Exemplul 1.5 (operaţii de transfigurare)

Se consideră schema bloc structurală reprezentată în fig.VII.8. Se cere ca prin
transfigurări succesive să se ajungă la schema bloc structurală tipică.

Se realizează în mod succesiv
deplasările d1, d2 şi d3 şi se ajunge la
schema din fig.VII.9, în care:

G7 = G4 + G2G5 / G3 + G1G2G6.

Deplasând acum elementul G7 de pe
calea de reacţie pe calea directă se ajunge
la schema din fig.VII.7, în care:

G = G2 G5 + G3 G4 + G1 G2 G3 G6, Ga = G1G2, Gb = G7
–1.

În cazul sistemelor automate cu două sau mai multe neliniarităţi, reducerea la forma
tipică din fig.VII.7 nu este de regulă posibilă datorită condiţiei menţinerii neschimbate a
mărimilor de intrare ale neliniarităţilor.

d. Punct de echilibru

Pentru cele ce urmează se admite că partea liniară a sistemului automat neliniar (în
forma tipică – fig.VII.7), pe lângă ipoteza 4 de la punctul a, mai satisface următoarele
ipoteze:

1 Are cel mult un pol în s = 0, iar restul polilor sunt toţi în {Re s < 0}.
2 Cele două polinoame al căror raport este G(s) (fig.VII.7) sunt relativ prime între ele.
3 G(s) conţine, eventual, şi un element cu timp mort.
Ca şi în cazul sistemelor automate liniare, regimul de funcţionare uzual al unui sistem

automat neliniar, motivat de utilitatea sa practică, este regimul staţionar. Cu referire la
schema tipică din fig.VII.7 (exclusiv Ga(s) şi Gb(s), din afara circuitului închis) un astfel de

regim este posibil pentru u u 0 constant, care determină u = u0 = constant, v = v0 =

+ _
G(s) f(u)

u v  yuui ye
Ga(s) Gb(s)

Fig.VII.7 Schema bloc structurală tipică a unui sistem automat cu o singură neliniaritate

+_

 ui
G1(s)

d1

+
_

+

_
  f(u)

u
G2(s)

G6(s)

G4(s)

G3(s)

G5(s) d3

d2

 ye

Fig.VII.8. Schema bloc structurală la exemplul 1.5

 f(u)
ye

G3(s)
ui

+ _

u

G7(s)

G1(s)G2(s)

Fig.VII.9. Schema bloc structurală (la exemplul 1.5)
obţinută după realizarea deplasărilor d1 – d3 (fig.VII.8)
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constant şi y = y0 = constant. Cvadruplul (u u v y0 0 0 0, , , ) defineşte un punct de funcţionare
al sistemului automat neliniar, caracterizat prin următoarele ecuaţii:
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(1.22)

în care p = d/dt este operatorul de derivare introdus formal prin înlocuirea variabilei s în
G(s). Întrucât
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rezultă că în punctul de funcţionare au loc şi egalităţile:
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(1.24)

ceea ce permite să se afirme că cvadruplul ( , , , )u u v y0 0 0 0 defineşte un punct de echilibru al
sistemului automat neliniar în forma schemei bloc tipice. Noţiunea de punct de echilibru are
semnificaţia cunoscută din fizică: toate derivatele variabilelor, în punctul respectiv, sunt
nule (relaţia (1.24)). O definiţie formal riguroasă a punctului de echilibru se va da la 1.3.a.

Din (1.22)  (1.24) rezultă:


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


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0000 /)(

uuy

aufby
(1.25)

pentru care se dau reprezentările grafice din fig.VII.10. Punctul de echilibru este punctul de
intersecţie al celor două grafice.

Pentru micile abateri u, v şi y ale mărimilor u, v şi y în jurul valorilor u0, v0 şi y0,
corespunzător ecuaţiilor (1.22), se pot scrie următoarele ecuaţii:
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Ţinând seama de (1.22), din (1.26) rezultă:
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(1.27)

în care s-a notat:

).()()( 00 ufuufuf   (1.28)

Pe baza ecuaţiilor (1.27) schema bloc din
fig.VII.7 (exclusiv elementele liniare Ga(s) şi Gb(s))
poate fi adusă la forma din fig.VII.11, numită
schema bloc structurală standard asociată punctului
de echilibru ( , , , ).u u v y0 0 0 0 Se remarcă imediat că
sistemul automat din fig.VII.11, descris de ecuaţiile (1.27), se caracterizează prin punctul
de echilibru y = 0, v = 0, u = 0.

y01

ū0

PE

y0

 u0 u01

 y0 =ū0 –u0

y0 = (b0/a0) f(u0)

ū0

Fig.VII.10. Graficele funcţiilor (1.25);
PE  punctul de echilibru

u
G(p)

_
f(u)

yv

Fig.VII.11. Schema bloc structurală standard
a unui sistem automat neliniar cu o singură

neliniaritate
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e. Ecuaţia balanţei armonice; procedeul celor două locuri

În cadrul acestei secţiuni se admite ipoteza că sistemul (1.27), pentru u0 fixat, are ca
unică stare de echilibru y = 0, v = 0, u = 0.

În afara acestei soluţii este posibil ca ecuaţiile (1.27) să admită şi soluţii periodice,
respectiv oscilaţii întreţinute în jurul punctului de echilibru y = 0, v = 0, u = 0.

Dacă în sistemul în forma standard (fig.VII.11) există oscilaţii întreţinute, atunci,
datorită efectului de filtru «trece-jos» al părţii liniare, la intrarea elementului neliniar
preponderentă este fundamentala:

.0,0;,sin)(1   AttAtu R (1.29)

În aceste condiţii, trecând la mărimi complexe, din ecuaţiile (1.27), cu (1.29), la nivelul
fundamentalelor, rezultă:
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(1.30)

în care N(A) este funcţia de descriere a neliniarităţii (1.28).
Eliminând ),(1  jAV şi ),(1  jAY între ecuaţiile (1.30) se obţine:

0),(]1)()([ 1   jAUjGAN . (1.31)

Întrucât ,0),(1  tjAejAU  din (1.31) rezultă:

.0,0,01)()(   AjGAN (1.32)

Ecuaţia (1.32), care, prin analogie cu cazul liniar, este ecuaţia caracteristică a
sistemului automat neliniar în forma standard, se numeşte ecuaţia balanţei armonice.
Calea prin care s-a ajuns la această ecuaţie prilejuieşte formularea următorului rezultat.

Regula 1
Dacă în sistemul automat neliniar în forma standard există oscilaţii întreţinute şi dacă

acestea se aproximează la nivelul fundamentalei, atunci amplitudinea A şi pulsaţia  din
relaţia (1.29) satisfac ecuaţia balanţei armonice (ecuaţia (1.32)).

Ecuaţia (1.32), în general complexă, este echivalentă cu ecuaţiile reale:
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În cazul neliniarităţilor univalente funcţia de descriere este reală (NI (A)  0), astfel că
ecuaţiile (1.33) au forma particulară:
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(1.34)

situaţie în care din a doua ecuaţie se calculează pulsaţiile oscilaţiilor întreţinute (pulsaţii
determinate numai de partea imaginară a răspunsului la frecvenţă al părţii liniare), iar din
prima ecuaţie se calculează amplitudinile corespunzătoare ale fundamentalelor.

Dacă N(A) şi G(j) au expresii complicate este dificil de găsit pe cale analitică soluţiile
ecuaţiilor (1.33). În astfel de cazuri se utilizează procedee grafice.
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Pentru rezolvarea pe cale grafică a ecuaţiei
(1.32) aceasta se scrie sub forma:

),()( ANjG i (1.35)

în care Ni (A) este funcţia de descriere invers
negativă a neliniarităţii (1.28). Se reprezintă în
acelaşi plan (fig.VII.12) hodografele G(j),  0,
şi Ni (A), A  0. Punctele de intersecţie corespund
oscilaţiilor întreţinute existente în sistemul auto-
mat neliniar. Această cale de rezolvare a ecuaţiei
(1.32) (prin (1.35)), foarte utilă şi pentru obţinerea unei imagini globale asupra existenţei
oscilaţiilor întreţinute, este cunoscută sub numele de procedeul (metoda) celor două locuri.

Exemplul 1.6 (aplicarea procedeului celor două locuri)

Se consideră sistemul automat cu structura din fig.VII.11 în care f(u)  bsgnu (releu
bipoziţional (ideal)), cu sgn 0 = 0 (pentru existenţa formală a punctului de echilibru y = 0,
v = 0, u = 0), şi G(s)  (s3a1s2a2sa3 )– 1, cu a a1 20 0 , şi a3 0 . Se cere să
se studieze oscilaţiile întreţinute (presupunând că ele există), la nivelul fundamentalei.

Funcţia de descriere a neliniarităţii de tip releu bipoziţional (ideal) a fost determinată la
exemplul 1.1 (1) şi locul de descriere invers negativ a fost reprezentat în fig.VII.6 (1).
Utilizând procedeul celor două locuri – fig.VII.13, rezultă
că există o singură oscilaţie întreţinută. Pe baza ecuaţiilor
(1.34) se poate scrie:
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din care rezultă 1  a2 şi )].(/[4 3211 aaabA   Din

condiţia A1 > 0 rezultă a1a2 – a3 0; aceasta înseamnă că
dacă a3 > 0, atunci partea liniară trebuie să fie BIBO-stabilă (conform criteriului Hurwitz –
teorema 7 de la II.6.4). Fundamentala oscilaţiei întreţinute are expresia:

.,sin)](/4[)( 23211 R ttaaaabtu  

Exemplul 1.7 (sinteza unui generator de oscilaţii întreţinute)

Se consideră sistemul automat cu structura din fig.VII.11 în care
G(s)0,4(s3s2s)– 1. Se cere să se determine neliniaritatea univalentă f(u) astfel
încât sistemul să fie sediul a trei oscilaţii întreţinute.

Întrucât neliniaritatea este univalentă, locul de descriere invers negativ se va situa pe
semiaxa reală negativă (în planul celor două locuri). Locul de transfer G(j)0,4(–j3–
–2j)–1, fig.VII.14, intersectează semiaxa reală negativă în punctul –0,4+j0
corespunzător pulsaţiei 1 = 1. În aceste condiţii o formă posibilă a locului de descriere
invers negativ Ni(A) este reprezentată în fig.VII.14, corespunzător tabelului:

A 0 0,5 1 1,5 2 2,5 4 5 10 
Ni(A) – –0,66 –0,33 –0,4 –0,5 –0,4 –0,25 –0,2 –0,1 0

N(A) 0 1,5 3 2,5 2 3 4 5 10 +

Ni(A)

A1, 1

G(j) jIm

Re
A2, 2

Fig.VII.12. Procedeul celor două locuri

Ni(A)

A1, 1

G(j)

jIm

Re

Fig.VII.13. Procedeul celor două
locuri la exemplul 1.6
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jIm

Re

G(j

A = 0 –0,4 –0,33

–0,3 –0,2–0,5–0,6

A1 = 0,83
A2= 1,5
A3= 2,5

A =+
 =+

Ni(A

–6
–4
–2

2
4
6

–1–2
1 2

u

f (u)

Fig.VII.14. Procedeul celor două locuri la la exemplul 1.7 Fig.VII.15. Graficul neliniarităţii exemplul 1.7

Se asigură astfel trei puncte de intersecţie între cele două locuri, respectiv trei oscilaţii
întreţinute, toate de aceeaşi pulsaţie 1 = 1 şi de amplitudini A1 = 0,83, A2 = 1,5 şi A3 = 2,5.

Utilizând formula de inversiune (1.21), cu numai primii patru termeni, se obţine pentru
neliniaritatea căutată următorul tabel de corespondenţă:

A 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 4 5 10 +
f(A) 0 0,825 3,6 3,3 2,34 5,58 9,8 21,4 31,6 117 +

căruia îi corespunde graficul din fig.VII.15 (trasat cu linie continuă). Pentru realizarea
practică a acestei neliniarităţi se poate recurge la aproximarea printr-o linie poligonală
(trasată cu linie întreruptă), posibil de materializat cu ajutorul unui amplificator operaţional
(subcapitolul IV.1) prevăzut cu un circuit de reacţie cu rezistenţe şi diode. 

1.2. Stabilitatea oscilaţiilor întreţinute
Observaţiile experimentale care se pot face în cazul exemplului 1.7 (de pildă prin

simulare analogică) evidenţiază următorul fapt remarcabil: oscilaţia întreţinută
 u1(2)(t) 1,5sin t

este stabilă în sensul că după orice perturbare, de scurtă durată, fie prin scăderea fie prin
creşterea amplitudinii în intervalul (0,825, 2,5) urmează, în timp, revenirea naturală la
oscilaţia întreţinută menţionată. Nu acelaşi lucru se constată în cazul celorlalte două
oscilaţii întreţinute (de amplitudine 0,83 şi 2,5), deoarece chiar dacă, în mod adecvat şi
pentru o durată oarecare, există în sistem oricare din cele două oscilaţii, după o perturbare
oricât de mică şi de durată scurtă (intempestivă dar şi inevitabilă în orice experiment) nu
mai urmează revenirea la oscilaţia întreţinută anterioară perturbării, ci îndepărtarea de
aceasta. Se poate afirma că oscilaţiile întreţinute
 u1(1)(t) = 0,83 sin t, u1(3)(t)  2,5 sin t

sunt instabile.
Consistent cu aceste constatări, experimentele mai relevă şi corelaţia logică între natura

oscilaţiilor întreţinute şi natura punctului de echilibru y0, v0, u0. Concret,
punctul de echilibru are caracter stabil deoarece oscilaţia întreţinută de amplitudinea cea
mai mică este instabilă. Cu alte cuvinte, după perturbarea stării de echilibru, de scurtă
durată, prin creşterea amplitudinii în intervalul (0, 0,83), urmează, în timp, revenirea
naturală la punctul de echilibru, tocmai din cauza instabilităţii oscilaţiei u1(1)(t).

Aceste constatări de ordin experimental precum şi corelaţia dintre natura punctului de
echilibru şi natura oscilaţiilor întreţinute justifică un studiu mai amănunţit al oscilaţiilor
întreţinute din punctul de vedere al stabilităţii.
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a. Oscilaţii limită
Se presupune că în sistemul automat neliniar cu structura din fig.VII.11 s-a instalat un

regim de oscilaţii întreţinute şi că, într-un mod oarecare, este posibilă perturbarea de scurtă
durată în sensul scăderii sau creşterii, între anumite limite, a amplitudinii. În funcţie de
evoluţia în timp a sistemului, ulterioară perturbării, se disting următoarele trei cazuri.

Definiţia 2
Oscilaţia întreţinută se numeşte limită stabilă dacă după perturbarea de scurtă durată,

atât în sensul scăderii cât şi al creşterii amplitudinii, ambele suficient de mici, urmează
revenirea, în timp, la oscilaţia întreţinută precedentă perturbării.

Definiţia 3
Oscilaţia întreţinută se numeşte limită instabilă dacă după perturbarea de scurtă durată,

atât în sensul scăderii cât şi al creşterii amplitudinii, ambele oricât de mici, urmează
îndepărtarea, în timp, de oscilaţia întreţinută precedentă perturbării. 

Definiţia 4
Oscilaţia întreţinută se numeşte limită semistabilă, adică stabilă (instabilă) la stânga şi

instabilă (stabilă) la dreapta, dacă după perturbarea de scurtă durată, în sensul scăderii
suficient (oricât) de mici şi al creşterii oricât (suficient) de mici a amplitudinii, urmează
revenirea (îndepărtarea) şi respectiv îndepărtarea (revenirea), în timp, la (de) şi de (la)
oscilaţia întreţinută precedentă perturbării. 

Atributul limită utilizat în aceste trei definiţii se justifică prin aceea că oscilaţiile
întreţinute constituie o limită pentru t + a procesului evolutiv declanşat de perturbarea
de scurtă durată  a respectivelor oscilaţii.

b. Regula lui Loeb

Pentru a formula o condiţie privitoare la stabilitatea oscilaţiilor întreţinute se poate
utiliza procedeul celor două locuri.

O oscilaţie întreţinută (1.29), oricare ar fi natura ei, se caracterizează prin perechea
A0 > 0, 0 > 0, soluţie a ecuaţiei balanţei armonice (1.32). O perturbare a ei, la t = 0, are ca

efect variaţia amplitudinii de la A0 la A0 + A şi a pulsaţiei de la 0 la 0 +. Apare astfel

o nouă oscilaţie care nu mai este riguros periodică deoarece este afectată de o amortizare ,
pozitivă sau negativă. Expresia acestei oscilaţii, la nivelul fundamentalei, este:

.,)Im()sin()()( )(
0001

0


  RteeAAteAAtu tjtt   (1.36)

Conform definiţiilor 2 şi 3 şi relaţiei (1.36), oscilaţia întreţinută este:
 limită stabilă dacă 0A (1.37)

şi
 limită instabilă dacă .0A (1.38)

Pentru a converti condiţiile (1.37) şi (1.38) în nişte condiţii utilizabile practic se
porneşte de la faptul că înainte de perturbare era satisfăcută ecuaţia (1.32), adică:

N A G j( ) ( ) ,0 0 1 0   (1.39)

şi că după perturbare, pentru |A|, || şi || suficient de mici şi corespunzător relaţiei
(1.36), are loc:
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.01)]([)( 00   jjGAAN (1.40)

Împărţind în (1.40) prin N(A) şi separând apoi părţile reală şi imaginară se obţine:
,0),(),( 0000   jAAjYjAAX (1.41)

în care:

),()(),(),()(),(  IiIRiR GANAYGANAX  (1.42)

),(Im)(),(Re)( ANANANAN iiIiiR  (1.43)

).(Im)(),(Re)(  jGGjGG IR  (1.44)

În ipoteza că funcţiile X(A,) şi Y(A,) sunt derivabile în (A0 ,0) se poate aplica în
(1.41) formula lui Taylor, ceea ce conduce la:
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în care s-a ţinut seama că ecuaţiei (1.39), cu (1.42) – (1.44) îi corespunde ecuaţia:
X(A0, 0)+jY(A0, 0)=0.

Efectuând calculele în (1.45), anulând părţile reală şi imaginară şi apoi eliminând 
între ecuaţiile obţinute se ajunge la:

,
2

0

2

0
0 




 































YX

AS (1.46)

în care:
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Conform condiţiilor (1.37), (1.38) şi relaţiei (1.46) oscilaţia întreţinută este limită stabilă
dacă S0 > 0 şi limită instabilă dacă S0 < 0. Aceste afirmaţii rămân valabile şi pentru

0,0,0  A . S0 , cu (1.42) – (1.44), are expresia:
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(1.48)

ceea ce permite să se formuleze următorul enunţ.

Regula 2 (Loeb)

Oscilaţia întreţinută caracterizată prin perechea (A0, 0), soluţie a ecuaţiei (1.32), este:
 limită stabilă dacă S0 > 0;

 limită instabilă dacă S0 < 0;

 limită semistabilă dacă S0 = 0.

Aplicarea acestei reguli presupune calculul expresiei (1.48). O posibilitate de evitare a
calculului celor patru derivate din (1.48) se bazează pe observaţia că produsul vectorial al
vectorilor:
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ţinând seama de (1.48), este:
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unde i j, şi k sunt versorii spaţiului euclidean tridimensional.
Având în vedere că vG şi vN sunt vectorii tangenţi respectiv la hodografele G(j) şi

Ni (A) în punctul lor de intersecţie, caracterizat de perechea (A0, 0), şi că sensul pozitiv al
vectorului produs vectorial se obţine atunci când unghiul dintre vG şi vN , măsurat în sens
pozitiv (antiorar), este cuprins între 0 şi , regula 2 poate fi reformulată în felul următor.

Regula 3 (Loeb)

Oscilaţia întreţinută caracterizată prin perechea (A0, 0), soluţie a ecuaţiei (1.32) şi
corespunzătoare unui punct de intersecţie a hodografelor G(j) şi Ni (A), este:

 limită stabilă dacă pornind din punctul de intersecţie de-a lungul lui G(j) pentru 
crescător, locul Ni (A) pentru A crescător rămâne la stânga şi pentru  descrescător
locul N(A) pentru A descrescător rămâne la dreapta – fig.VII.16.a;
 limită instabilă dacă pornind din punctul de intersecţie de-a lungul lui G(j) pentru

 crescător, locul Ni (A) pentru A crescător rămâne la dreapta şi pentru 
descrescător locul N(A) pentru A descrescător rămâne la stânga – fig.VII.16.b;
 limită semistabilă dacă în punctul de intersecţie cele două locuri sunt tangente –

fig.VII.16.c.

Evident, regula 3 poate fi folosită fără nici un fel de calcule, cu condiţia trasării
prealabile a hodografelor G(j) şi Ni (A), şi constă numai în evaluarea poziţiei relative a
celor două locuri în vecinătatea punctelor de intersecţie.

Exemplul 1.8
Se consideră sistemul automat de la exemplul 1.7. Se cere să se determine natura celor

trei oscilaţii întreţinute.
Conform fig.VII.14 şi conform regulii 3 numai oscilaţia întreţinută caracterizată de

1 = 1 şi A3 = 1,5 este limită stabilă în timp ce celelalte două sunt limită instabile. Aceste
constatări confirmă cele expuse în partea introductivă a acestei secţiuni şi permit o
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Fig.VII.16. Pentru ilustrarea regulii 3; oscilaţia întreţinută este:
a – limită stabilă, b – limită instabilă, c – limită semistabilă
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caracterizare mai detaliată a proprietăţilor sistemului. De exemplu dacă funcţionarea
sistemului are loc la oscilaţia limită stabilă, orice perturbare a acesteia cu 0,83 < A < 1,5,
este urmată de revenirea la oscilaţia limită stabilă. Dacă A < 0,83, atunci pentru t  +,
urmează A 0 şi sistemul ajunge în punctul de echilibru y = 0, v = 0, u = 0, care este
stabil (în mic; a se vedea 1.3.g). Dacă A > 2,5, atunci pentru t  +, urmează A  +.

Din cele prezentate la exemplul 1.8 se trage concluzia că dacă cele două locuri au mai
multe puncte de intersecţie, nici unul de tangenţă, atunci în mod logic, natura oscilaţiilor
întreţinute, de exemplu în ordinea crescătoare a amplitudinilor lor, este cea prezentată în
fig.VII.17.a, b. Dacă există şi puncte de tangenţă ale celor două locuri, atunci oscilaţiile
semistabile sunt stabile la dreapta, dacă se situează la stânga unei oscilaţii instabile –
fig.VII.17.c, şi instabile la dreapta, dacă se situează la stânga unei oscilaţii stabile –
fig.VII.17.d.

Oscilaţiile limită stabile, numite şi autooscilaţii, sunt fenomene neliniare tipice. Ele nu
au corespondent în cazul sistemelor automate liniare şi, principial, nu pot fi produse decât
în cadrul sistemelor automate neliniare.
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PE i s i s
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A 1 A 2 A 3 A 4
b

PE is is
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si ssisi

iis is is

c
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. . . .

. . . .

. . . .

A=0
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Fig.VII.17. Natura oscilaţiilor întreţinute: s – stabile,
i – instabile, si – stabile la stânga şi instabile la dreapta,

is – instabile la stânga şi stabile la dreapta, PE – punct de
echilibru; săgeţile indică sensul de evoluţie a oscilaţiilor

Re

jIm

Ni(A)

G(j)

P

Fig.VII.18. „Defecţiunea” regulii lui Loeb în
cazul punctului P

Aplicarea regulilor 2 şi 3 pentru determinarea naturii oscilaţiilor întreţinute trebuie să se
facă cu circumspecţie deoarece se pot obţine rezultate eronate în cazul punctelor de
intersecţie ale celor două locuri situate în interiorul spiralei locului de transfer G(j). Un
exemplu concludent în acest sens este acela pentru care neliniaritatea este un releu
bipoziţional (ideal) şi partea liniară, BIBO-stabilă, este de forma G(s )=
 (s71 s6a2s5…a7 )– 1. Folosind procedeul celor două locuri, fig.VII.18, şi
aplicând regula 3, rezultă că cele două oscilaţii întreţinute sunt ambele limită stabile, ceea
ce nu este plauzibil. În realitate, aşa cum arată rezultatele obţinute prin simulare, oscilaţia
întreţinută corespunzătoare punctului P din fig.VII.18 este limită semistabilă (stabilă la
stânga şi instabilă la dreapta).

Explicaţia „defecţiunii” regulii lui Loeb în cazul punctului P (fig.VII.18) este că la
formularea acestei reguli nu s-au avut în vedere şi punctele de intersecţie situate în
interiorul spiralei locului de transfer G(j). Cu acest prilej mai trebuie remarcat că dacă
ipoteza 4o de la 1.1.a nu este satisfăcută sau dacă în sistem apar oscilaţii întreţinute de
pulsaţii mult mai mici ca pulsaţia de tăiere a părţii liniare, atunci rezultatele care se obţin cu
ajutorul ecuaţiei balanţei armonice (1.32) por fi afectate de erori importante.
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1.3. Stabilitatea punctului de echilibru

a. Preliminarii

La exemplul 1.8, în corelaţie cu natura oscilaţiilor întreţinute şi prin extensie
contextuală, s-a afirmat că punctul de echilibru este stabil.

Comparativ cu BIBO-stabilitatea (definită la II.6.1) utilizarea termenului de stabilitate
în conexiune cu punctul de echilibru are o semnificaţie fenomenologică diferită.

Pentru stabilirea unui cadru riguros în scopul examinării stabilităţii punctului de
echilibru este necesară o abordare adecvată în domeniul timpului.

Fie un sistem dinamic neliniar descris de următoarea ecuaţie diferenţială:

,,),( nxtxfx RR   (1.49)

în care f  Rn Rn şi vectorul x defineşte starea sistemului. Sistemului (1.49) i se asociază
starea iniţială:

.,)( 000  Rtxtx (1.50)

Se admite că f este continuă şi lipschitziană (adică || f(y1 )– f(y2 ) ||  L || y1–y2 ||,

L > 0, y1, y2 Rn), respectiv că problema Cauchy (1.49), (1.50) admite soluţia unică:

000 ),,;()( ttxtttx  , (1.51)

care defineşte traiectoria sistemului în Rn corespunzătoare stării iniţiale (1.50).

Definiţia 5

Starea x  a  constant se numeşte punct de echilibru al sistemului (1.49) dacă:
f a( ) . 0  (1.52)

Noţiunea de punct de echilibru are semnificaţie fizică evidentă deoarece într-un astfel de
punct viteza stării este nulă (pentru x = a din (1.52) şi (1.49) rezultă 0x ), traiectoria
corespunzătoare reducându-se la un punct.

Exemplul 1.9
Se consideră sistemul automat neliniar cu structura din fig.VII.11, cu G(p) de forma

(1.23), an  0 şi m < n (în concordanţă cu ipoteza 4 de la 1.1.a). Se cere să se determine
ecuaţia de forma (1.49) care descrie acest sistem.

Ecuaţiile (1.27) pot fi scrise şi sub forma:
).()( yfpGy  

În ipoteza m < n (fără a reduce generalitatea se consideră m = n – 1, urmând ca valoarea
efectivă a lui m să fie dată de indicele primului coeficient nenul din şirul bn-1,...., b0), cu

notaţiile:   kabaa nknknknk ,/,/  n,1 , şi ţinând seama de (1.23) se pot defini
următoarele variabile de stare:
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Înlocuind x1,...,xn în ecuaţia sistemului rezultă:
).( 11 xfxpx nnn  

Explicitând acum nipxx ii ,1,  , din relaţiile de mai sus se obţine ecuaţia diferenţială:
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Întrucât f(0) = 0 rezultă că punctul de echilibru al acestui sistem este x = 0 (respectiv
x1 = 0, x2 = 0,...., xn = 0) şi, cu referire la ecuaţiile (1.27), y = 0, v = 0, u = 0.

Definiţia 6

Punctul de echilibru x = a al sistemului (1.49) se numeşte stabil dacă pentru orice  > 0
există  > 0 astfel încât x0–a||< implică x(t)–a<, t  t0. Punctul de echilibru x = a se

numeşte global stabil dacă el este stabil pentru orice x0 Rn.

Definiţia 7
Punctul de echilibru x = a al sistemului (1.49) se numeşte asimptotic stabil dacă el este

stabil şi limt x(t)–a  0. Punctul de echilibru x  a se numeşte global asimptotic stabil

dacă el este asimptotic stabil pentru orice x0 Rn.

Definiţia 8
Punctul de echilibru x = a al sistemului (1.49) se numeşte instabil dacă el nu este stabil.

Punctul de echilibru x = a se numeşte global instabil dacă el este instabil pentru orice x0Rn.
Din definiţiile 6 şi 7 rezultă că stabilitatea asimptotică implică stabilitatea. Distincţia

necesară în acest context este următoarea: punctul de echilibru se numeşte simplu stabil
(sau neutral stabil) dacă el este stabil dar nu este asimptotic stabil.

Trebuie de asemenea remarcat că în cazul utilizării atributului global, în mod necesar
punctul de echilibru x = a este unic.

S-a arătat că soluţia (1.51) defineşte traiectoria sistemului (1.49) în Rn corespunzătoare
stării iniţiale (1.50). În cazul n = 2 reprezentarea traiectoriei se face în planul stărilor, fiind
posibilă o interpretare geometrică simplă a definiţiilor 6 – 8. Pentru a = 0 inegalităţile
x <  şi x < , în care  este de exemplu norma euclideană, au ca imagini discuri
mărginite de cercurile C , C , cu centrul în origine şi de raze  ,, fig.VII.19.

Evoluţia are loc datorită perturbării (P, fig.VII.19) sistemului din punctul de echilibru
x = 0 prin alocarea, într-un mod oarecare, la t = t0, a stării iniţiale x0.

Dacă originea planului stărilor este un punct de echilibru stabil al sistemului (1.49),
atunci oricare ar fi cercul C , există în interiorul său un cerc C , astfel încât orice

traiectorie care porneşte din interiorul lui C rămâne în interiorul lui C – fig.VII.19.a.

Dacă originea planului stărilor este un punct de echilibru asimptotic stabil al sistemului
(1.49), atunci orice traiectorie care porneşte din interiorul lui C rămâne în C şi în plus ea
converge, în timp, către origine – fig.VII.19.b.



VII.1. Metoda funcţiei de descriere 221

O comportare contrară aceleia din fig.VII.19.a, respectiv există un C astfel încât pentru

orice C există o traiectorie care porneşte din interiorul lui C şi nu rămâne în interiorul lui
C , arată că originea este un punct de echilibru instabil al sistemului (1.49) – fig.VII.19.c.

O examinarea comparativă a noţiunilor introduse prin definiţiile 6 – 8 conduce la
constatarea că, din punct de vedere calitativ – practic, situaţia cea mai avantajoasă
(dezirabilă) este ca punctul de echilibru să fie global asimptotic stabil.

b. Cazul sistemelor liniare

Pentru a investiga natura structural – parametrică a noţiunii de stabilitate asimptotică şi
pentru determinarea unei conexiuni cu BIBO-stabilitatea se analizează în continuare cazul
sistemelor liniare.

Se consideră sistemul (1.49) particularizat sub forma:
nxtAxx RR   ,, , (1.53)

în care A este o matrice pătratică de ordinul n, cu elemente reale constante.
Sistemul (1.53) are ca punct de echilibru x = 0.
Fie )det()( AsnIs  polinomul caracteristic al matricei A (In este matricea unitate

de ordinul n) şi fie i, i r,1 , valorile proprii distincte ale matricei A, fiecare de

multiplicitate qi, cu .1 nqi
r
i   Se ştie că valorile proprii sunt zerourile polinomului

caracteristic.

Teorema 2
Punctul de echilibru x = 0 al sistemului (1.53) este global asimptotic stabil dacă şi

numai dacă toate valorile proprii ale matricei A sunt situate în {Re s < 0}.
D Pentru a obţine soluţia problemei (1.53), (1.50), cu t0 = 0, se aplică ecuaţiei (1.53)

transformarea Laplace cu condiţia iniţială (1.50). Se obţine:
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Revenind la domeniul timpului (conform teoremei dezvoltării, Anexa A.1.2.b) rezultă:
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Fig.VII.19. Interpretarea geometrică a definiţiilor 6 – 8; P – perturbarea stării de echilibru x = 0, la t = t0, prin

alocarea stării iniţiale x0; punctul de echilibru este: a – stabil (neutral), b – asimptotic stabil, c – instabil
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În conformitate cu definiţia 7 punctul de echilibru x = 0 al sistemului (1.53) este global

asimptotic stabil dacă şi numai dacă Re i < 0, ri ,1 .

Exemplul 1.10 (legătura dintre stabilitatea asimptotică şi BIBO-stabilitate)

Pentru a examina posibila legătură între stabilitatea asimptotică şi BIBO-stabilitatea
unui sistem liniar şi pentru simplitatea expunerii se consideră sistemul de la exemplul 1.9 în
care f(–y)  0. În această situaţie este activă numai partea liniară reprezentată de G(p)
(relaţia (1.23) – raportul a două polinoame relativ prime între ele) care este la originea
ecuaţiei diferenţiale (1.53) în care:
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este o matrice de tip Frobenius.
Potrivit teoremei 2 stabilitatea asimptotică globală a punctului de echilibru x = 0 este

echivalentă cu {vp}{Re s < 0}, unde {vp} este mulţimea valorilor proprii ale matricei A,
care sunt de fapt zerourile polinomului caracteristic  (s)det( Ins–A ). Se demonstrează
relativ uşor că pentru A de tip Frobenius se obţine  (s)sn1sn – 1…n – 1sn .

Pe de altă parte se ştie (teorema 2 de la II.6.2) că BIBO-stabilitatea sistemului descris de
G(s) (din care provine G(p)) este echivalentă cu {p}{Re s < 0}, unde {p} este mulţimea
polilor lui G(s). Din (1.23) rezultă că polinomul (monic al) polilor este p (s)sn 
1sn – 1…n – 1sn ,   iaa nini ,/ n,1 (notaţii introduse la exemplul 1.9).

Întrucât în acest caz (s) p(s) se trage concluzia că stabilitatea asimptotică globală a
punctului de echilibru este echivalentă cu BIBO-stabilitatea sistemului.

În cazul general se demonstrează că {p}  {vp} ceea ce permite să se afirme că
stabilitatea asimptotică globală a punctului de echilibru implică BIBO-stabilitatea
sistemului. Evident implicaţia inversă este adevărată numai dacă {p} = {vp}.

c. Stabilitatea asimptotică în primă aproximaţie

Fie un sistem dinamic neliniar descris de ecuaţia (1.49) în care se pot separa un termen
liniar şi un termen neliniar, de forma:

,,),( nxtxgAxx RR   (1.55)

unde g(x) este o funcţie neliniară, continuă, cu g(0) = 0.
Sistemul (1.55) are punctul de echilibru x = 0. Pentru orice alt punct de echilibru

x = a  0 cu Aa + g(a) = 0, se face translaţia axx ~ . Ecuaţia (1.55) devine:
)~(~~~ xgxAx  cu ),~()~(~ axgAaxg  care are punctul de echilibru .0~ x

Ecuaţia (1.53), cu acelaşi punct de echilibru (x = 0), este aproximanta liniară a ecuaţiei
(1.55). Soluţia sistemului (1.53), cu condiţia iniţială (1.50) şi t0 = 0, are forma:
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,,)()( 0  RtxtXtx (1.56)

în care X(t) este matricea fundamentală a sistemului (1.53), cu det X(t)0, t  R+, a cărei
expresie analitică poate fi lesne identificată în (1.54).

În ipoteza că aproximanta liniară (1.53) are punctul de echilibru asimptotic stabil, există
constantele N > 0 şi  > 0 astfel încât:

.,)( 
  RtNetX t (1.57)

De exemplu, cu notaţiile A0  maxi,j ||Aij||, a  maxi Rei şi q  maxi qi, cele două
constante se pot alege după cum urmează: pentru q = 1, N = A0n şi  = – a; pentru q > 1,

N [–(q–1)e– 1 (a)– 1 ] q –1A0qr ,  0 < < –a .

Din (1.56) şi (1.57) urmează că pentru soluţia aproximantei liniare (1.53) se poate scrie:

.,)( 0 
  RtexNtx t (1.58)

Acest rezultat prilejuieşte particularizarea definiţiei 7 sub forma următoare.

Definiţia 9
Punctul de echilibru x = a al sistemului (1.49) se numeşte exponenţial asimptotic stabil

dacă el este stabil şi există N > 0 şi  > 0 astfel încât soluţia (1.51) satisface inegalitatea
| |x( t)–a | |Ne–  ( t – t 0 ) , t  t0 . Punctul de echilibru se numeşte global exponenţial
asimptotic stabil dacă el este exponenţial asimptotic stabil pentru orice x0  Rn.

În mod evident stabilitatea exponenţial asimptotică implică stabilitatea asimptotică.
Implicaţia inversă nu are loc în  general. În cazul sistemului liniar (1.53), pe baza
inegalităţii (1.58), rezultă că stabilitatea asimptotică globală a punctului de echilibru x = 0
este echivalentă cu stabilitatea exponenţial asimptotică globală a respectivului punct.

Cu aceste elemente pregătitoare se poate formula următorul rezultat privitor la sistemul
(1.55) şi la aproximantul liniar (1.53)

Teorema 3 (Poincaré Liapunov)

Sistemul (1.55) satisface următoarele ipoteze:
1 Punctul de echilibru x = 0 al aproximantului liniar (1.53) este exponenţial asimptotic

stabil.
2 g(x) satisface inegalitatea ||g(x ) ||  L ||x || cu L > 0, suficient de mic.
Atunci punctul de echilibru x = 0 al sistemului (1.55) este exponenţial asimptotic stabil.
D Pentru t0 = 0 aplicând metoda variaţiei constantelor în (1.55) cu (1.56) se obţine:

.,))(()()()()(
0

1
0 

   RtdxgXtXxtXtx
t



Trecând la norme în această ecuaţie şi ţinând seama de (1.58) şi ipotezele 1 şi 2
rezultă:

.,)()(
0

)(
0 

   RtdxeLNexNtx
t tt 

Se înmulţeşte această inegalitate cu et şi se introduc notaţiile: y( t) ||x( t) ||et ,

MN ||x0 || şi a = LN. Se obţine: 
t

dyaMty
0

)()(  Înmulţind cu a şi făcând notaţia
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
t

dytz
0

)()(  se ajunge la inegalitatea diferenţială: .)( Maaztz  Integrând de la 0 la

t cu z(0) = 0 rezultă z( t)  Mea t – M . Revenind la funcţia y(t) (prin înlocuirea lui z(t)) şi
ţinând seama de inegalitatea pe care acesta o satisface, după calcule elementare se obţine:
y( t)  Mea t , tR+. Înlocuind acum y(t), M şi a se constată că soluţia sistemului (1.55)
satisface inegalitatea: ||x( t) ||  N ||x0 ||e– (– L/N ) t , tR+ . Pentru L < /N rezultă că
punctul de echilibru x = 0 al sistemului (1.55) este exponenţial asimptotic stabil. 

d. Regula lui Kochenburger

În cazul sistemelor automate cu neliniarităţi care realizează v = 0 pentru u (–, )
sau u [–, ],  > 0, cum sunt releul, zona de insensibilitate şi jocul în angrenaje ( se
concretizează respectiv conform fig.VII.1, fig.VII.2.b şi d), toate punctele intervalului
(–, ) (sau [–, ]) pot fi puncte de echilibru. Ele constituie o zonă de echilibru şi prin
convenţie se tratează de regulă ca un punct de echilibru unic.

Existenţa unor oscilaţii întreţinute într-un sistem automat neliniar arată că punctul de
echilibru (dacă există) nu este global asimptotic stabil. În acest context procedeul celor
două locuri, prin analogie cu cazul sistemelor automate liniare, permite o extensie naturală
a criteriului de stabilitate Nyquist pentru cazul sistemelor automate neliniare. Comparativ
cu acesta (teorema 7 de la VI.4.2.a), aici rolul punctului critic (–1, j0) este jucat de locul de
descriere invers negativ Ni(A). Din acest motiv Ni(A) se mai numeşte locul critic.

Regula 5 (Kochenburger)

Punctul de echilibru (unic) y0, v0, u0 al sistemului automat în forma
standard (fig.VII.11) este global asimptotic stabil dacă la parcurgerea locului de transfer
G(j), în sensul crescător al lui , locul critic Ni (A) rămâne la stânga şi complet în afara

locului G(j). 

e. Aplicaţie: sistem automat de poziţionare

Pentru sistemul automat de poziţionare de la VI.4.2.b, în ipoteza liniarităţii, s-a adoptat
un regulator PDT1 care asigură o BIBO-stabilitate relativă satisfăcătoare. În sistemul real se
pot identifica uşor unele neliniarităţi accidentale. Dintre acestea jocul în angrenaje (care
este prezent în reductorul Rm, fig.VI.35) poate influenţa negativ stabilitatea. Se cere să se
evalueze efectul acestei neliniarităţi asupra stabilităţii punctului de echilibru.

Sistemul automat are o zonă de echilibru pentru ||  2 (este unghiul axului

servomotorului – fig.VI.35;  este semi-jocul în angrenaje şi are semnificaţia lui  din
fig.VII.2.d). Datorită componentei I existente în G(s) (polul s = 0) este posibilă realizarea
condiţiilor 0 (axul servomotorului în repaus), e = 0, eu = ey şi u = y care definesc

situaţia de echilibru. Din acest motiv zona de echilibru poate fi tratată ca un punct de
echilibru unic.

Funcţia de descriere a neliniarităţii de tip joc în angrenaje, cu notaţiile din fig.VII.2.d
(adică pentru = ), are expresia:
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Conform tabelului:

A/ 1 1,25 1,66 2,5 5 +
N(A)/k 0 0,322 0,576 0,695 0,775 1
argN(A) –90 –38 –32 –26 –15 0
kNi(A) + 3,1 1,74 1,44 1,29 1

argNi(A) –90 –142 –148 –154 –165 –180

şi conform fig.VI.41 hodografele N Ai ( ) şi ))(()( 2  jGjG d au formele din fig.VII.20.

Întrucât raportul de transmisie k2 al reductorului Rm a fost inclus în G(s), se consideră
k = 1, ceea ce corespunde situaţiei în
care locul critic Ni(A) trece prin punctul
–1+j0. Conform regulei 4 punctul de
echilibru este global asimptotic stabil.
Dacă raportul de transmisie creşte, şi
anume de k ori, atunci locul critic Ni(A)
se deplasează omotetic spre dreapta,
ajungându-se, pentru k = 2, la un punct
de tangenţă între hodografele Ni(A)

şi G(j). Se trage concluzia că punctul
de echilibru este global asimptotic
stabil pentru 0 < k < 2. Pentru k  2
în sistemul automat apar oscilaţii
întreţinute; de exemplu pentru k = 3 oscilaţiile întreţinute sunt u1(1)(t) = 1,3 sin12t şi
u1(2)(t) = 4 sin19t, prima fiind limită instabilă şi a doua – limită stabilă.

f. Criteriul Bilharz

Ecuaţia balanţei armonice (1.32) mai poate fi utilizată pentru studiul stabilităţii
asimptotice pe baza localizării rădăcinilor în planul complex.

Ţinând seama că G(s) = kz(s)/p(s), în care p(s) şi z(s) sunt respectiv polinomul polilor şi
polinomul zerourilor (ambele monice şi relativ prime între ele), ecuaţia (1.32), în care se
înlocuieşte polinomul polilor (analogul cazului liniar):

p s A p s kN A z s0 ( , ) ( ) ( ) ( ).  (1.59)

Regula 6

Punctul de echilibru unic 0,0,0  uvy  al sistemului automat în forma standard

(fig.VII.11) este global asimptotic stabil dacă p0(s,A) este hurwitzian pentru toţi A  0.
În cazul neliniarităţilor multivalente N(A) este o funcţie complexă, ceea ce înseamnă că

polinomul (1.59) are coeficienţi numere complexe. Pentru aplicarea criteriilor Hurwitz,
Routh etc. au fost necesare extinderi adecvate. Se prezintă în continuare o generalizare la
cazul complex a criteriului Hurwitz (teorema 7 de la II.6.4).

Fie:
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în care ,,1,, niaa IiRi R pentru care se defineşte matricea Bilharz de ordinul 2n:
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Fig.VII.20. Procedeul celor două locuri în cazul sistemului
automat cu neliniaritate de tip joc în angrenaje
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în care 0 IiRi aa pentru i > n.

Teorema 4 (Bilharz)

Polinomul (1.60) este hurwitzian dacă şi numai dacă:
.,1,0det 2 nkB k   (1.62)

O extindere similară s-a dat şi metodei locului rădăcinilor (cap. V). Utilizarea ei este
limitată datorită complicaţiilor pe care le introduce dependenţa zerourilor polinomului
(1.59) de amplitudinea A.

Exemplul 1.11 (sistem automat de poziţionare; continuare)

Se consideră sistemul automat cu structura din fig.VII.11 în care neliniaritatea este un
releu tripoziţional cu histerezis (fig.VII.1) şi G(s)1/[s(s1)] . Acesta este un; o simplă
comparaţie cu sistemul de la VI.4.2.b, în care regulatorul este releul (realizabil cu
amplificator operaţional) şi parametrii părţii liniare au valori adecvate, confirmă acest fapt.
Se cere să se determine parametrii releului pentru care punctul de echilibru este global
asimptotic stabil.

Conform fig.VII.1 sistemul are zona de echilibru |u| < a. Datorită polului s = 0,
existent în G(s), este posibilă realizarea condiţiilor v 0,  u = 0 (axul servomotorului în

repaus) ceea ce permite tratarea zonei de echilibru
ca punct de echilibru unic.

Funcţia de descriere a fost determinată la
exemplul 1.1. Cu (1.59), ,),( 2

0  jssAsp 

în care ),/()/1/(2 222222 AqaAaAab   cu

aA  , şi .)/()1(2 2Aqab   Matricea Bilharz

(1.61) asociată polinomului p0(s,A) are forma:
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Fig.VII.21. Domeniul de stabilitate asimptotică
globală la exemplul 1.11
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şi conform condiţiei (1.62) rezultă detB2 = 1 şi detB4 =  – 2 > 0. Înlocuind  şi , din ultima

inegalitate rezultă în mod evident:

)/()1(2/1/ 2222222 AqabqaAaA 

care trebuie să aibă loc pentru orice A  a. Întrucât expresia )/1/( 222222 qaAaAA 

este monoton crescătoare pentru A  a, rezultă că ultima inegalitate are loc pentru orice A  a
dacă şi numai dacă ea are loc pentru A = a. Aceasta conduce la rezultatul:

.1,)1/()1()1(2/  qqqqba
Domeniul de stabilitate asimptotică corespunzător este reprezentat în fig.VII.21.

g. Stabilitatea asimptotică în mic

În situaţia în care într-un sistem automat neliniar există oscilaţii întreţinute, în funcţie de
natura celei mai apropiate de punctul de echilibru y0, v0, u0 (adică A = 0),
respectiv a celei de amplitudinea A1 > ) cea mai mică, se pot face următoarele afirmaţii:

1 Punctul de echilibru este instabil dacă oscilaţia de amplitudinea A1 este limită stabilă
sau limită stabilă la stânga – fig.VII.17.b,c.

2 Punctul de echilibru este asimptotic stabil (se spune şi în mic, adică pentru 0<A<A1)
dacă oscilaţia de amplitudinea A1 este limită instabilă sau limită instabilă la stânga –
fig.VII.17.a,d.

În ambele cazuri amplitudinea A1 se determină prin procedeul celor două locuri (regula
1 de la 1.1.e) şi natura oscilaţiei întreţinute se evaluează cu regula lui Loeb (regula 3 de la
1.2.b). În cazul 2 determinarea lui A1 corespunde domeniului  u < A1 pentru care punctul
de echilibru este asimptotic stabil. Astfel, pentru sistemul de la exemplul 1.6 (în care,
pentru existenţa punctului de echilibru  u=0, este formal necesar ca v = bsgn 0 = 0)
punctul de echilibru este instabil deoarece singura oscilaţie întreţinută este limită stabilă. În
schimb, sistemul de la exemplul 1.7 are punctul de echilibru asimptotic stabil în mic şi
anume pentru  u < 0,83, deoarece oscilaţia întreţinută de amplitudinea cea mai mică
(A1 = 0,83) este limită instabilă. Şi în cazul sistemului automat de poziţionare de la punctul

e, pentru k = 3, punctul de echilibru este asimptotic stabil pentru  u < 1,3 deoarece osci-
laţia întreţinută de amplitudinea cea mai mică (A1= 1,3) este limită instabilă (fig.VII.20).

1.4. Problema stabilizării

a. Posibilităţi de stabilizare

Stabilizarea sistemelor automate neliniare constă în satisfacerea regulii 4 şi anume: prin
deplasarea spre dreapta a hodografului G(j) şi / sau prin deplasarea spre stânga a
hodografului Ni (A) astfel încât distanţa minimă dintre acestea să asigure calităţi de
stabilitate satisfăcătoare. Realizarea stabilizării, corespunzător afirmaţiei precedente, constă
în introducerea unor elemente de corecţie liniare şi / sau neliniare, plasate adecvat în schema
bloc structurală, astfel încât să se producă deplasările necesare ale celor două locuri.

Soluţia cea mai simplă constă în utilizarea unor elemente de corecţie de tip serie. De
pildă în cazul sistemului automat de poziţionare de la 1.3.e, fig.VII.20, pentru cazul k = 3 se
poate introduce o neliniaritate, înainte de neliniaritatea de tip joc în angrenaje – fig.VII.2.d
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prin care se produce o deplasare spre stânga a locului de descriere invers negativ rezultant
astfel încât cele două locuri (locul de transfer şi locul de descriere invers negativ rezultant)
să nu se mai intersecteze şi, mai mult, să existe între ele o distanţă suficient de mare astfel
încât calitatea stabilităţii asimptotice a punctului de echilibru să fie satisfăcătoare.

O altă soluţie este prezentată în fig.VII.22, în care Nc(A) este funcţia de descriere a
elementului corector neliniar şi Gc1(p), Gc2(p) corespund funcţiilor de transfer Gc1(s),

Gc2(s) ale elementelor corectoare liniare. Conform acestei scheme (în care cele două
neliniarităţi au aceeaşi mărime de intrare) ecuaţia balanţei armonice are forma:

.01)()()()()()( 121  ANjGjGANjGjG cccc  (1.63)

 Dacă se adoptă Nc(A) = N(A), atunci din (1.63) rezultă:

.01)()]()()[( 21  ANjGjGjG cc 

ceea ce permite alegerea adecvată a elementelor de corecţie liniare.

 Dacă se adoptă ),()(2  jGjGc  atunci din (1.63) se obţine:

,01)]()()[()( 21  ANANjGjG ccc 

ceea ce permite alegerea unei neliniarităţi adecvate.
 Dacă se adoptă ),()(),(1)( 2  jGjGANAN cc  atunci din (1.63) rezultă:

,01)()( 21  jGjG cc

ceea ce este echivalent cu o compensare a neliniarităţii N(A) şi transformarea sistemului
automat neliniar într-un sistem automat liniar. Determinarea efectivă a neliniarităţii de
corecţie se poate face cu ajutorul formulei de inversiune (1.21) de la 1.1.b.

b. Utilizarea diagramei Bode

Utilizarea în proiectare a ecuaţiei balanţei armonice şi a procedeului celor două locuri
este însoţită în primul rând de dificultăţi de calcul. Având în vedere că metoda funcţiei de
descriere este esenţialmente frecvenţială, orientarea spre utilizarea diagramei Bode atât
pentru analiza stabilităţii cât şi pentru rezolvarea problemei stabilizării este pe deplin
naturală.

Pentru mai multă flexibilitate în manipularea diagramei Bode funcţia de descriere se
pune sub forma:

,/),()( aANkAN nn   (1.64)

unde kn este un coeficient de normare, a este un parametru al neliniarităţii,  este

amplitudinea normată şi Nn() este funcţia de descriere normată.
Înlocuind (1.64) în (1.32) se obţine:

G(p)

elemente corectoare

+
_

N(A)
+ _

Gc1(p)

Nc(A)Gc2(p)

Fig.VII.22. O posibilitate de stabilizare a unui sistem automat neliniar
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,01)()( jGAN nn (1.65)

unde:

G j k G jn n( ) ( )  (1.66)

este răspunsul la frecvenţă normat al părţii liniare.
Ecuaţia (1.65) este echivalentă cu:

20 20lg ( ) lg ( )G j N An n   (1.67)

arg ( ) ( ) arg ( ), .G j k N A kn n    2 1 Z (1.68)

Dacă neliniaritatea este univalentă, atunci arg ( )Nn   0 şi ecuaţia (1.68) devine:

arg ( ) ( ) , .G j k kn    2 1 Z

Determinarea oscilaţiilor întreţinute constă în următoarele. Din diagrama Bode a părţii
liniare se obţin pulsaţiile k pentru care arg Gn(j) ia valorile: –, –3,...., şi apoi se
măsoară atenuările corespunzătoare 20lgGn(jk). În continuare se verifică dacă există
valori k pentru care are loc (1.67), pentru  =k. În acest scop se reprezintă grafic funcţia
f()20lg|Nn()| şi se determină valorile k pentru care f (k)20lg|Gn ( jk) | .

Pentru realizarea corecţiei (stabilizării) în domeniul frecvenţelor se procedează ca şi în
cazul sistemelor automate liniare (după cum se exemplifică la punctul c).

În cazul neliniarităţilor multivalente (uzual bivalente) utilizarea diagramei Bode nu
facilitează rezolvarea sistemului de ecuaţii (1.67), (1.68). O alternativă constă în trasarea în
acelaşi sistem de axe rectangulare a graficelor funcţiilor 20lgGn(j) în funcţie de
argGn(j) (diagrama Nichols, utilizabilă şi în cazul liniar) şi –20lgNn(A) funcţie de

argNn(A) şi determinarea oscilaţiilor întreţinute pe baza punctelor de intersecţie ale celor
două grafice.

c. Aplicaţie: sistem de reglare automată a temperaturii

Se consideră un sistem automat de reglare a temperaturii unui cuptor, cu schema bloc
structurală standard din fig.VII.11, în care G(s) = 0,128e-5s/[s(10s+1)(5s+1) şi N(A)
reprezintă un regulator de tip P cu limitare (a se vedea IV.1.1 şi fig.IV.2, 3, VII.2.a).
Conform notaţiilor din fig.VII.2.a, funcţia de descriere a neliniarităţii cu limitare este:

.],)/(1)/()/[arcsin(
2

)( 2 aAAaAaAa
k

AN 


Se cere să se stabilizeze acest sistem.
Introducând notaţia   A a/ şi coeficientul de normare k kn   2 5, , se defineşte:

,1],//11)/1[arcsin(
2

log20)( 2  


f

al cărei grafic este reprezentat în fig.VII.23.
Răspunsul la frecvenţă normat are expresia:

)]15)(110([32,0)( 5     jjjejG j
n

şi diagrama Bode este reprezentată în fig.VII.24.
Se face mai întâi o analiză a stabilităţii şi dacă este necesar se realizează o corecţie cu

un element liniar conectat în serie cu G(s).
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Din fig.VII.24 rezultă 1 = 0,085 rad/sec. şi 20lgGn(j) = 8. Din fig.VII.23 f(1) = 8;

rezultă 1 = 3,2, ceea ce înseamnă A1 = 3,2a. Sistemul este sediul oscilaţiei limită stabile
u(t) = 3,2asin0,085 t. Ca urmare punctul de echilibru y = 0, v = 0, u = 0 este instabil.
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Fig.VII.23. Graficul funcţiei f() Fig.VII.24. Diagrama Bode la aplicaţia: sistem automat de
reglare a temperaturii

Pentru stabilizarea sistemului automat există două posibilităţi:
1 Coborârea caracteristicii 20lgGn(j) sau, echivalent, ridicarea liniei de 0dB. De

exemplu prin ridicarea liniei de 0dB deasupra nivelului de 8dB rezultă 20lgGn(j 1) < 0.

Cum f() > 0, pentru   1, urmează că apariţia oscilaţiilor întreţinute este imposibilă.
Aceasta înseamnă însă reducerea amplificării k, ceea ce micşorează rapiditatea răspunsului
indicial al sistemului automat.

2 Ridicarea caracteristicii argGn(j) în domeniul frecvenţelor medii (zona pulsaţiei de
tăiere) astfel încât 1 să se deplaseze spre dreapta şi anume într-un domeniu în care

20lgGn(j) < 0.
În cazul de faţă acest lucru poate fi realizat cu ajutorul unui regulator PD care la

frecvenţe medii asigură o ridicare a caracteristicii argGn(j) cu aproximativ 45 (fig.VI.53).

De exemplu pentru un element de corecţie (regulator) cu Gc(s) = kr(7s+1) se obţine
1 = 0,15 (la intersecţia cu orizontala de –225, fig.VII.24), căreia, pentru kr  0,7, îi

corespunde 20lgGn(j) < 0. O valoare kr  0,7 este echivalentă cu o ridicare a liniei de

0dB. Pentru ridicarea acesteia cu 10dB trebuie să aibă loc: ,101)7(lg20 2
1 rk de

unde rezultă kr = 0,224.



2. Stabilitatea absolută
Pentru rezolvarea unor probleme de proiectare este necesară determinarea unor condiţii de

stabilitate asimptotică globală pentru o clasă largă de neliniarităţi. O astfel de clasă de
neliniarităţi, semnificativă pentru aplicaţii în contextul schemei bloc structurale standard
modificate din fig.VII.25 (echivalentă cu schema din fig.VII.11, mutatis mutandis), naturală
din punct de vedere conceptual şi deosebit de productivă sub aspectul rezultatelor de
stabilitate, este:

},0,,
)(

0;{ 0
],0[  yyK

y

yf
CfC K R (2.1)

în care C 0 este mulţimea funcţiilor scalare reale, continue pe porţiuni. Se spune că funcţiile
din C[0,K] satisfac condiţia de sector [0, K], fig.VII.26. Din motive care vor fi clarificate în

cele ce urmează se mai definesc în mod asemănător şi clasele C[,K], unde  > 0 este un

număr arbitrar de mic, C(0,K) şi C(0,+).

G(s)

f

_

y

u

v

Fig.VII.25 Schema bloc structurală standard
modificată (a se vedea şi fig.VII.11)

C[0, K]

u

y

Ky

Fig.VII.26 Clasa funcţiilor de tip sector [0,K]

Clasele de neliniarităţi introduse mai sus şi necesitatea ca sistemul automat cu schema
bloc structurală din fig.VII.25, în care G(s) este funcţia de transfer a părţii liniare, să se
caracterizeze prin stabilitatea asimptotică globală a punctului de echilibru y = 0 au condus
la formularea conceptului de stabilitate din definiţia următoare.

Definiţia 1
Sistemul automat cu structura din fig.VII.25 se numeşte absolut stabil dacă punctul de

echilibru y = 0 este global asimptotic stabil pentru orice f  C[0,K] (sau după caz f  C[,K] ,

C(0,K) , C(0,+) ).

2.1. Problema lui Lurie
Prima abordare conform definiţiei 1 a fost problema lui Lurie. Aceasta se bazează pe

faptul că partea liniară a sistemului cu structura din fig.VII.25 este descrisă de ecuaţiile:








,,

,,,

R
RRR

ycxy

uxtbuAxx n
(2.2)

în care A, b, c sunt matrice de dimensiuni adecvate, cu elemente constante, astfel încât:

bAsIc
AsI

bAsIcsG n
n

n )(adj
)det(

1
)()( 1 


  (2.3)

este o fracţie raţională de ordinul n, ireductibilă (cele două polinoame sunt relativ prime
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între ele), cu gradul m al numărătorului satisfăcând condiţia m  n – 1. Funcţia de transfer
(2.3) a sistemului (2.2) se obţine prin aplicarea transformării Laplace ecuaţiilor (2.2) şi
eliminarea între ecuaţiile obţinute a vectorului de stare X(s).

Elementul neliniar al sistemului cu structura din fig.VII.25 este descris de:
u = f(y), (2.4)

în care f este o funcţie din una din clasele definite în introducerea acestui subcapitol.
În aceste circumstanţe se poate demonstra următorul rezultat:

Teorema 1
Dacă au loc următoarele trei condiţii:
1 Toate valorile proprii ale matricei A sunt situate în {Re s < 0},

2 


0
)( dyyf este divergentă,

3 ),
2

1
)(()

2

1
( TTTTTT cAPbPAPAcAPbcb 

în care P este o matrice reală, simetrică şi pozitiv definită (T simbolizează transpunerea
matricelor), atunci sistemul cu structura din fig.VII.25, cu f  C(0,+), este absolut stabil.

Din punctul de vedere al aplicaţiilor, condiţiile 1 şi 2 fiind îndeplinite, rămâne de
realizat condiţia 3o. Aceasta oferă de fapt posibilitatea alegerii matricei c prin care se
realizează reacţia după starea părţii liniare. O soluţie relativ simplă în acest sens este:

,)(2 1TT  ARvrPbc

în care r = cb > 0 este o valoare prestabilită (a produsului cb), v este un vector arbitrar cu
proprietatea vTv < 1 şi R este o matrice care se obţine din RTR = – (PA + ATP).

2.2. Criteriul Popov
În prima sa formă criteriul Popov a dat o rezolvare diferită a problemei lui Lurie şi

anume în domeniul frecvenţelor şi în ipoteze mai largi în sensul că G(s) poate avea un pol
în origine, restul polilor fiind situaţi în {Re s < 0}. Ulterior criteriul a fost extins şi pentru
clasele C[0,K], C[,K] etc. şi număr arbitrar de poli în origine (ai părţii liniare).

Se consideră sistemul din fig.VII.25, în care funcţia de transfer a părţii liniare are forma:

.
1.....

1.....1
)(

1

1





sasa

sbsb

s
sG

n
n

m
m


(2.5)

Coeficienţii ai, bj sunt numere reale,  = 1,2,..., şi n +  > m. Coeficientul de

amplificare al părţii liniare s-a considerat 1 urmând ca factorul de amplificare al buclei să
fie luat în considerare în neliniaritatea (2.4). Ca şi în cazul (2.3) G(s) este ireductibilă.

Din punctul de vedere al distribuţiei polilor lui G(s) în planul complex se disting
următoarele două cazuri.

a) Cazul principal: toţi polii lui G(s) sunt situaţi în {Re s < 0}; acesta implică  = 0 şi
faptul că polinomul ansn +...+a1s + 1 este hurwitzian.

b) Cazul critic: cel puţin un pol al lui G(s) se află pe axa imaginară {Re s = 0}, iar restul
polilor sunt situaţi în {Re s < 0}.

Raţiunea acestei distincţii îşi are originea în modul în care a fost definită clasa de
neliniarităţi C[0,K]. Este evident că dacă sectorul adoptat este [0, K], atunci este posibil să se
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aleagă f(y)  0, ceea ce înseamnă că sistemul cu structura din fig.VII.25 este fără reacţie,
funcţionalitatea fiindu-i asigurată numai de partea liniară. În cazul critic partea liniară nu
poate avea punctul de echilibru y = 0 asimptotic stabil deoarece, în conformitate cu (2.3),
G(s) având poli în {Re s = 0}, matricea A (din (2.2)) are, în mod corespunzător, valori
proprii în {Res = 0} (a se vedea şi teorema 2 de la 1.3.b). Ca urmare, în cazul critic şi C[0,K]
nu se poate pune problema stabilităţii absolute. Pentru eliminarea acestui inconvenient, în
cazul critic se va avea în vedere clasa de neliniarităţi C[,K], unde  > 0 este arbitrar de mic.
Această abordare implică în mod necesar asigurarea stabilităţii asimptotice globale pentru:

yyf )( (2.6)

(cazul reacţiei liniare), cu  > 0 oricât de mic. Pentru această situaţie se introduce noţiunea
de  - stabilitate conform definiţiei următoare.

Definiţia 2
Sistemul automat cu structura din fig.VII.25, cu G(s) în cazul critic şi (2.6), se numeşte

-stabil dacă punctul de echilibru y = 0 este global asimptotic stabil pentru  > 0 arbitrar de
mic.

Întrucât definiţia 2 se referă la un sistem automat
liniar (conform schemei bloc structurale din fig.VII.27),
este posibilă formularea următorului rezultat, util pentru
aplicarea definiţiei 2. Acest rezultat este sugerat şi de
exemplul 1.10 şi de afirmaţia cu caracter general din
finalul acestuia.

Teorema 2
Sistemul automat cu structura din fig.VII.25, în care G(s) este ireductibilă (adică

raportul a două polinoame relativ prime), este -stabil dacă şi numai dacă sistemul automat
cu structura din fig.VII.27 este BIBO-stabil pentru  > 0 arbitrar de mic.
D Din (2.2), (2.4) şi (2.6), după eliminarea mărimilor u şi y, se obţine:

,)( xbcAx 

ceea ce înseamnă că sistemul cu structura din fig.VII.25 este  -stabil dacă şi numai dacă
matricea A – bc are toate valorile proprii situate în {Re s < 0} pentru  > 0 arbitrar de mic.

Pe de altă parte, pe baza relaţiei (2.3) şi utilizând o formulă a lui Schur, se poate scrie:
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Întrucât G(s) este ireductibilă urmează că F(s) este de asemenea ireductibilă.
Rezultă că polinomul polilor sistemului cu structura din fig.VII.27 este

det( )I s A bcn    (a se vedea VI.4.2.a) care este chiar polinomul caracteristic al matricei

G(s)


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v

u

y yp =0
G(s)

Fig.VII.27 Pentru definirea -stabilităţii
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A bc  . Evident, -stabilitatea este echivalentă cu BIBO-stabilitatea sistemului cu structura
din fig.VII.27 pentru  > 0 arbitrar de mic.

Pentru situaţiile uzuale (  1 2, şi a s a sn
n  ... 1 1 hurwitzian) condiţiile ca sistemul

automat neliniar să fie -stabil sunt uşor de determinat şi respectiv de realizat.
Dacă  = 1 locul de transfer G(j) începe, pentru  = +0, la –j (fig.VI.3) şi pentru

 > 0, arbitrar de mic, punctul –1+j0 rămâne în afara şi la stânga locului de transfer.
Conform teoremei 7 de la VI.4.2.a şi teoremei 2 sistemul automat neliniar este -stabil.

Dacă  = 2, pentru s = j din (2.5) rezultă:
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care pentru  > 0 foarte mic poate fi aproximată prin:
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În această situaţie se poate scrie:

Re ( ) , Im ( ) .  


  


G j G j
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2
1 1

Este acum evident că sistemul cu structura din fig.VII.27 este BIBO-stabil pentru  > 0
arbitrar de mic, respectiv sistemul cu structura din fig.VII.25 este -stabil (conform
teoremei 2) dacă şi numai dacă a1 < b1.

Înainte de a enunţa criteriul Popov este necesar să se clarifice de ce G(s) nu poate avea
poli în {Res > 0}. Dacă G(s) ar avea poli în {Re s > 0}, atunci, pentru (2.4) locul rădăcinilor
sistemului cu structura din fig.VII.27 ar avea ramuri în {Re s > 0}, care pentru  > 0,
arbitrar de mic, ar implica faptul că acest sistem ar avea poli în {Re s > 0}. Ca urmare, în
cazul că G(s) are poli în {Re s > 0} şi pentru f  C[,K] nu se poate pune problema
stabilităţii absolute a sistemului cu structura din fig.VII.25.

Teorema 3 (Popov)

Fie sistemul automat cu structura din fig.VII.25 în care G(s) este de forma (2.5),
fC[0,K] – în cazul principal (0 < K  +), sau f  C[,K] – în cazul critic (în care sistemul

este -stabil), şi 0 < K < +.
Atunci sistemul automat neliniar este absolut stabil dacă există q  R astfel încât are loc

inegalitatea:

.0,
1

)]()1Re[(  
K

jGjq  (2.7)

În cazul critic pentru K = + se poate utiliza următorul rezultat.

Teorema 4
Fie sistemul automat cu structura din fig.VII.25 în care G(s) este de forma (2.5) cu

 = 1, a s a sn
n  ... 1 1 hurwitzian şi f  C(0,+).

Atunci sistemul automat neliniar este absolut stabil dacă există q R astfel încât are loc
inegalitatea:

.0,0)]()1Re[(   jGjq  (2.8)
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Criteriul Popov a fost extins şi pentru cazul în care partea liniară a sistemului automat
neliniar conţine şi un element cu timp mort.

Teorema 5
Fie sistemul automat cu structura din fig.VII.25 în care partea liniară este descrisă de

G(s)e–Ts, T > 0, cu G(s) de forma (2.5), în cazul principal, şi f este continuă cu f  C(0,K)
Atunci sistemul automat neliniar este absolut stabil dacă există q > 0 astfel încât are loc

inegalitatea (2.7) (mutatis mutandis).

Exemplul 2.1 (analiza stabilităţii absolute)

Se consideră sistemul automat neliniar cu structura din fig.VII.25 cu f  C(0,+) şi
G s b s s a s( ) ( ) / [ ( )],  1 11 1 a1 > 0, b1 > 0. Să se studieze dacă sistemul este absolut stabil.

În acest caz se poate aplica teorema 4. În conformitate cu (2.8) se poate scrie:

.0,0)1/()( 22
111

2
11   aabqbqa

Alegând q a b max( , )0 1 1 inegalitatea de mai sus are loc pentru orice   0, ceea ce
înseamnă că sistemul considerat este absolut stabil pentru f  C(0,+).

Forma inegalităţilor (2.7) şi (2.8) a readus în actualitate noţiunea de funcţie real pozitivă
(utilizată iniţial în teoria circuitelor electrice).

Definiţia 3
Fracţia raţională cu coeficienţi reali F(s) se numeşte real pozitivă dacă:
1 nu are nici un pol în {Re s> 0};
2 polii din {Re s = 0}, dacă astfel de poli există, sunt simpli şi reziduurile

corespunzătoare sunt reale şi pozitive;
3 Re F(j)  0 pentru toţi   0. 

Teorema 6

Fie sistemul automat cu structura din fig.VII.25 în care f este continuă şi f  C(0,K).

Atunci sistemul automat neliniar este absolut stabil dacă există q  R astfel încât
funcţia:

KsGqssF 1)()1()(  (2.9)

este real pozitivă. 
În aplicaţii este necesar să se verifice condiţiile 1, 2 şi 3 din definiţia 2. Condiţia 3

este asemănătoare cu (2.7) şi (2.8). Se poate demonstra că 1 şi 2 sunt echivalente cu
condiţia ca polinomul P(s) + Q(s) să fie hurwitzian, în care P şi Q se identifică din

)(/)()( sPsQsF  . Pentru F(s) de forma (2.9) această condiţie trebuie să aibă loc pentru
acelaşi q pentru care este satisfăcută condiţia 3.

2.3. Forma grafică a criteriului Popov

Efectuând calculele în membrul stâng al inegalităţii (2.7) pentru
)(Im)(Re)(  jGjjGjG  se obţine:

.1)(Im)(Re KjGqjG   (2.10)

Introducând variabilele:
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,0),(Im),(Re   jGwjGv (2.11)

se definesc: 1o funcţia
G j G j j G jP ( ) Re ( ) Im ( ), ,       0 (2.12)

al cărui hodograf se numeşte locul Popov, şi
2o dreapta:

,0
1


K
qwv (2.13)

numită dreapta Popov.
Dacă inegalitatea (2.10) are loc, atunci cu

(2.11) ea devine:

.0
1


K
qwv (2.14)

Dreapta Popov are panta 1/q şi tăieturile (–1/K,0) şi (0,1/Kq), fig.VII.28. Punctele din
planul (v, w) situate la dreapta dreptei Popov satisfac inegalitatea (2.14).

Pentru verificarea grafică a condiţiei (2.10) se procedează în modul următor: se trasează
în planul (v, w) locul Popov (conform cu (2.12)) şi în punctul (–1/K,0) se trasează o dreaptă
Popov de pantă 1/q astfel aleasă încât locul Popov să rămână în întregime la dreapta
acesteia, fig.VII.28; dacă şi celelalte ipoteze din teorema 3 sunt satisfăcute, atunci sistemul
automat neliniar este absolut stabil.

Evident, punctul (–1/K,0) fiind dat, pot exista o infinitate de drepte Popov pentru care
locul Popov rămâne complet la dreapta acestora. Dacă nu există o dreaptă Popov, (nu există
q  R) astfel încât locul Popov să rămână în întregime la dreapta, atunci teorema 4 nu se
poate aplica. Aceasta nu implică concluzia că sistemul automat neliniar studiat nu poate fi
absolut stabil, deoarece teorema 4 este doar o condiţie suficientă de stabilitate absolută.

Exemplul 2.2 (analiza grafică a stabilităţii absolute)

Se consideră sistemul automat neliniar cu structura din fig.VII.25 cu f  C[,1,5] şi
G(s) = 1/[s(s2+s+2). Se cere să se afle dacă sistemul este absolut stabil.

În conformitate cu (2.11) şi (2.12) locul Popov este descris de ecuaţiile parametrice:
v w       1 2 2 2 02 2 2 2 2 2 2[( ) ], ( ) [( ) ], .     

Eliminând  2 = 2 – w/v între aceste ecuaţii se
obţine: 2v2 + w2 – vw + v = 0, care reprezintă ecuaţia
unei elipse cu centrul în punctul (–2/7, –1/7), cu axa
mare rotită cu 3/8 şi care trece prin punctele (0,0)
şi (–1/2,0), fig.VII.29. În aceste condiţii, pentru
–1/K = –2/3, prin punctul (–2/3,0) se pot duce o
infinitate de drepte Popov. Întrucât sistemul este
-stabil, conform teoremei 3 acesta este absolut
stabil.

Cu ajutorul inegalităţii (2.7) sau pe cale grafică
se poate determina valoarea maximă KP a lui K

pentru care dreapta Popov este tangentă la locul
Popov, fig.VII.28. Acesta se numeşte dreapta critică. Întrucât pentru dreapta critică
condiţia (2.10) nu are loc pentru toţi   0 rezultă că neliniaritatea se poate situa în sectorul

1–1/K

w

v

= 0

GP(j


–1/KP

–1/KH

dreapta Popov

dreapta critică

Fig.VII.28. Verificarea grafică a condiţiei (2.7)

–2/7 –1/4–1/2–2/3

w

v

GP(j
=0

=+


3/8

–1/2

–1/7

Fig.VII.29. Verificarea grafică a criteriului
Popov la exemplul 2.2
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[0, KP) sau [, KP), numit sectorul Popov. În cazul critic sectorul Popov poate fi şi [,KP],

dar numai dacă locul Popov nu trece prin punctul (–1/KP, 0). În cazul exemplului 2.2

sectorul Popov este [, 2), fig.VII.29.
Procedeul de verificare grafică expus mai sus se poate aplica (mutatis mutandis) şi în

cazul teoremelor 4 – 6. În cazul teoremei 4 dreapta Popov trece prin originea planului
(v, w). În cazul teoremei 6 trebuie să se verifice condiţiile 1 – 3 din definiţia 2. Condiţia
3 fiind asemănătoare cu (2.7), procedura de verificare grafică rămâne în fond aceeaşi, cu
deosebirea că dreapta Popov poate fi şi tangentă la locul Popov.

2.4. Conjectura Aizerman

Pentru sistemul automat cu structura din fig.VII.25 se consideră f(y) = ky, k  0, u = ky.
Sistemul automat fiind liniar, pentru studiul stabilităţii se poate aplica criteriul Hurwitz
(teorema 7 de la II.6.4) sau criteriul Nyquist (teorema 7 de la VI.4.2). Tăietura hodografului
kG(j),   0, cu semiaxa reală negativă (care se obţine pentru Im ( ) )G j  0 este
kG j k G j k KH( ) Re ( ) / , 0 0   unde K G jH  1 0/ Re ( ). Având în vedere ipotezele
pe care le satisface G(s), aplicând criteriul Nyquist, rezultă că pentru stabilitatea
asimptotică globală, în cazul f(y) = ky, este necesar şi suficient ca –1 < –k/KH. Evident

constanta KH defineşte sectorul [0, KH), respectiv [, KH), numit, în virtutea proprietăţilor
sale, sectorul Hurwitz. Conform modului în care a fost definit KH rezultă că acesta poate fi
pus în evidenţă şi cu ajutorul locului lui Popov. Într-adevăr, pentru Im ( )G j0 0 în (2.12)
se obţine: G j G j KP H( ) Re ( ) / , 0 0 1   ceea ce înseamnă că tăietura locului Popov cu
semiaxa reală negativă are abscisa –1/KH, fig.VII.28.

Dacă sistemul automat neliniar trebuie să fie absolut stabil, atunci, în mod evident, el
trebuie să fie absolut stabil şi în cazul particular f(y) = ky. Rezultă că inegalitatea k < KH
este o condiţie necesară de stabilitate absolută sau, cu alte cuvinte, sectorul [0, K] (respectiv
[, K]) nu poate fi în nici un caz mai mare ca sectorul Hurwitz [0, KH] (respectiv [, KH)).

Pornind de la faptul că unele sisteme automate neliniare cu G(s) de ordin redus sectorul
maxim de stabilitate absolută coincide cu sectorul Hurwitz (în sensul sup[0, K] = KH,

respectiv sup[, K] = KH), Aizerman a enunţat următoarea conjectură:
Sectorul maximal de stabilitate absolută coincide întotdeauna cu sectorul Hurwitz.
S-a demonstrat că această afirmaţie este adevărată numai în unele cazuri cum ar fi:
a) G(s) este de ordinul doi, b) de ordinul trei cu cel mult un zero finit, c) de ordinul

patru fără zerouri finite şi cu poli complex conjugaţi suficient de îndepărtăţi de axa
imaginară, d) de ordin oarecare cu toţi polii reali negativi şi fără zerouri finite. În toate
aceste cazuri se poate utiliza criteriul Nyquist şi anume în sensul determinării sectorului
Hurwitz. Dacă [0, K]  [0, KH), respectiv [, K]  [, KH), atunci sistemul automat neliniar

considerat este absolut stabil.

Exemplul 2.3 (verificarea conjecturii Aizerman)

Se cere să se verifice conjectura Aizerman în cazul sistemului de la exemplul 2.2.
Conform fig.VII.29, tăietura locului Popov GP(j), respectiv a locului de transfer

G(j), cu semiaxa reală negativă are loc în punctul (–1/2,0), ceea ce înseamnă KH = 2.

Întrucât prin acest punct trece şi dreapta critică, rezultă KP = 2. Sectorul Popov coincide cu
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sectorul Hurwitz; se trage concluzia că sectorul Hurwitz este sectorul maxim de stabilitate
absolută, fapt care implică valabilitatea conjecturii Aizerman. 

2.5. Cazul sectorului [K1,K2]

O extensie a criteriului Popov s-a realizat prin considerarea clasei de funcţii:

,0,,
)(

; 21
0

]2,1[








 yyK
y

yf
KCfC KK R (2.15)

în care K1 < K2 sunt două constante reale, clasă pentru care se poate formula o definiţie
asemănătoare cu definiţia 1.

Pentru clasa de funcţii (2.15), cu referire la structura din fig.VII.25, se defineşte:
yKuu 1

~  (2.16)

şi neliniaritatea:
,)()(

~
1 yKyfyf  (2.17)

care satisface condiţia ]12,0[
~

KKCf  în cazul principal, sau ]12,[
~

KKCf   în cazul

critic. Întrucât
),()()( sUsGsY  (2.18)

prin înlocuirea relaţiei (2.16), luată în transformate Laplace, în (2.18) se obţine:
),(

~
)(

~
)( sUsGsY  (2.19)

.
)(1

)(
)(

~

1 sGK

sG
sG


 (2.20)

În acest fel s-a obţinut un nou sistem automat neliniar cu schema bloc structurală de
forma aceleia din fig.VII.25, dar în care partea liniară este (2.20) şi partea neliniară este
(2.17), cu condiţia de sector [0, K2 –K1], respectiv [, K2 –K1]. În aceste circumstanţe se pot
aplica în mod adecvat definiţia 1 şi teoremele 1  6.

2.6. Compensarea serie a părţii liniare
Din forma grafică a criteriului Popov (fig.VII.28) rezultă că dacă nu există o dreaptă

Popov (respectiv nu există o valoare q astfel încât să aibă loc teorema 3 sau după caz
teoremele 4  6), atunci se poate proceda în următoarele moduri:
 se reduce valoarea lui K (se reduce condiţia de sector  fig.VII.26), respectiv se

deplasează tăietura (–1/K,0) – fig.VII.28 – spre stânga până când este posibilă trasarea unei
drepte Popov;
 se compensează partea liniară, descrisă de G(s) – fig.VII.25, prin introducerea unui

compensator în serie, în paralel sau în circuit cu reacţie, respectiv se deformează şi se
deplasează locul Popov – fig.VII.28 – până când este posibilă trasarea unei drepte Popov;

Primul procedeu este echivalent cu reducerea posibilităţilor de alegere a neliniarităţii,
fapt ce, evident, nu este în concordanţă cu motivaţia introducerii definiţiei 1. De regulă
demersul sugerat de definiţia 1 constă în a determina valoarea maximă a lui K (în sensul
sectorului Hurwitz, dar pentru a se putea trasa o dreaptă Popov), respectiv a unei condiţii de
sector – fig.VII.26 – cât mai  cuprinzătoare posibil.

În cazul obişnuit se utilizează compensarea serie a părţii liniare conform schemei bloc
structurale din fig.VII.30. Compensatorul serie GS(s) se alege astfel încât să se asigure:
 satisfacerea criteriului Popov;
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 îmbunătăţirea calităţilor impuse sistemului automat
neliniar.

Pentru satisfacerea criteriului Popov o soluţie simplă,
sugerată de inegalitatea (2.7) şi de corecţia în domeniul
frecvenţelor a sistemelor automate liniare (a se vedea
VI.4.3), constă în utilizarea unui compensator PD:

).1()(  sksG SS  (2.21)

Efectul acestuia constă în rotirea locului lui Popov, pe
măsura creşterii frecvenţei, în sens antiorar, cu unghiuri de la 0 la 90. În acest fel locul lui
Popov suferă o deplasare spre dreapta la frecvenţe medii şi înalte (în cadranele 3 şi/sau 2
ale planului locului lui Popov) ceea ce facilitează trasarea unei drepte Popov prin (–1/K,0)
cu condiţia ca acest punct să rămână suficient de departe la stânga noului loc Popov.

Pentru realizarea calităţilor impuse sistemului automat se utilizează în primul rând
neliniaritatea f. În acelaşi timp, pentru unele corecţii ale acestor calităţi compensatorul serie
poate conţine factori suplimentari adecvaţi de tipul PID ai căror parametri se aleg de regulă
ca în cazul corecţiei sistemelor automate liniare (a se vedea VI.4.3).

Exemplul 2.4 (sinteza regulatorului)

Se consideră sistemul automat cu structura din fig.VII.30 în care G s s sF ( ) / [ ( ) ]. 1 1 2

Se cere să se determine GS(s) astfel încât sistemul să fie absolut stabil pentru clasa C(0,4].

Pentru G(s) = GS(s)GF(s) şi GS(s) = kS, kS > 0, ecuaţiile parametrice (2.11) ale locului
lui Popov sunt: v kS    2 4 1 02 2 2[ ( ) ] ,  w kS     ( ) [ ( ) ] .1 4 1 02 2 2 2  

Eliminând 2 între aceste ecuaţii se obţine: w v k v vS   / , ;2 0 locul Popov este

reprezentat în fig.VII.31(a). Tăietura acestui loc
cu axa  = 0 este (–kS/2,0). Pentru a fi posibilă
trasarea unei drepte Popov prin (–1/4,0) este
necesar ca –1/4 < –kS/2, respectiv kS < 1/2.
Această condiţie constituie de fapt o reducere,
prin partea liniară, a sectorului (0,4] la sectorul
(0,4 kS]  (0,2).

Pentru G(s) = GS(s)GF(s) şi GS(s) = kS(s + 1),

kS > 0, ecuaţiile parametrice ale locului lui Popov
sunt: vkS/(21) < 0, wkS/(21) < 0. Eliminând 2 + 1 între aceste ecuaţii se obţine
ecuaţia locului lui Popov: w = v, v < 0, a cărei imagine este dată în fig.VII.31(b). Tăietura
acestui loc cu axa w = 0 este acum (0,0). Conform teoremei 4 se poate trasa o dreaptă
Popov de pantă 1/q  1 în orice punct (v,0) cu v < 0. În consecinţă sistemul este absolut
stabil pentru clasa C(0,+) şi kS > 0.

2.7. Criteriul cercului
Criteriul Popov generalizează criteriul Nyquist (VI.4.2) şi anume în sensul că în cazul

sistemului automat neliniar locul de transfer al sistemului în circuit deschis se înlocuieşte
cu locul Popov şi punctul critic se înlocuieşte cu dreapta critică (fig.VII.28). Totodată se
asigură o libertate destul de mare în alegerea neliniarităţii (clasa de funcţii (2.1) cu
variantele ei şi extensia (2.15)) cu o restrângere corespunzătoare a posibilităţilor de alegere

G(s)

f

_

v

u

y
GS (s) GF (s)

G(s)

Fig.VII.30. Compensarea serie a părţii
liniare

(a) (b)

 = 0

– 2kS

=+
– kS

– kS /2

– kS = 0
Fig.VII.31. Compensarea serie la exemplul 2.4:

(a) G s k b G s k sS s S s( ) ; ( ) ( ) ( )   1
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a părţii liniare (conform teoremelor 3 – 6).
O altă extindere a criteriului lui Popov, şi anume în

cazul schemei bloc structurale din fig.VII.32, în care
)(ty p este neidentic nulă şi f este o funcţie de tip sector

Lipschitz, îl constituie şi următorul rezultat, cunoscut şi
sub numele de criteriul cercului.

Teorema 7
Fie sistemul automat cu structura din fig.VII.32 în care G(s) este de forma (2.5) şi f

satisface condiţiile:
,0)0( f (2.22)

,,,
)()(

2121,2
21

21
1 yyyyK

yy

yfyf
K 




 R (2.23)

cu K1,K2 R, K1  K2.
Atunci punctul de echilibru y = 0 este global asimptotic stabil dacă, după caz, are loc

una din următoarele trei condiţii:
1 Pentru K1 = 0 locul de transfer G(j),  R, este situat la dreapta unei drepte care

trece prin (–1/K2 + ,0), cu  > 0.

2 Pentru K1 > 0 locul de transfer G(j),  R, este situat în exteriorul unui cerc care

trece prin punctele (–1/K2 + ,0) şi (–1/K1 – ,0), cu  > 0.

3 Pentru K1 < 0 locul de transfer G(j),  R, este situat în interiorul unui cerc care

trece prin punctele (–1/K2 + ,0) şi (–1/K1 – ,0), cu  > 0.
Situaţiile corespunzătoare celor trei condiţii din teorema 7 sunt ilustrate în fig.VII.33.

–1/K2–1/K2

1o
K1=0

G(j)G(j)
G(j)

–1/K2–1/K1

2o
K1>0 3o

K1<0

–1/K1

Fig.VII.33. Ilustrarea celor trei condiţii din teorema 7

Condiţia (2.23) este de tip Lipschitz şi este mai tare decât condiţia de tip sector ((2.1)
sau (2.15)). Într-adevăr, pentru f(y) continuă şi derivabilă, conform formulei lui Lagrange,
există y  (y1, y2) astfel încât:

).()()()( 2121 yfyyyfyf  (2.24)

Înlocuind (2.24) în (2.23) se obţine:
),,(,)( 2121 yyyKyfK  (2.25)

care în mod evident este mai tare decât aceea de tip sector (2.15).
Condiţia mai tare (2.23) are ca efect, conform teoremei 7 şi fig.VII.33, o relaxare a

condiţiilor pe care trebuie să le satisfacă partea liniară a sistemului automat neliniar. Cu
referire la (2.5), în care a s a s b s b sn

n
m

m     ... , ....1 11 1 sunt hurwitziene şi n +  > m,
conform teoremei 7 şi pentru K1 şi K2 adecvat aleşi, este suficient ca:  = 0, 1 (pentru 1),
 = 0, 1, 2 (pentru 2) şi  = 0 (pentru 3).

G(s
)

f
_+

v

u

y
G(s)

yp  0

Fig.VII.32. Schema bloc structurală la
criteriul cercului



TRANSFORMĂRI INTEGRALE

Prin transformare funcţională se înţelege o corespondenţă între două mulţimi de funcţii.
Se scrie F  T { f }. Transformarea T aplicată funcţiei f este funcţia F. T –1 este

transformarea inversă şi f  T –1F}. f şi F se mai numesc original şi respectiv imagine.
Transformările funcţionale au avantajul că, în mulţimea imaginilor, anumite relaţii

dintre originale se exprimă în forme mai simple. Se pot obţine astfel, în mulţimea funcţiilor
imagine, rezultate care în mulţimea funcţiilor original sunt mai dificil de demonstrat.

O clasă specială de transformări funcţionale o constituie transformările liniare. Ele au
proprietatea că pentru orice funcţii original f1 şi f2 şi pentru orice constante c1, c2 are loc:

T {c1 f1c2 f2}  c1T { f1}c2T { f2}.

De acest tip sunt şi transformările integrale: )}({)(),()( tfdttfstKsF
b
a

T  ,

în care K(t, s) este nucleul şi (a, b) este domeniul de integrare. De regulă f aparţine unui
spaţiu de funcţii, de exemplu: L1(a, b) – spaţiul funcţiilor absolut integrabile pe (a, b) sau

L2(a, b) – spaţiul funcţiilor de pătrat integrabil pe (a, b), ceea ce este echivalent respectiv cu:

.2,1,)(  kdttf
b
a

k

1. Transformarea Laplace

1.1. Transformarea directă

Definiţia 1. Fie f (t) o funcţie original, de variabila reală t, care satisface condiţiile:
1 f (t)  0, t < 0;
2 f (t) este continuă pe porţiuni; pe orice interval finit are cel mult un număr finit de
discontinuităţi în care există limitele laterale finite f (t – 0), f (t + 0);
3 există constantele M > 0 şi a  R astfel încât: | f(t) |  Me a t, t  0.

Funcţia imagine: 
  

0
,)},({)()( CstfdtetfsF ts L

(de variabila complexă  js  ) este transformata Laplace a funcţiei f (t).

a. Observaţii

1 Transformarea conform definiţiei 1 se mai numeşte şi Laplace directă unilaterală,
deoarece domeniul de integrare este (0, +); se face totodată distincţie faţă de
transformarea Laplace directă bilaterală pentru care domeniul de integrare este (–,+).
2 Variabila t este, de regulă, timpul. În acest caz, din punct de vedere dimensional, |s | este

Anexa

A
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o pulsaţie (sau o frecvenţă; a se vedea şi textul explicativ care urmează după relaţia (1.2) de
la VI.1.1.). Din acest motiv variabila s se mai numeşte „frecvenţa” complexă. L realizează
o transformare din mulţimea originalelor dependente de timpul t în mulţimea imaginilor
dependente de „frecvenţa” complexă s.
3 Ipoteza 1 din definiţia 1 poate fi eventual omisă. f (t) fiind definită pentru t  R, din
integrala din definiţia 1 rezultă că F(s) corespunde numai restricţiei lui f la intervalul

[0,+), inclusiv condiţiile iniţiale f (i)(– 0), i = 0,1,2,..., cum este cazul transformatei
derivatei generalizate a originalului (a se vedea b.3 şi Anexa B.2.2.b.2o); evident, toate
aceste valori iniţiale sunt nule dacă ipoteza 1 (din definiţia 1) este îndeplinită.
4o Dacă integrala Laplace din definiţia 1 converge într-un punct s0C, atunci ea converge

în întreg semiplanul {Res > Re s0}. Domeniul de convergenţă este {Re s > 0}; 0R este
abscisa de convergenţă (valoarea cea mai mică pentru care integrala este convergentă).

Dreapta de convergenţă {Re s =  0} poate să fie inclusă (parţial sau total) sau nu în
domeniul de convergenţă.

Dacă integrala converge absolut într-un punct, atunci există un semiplan de absolută
convergenţă {Re s >  a}, cu  0   a. În situaţiile care apar în aplicaţii există aproape
întotdeauna un astfel de semiplan, ceea ce înlesneşte foarte mult manipularea integralei din
definiţia 1. În plus se poate presupune că există şi transformarea Laplace inversă.
5o Transformarea Laplace a distribuţiilor este prezentată în B.2.2.

b. Teoreme

1 Transformarea Laplace directă este liniară.
2 Imaginea derivatei originalului:

.,1),0(...)0()()}({ )1(1)( nkfsfsFstf kkkk  L
3 Imaginea derivatei generalizate (în sens distribuţii) a originalului:

.1),0()0()()}({ )1(1 ,nkf...sfsFstfD kkkk  L
Detalii se prezintă în anexa B, la 1.2.b.7o – 9o şi la 2.2.b.1o – 2o.

4 Imaginea derivată: .,1),()}(){( )( nksFtft kk L

5 Imaginea integralei originalului: .,1),(
1

)(......
00

nksF
s

dttf
k

t kt

k








 L

6 Imaginea translatei originalului: .);()}({ R    sFetf sL

7 Imaginea translată: .);(})({ C zzsFetf tzL

8 Scalarea timpului: .0);()}({ 11    sFtfL

9 Scalarea „frecvenţei” complexe: .0);()}({ 11   sFtfL
10Imaginea produsului a două originale (produsul de convoluţie a două imagini):

.))((
2

1
))((

2

1

)()(
2

1
)()(

2

1
)}()({

1221

212121

sFF
j

sFF
j

dzzFzsF
j

dzzsFzF
j

tftf
jc
jc

jc
jc



  











L

Detalii privind alegerea constantei c se prezintă la 1.2.a.3.
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11Teorema lui Borel (imaginea produsului de convoluţie – produsul imaginilor):

  ).()()()()()())(( 210 210 2121 sFsFdtffdftftff
tt








 







    LLL

c. Transformatele Laplace ale unor funcţii

1o Pentru funcţia Heaviside (treapta unitară) se obţine:

.
1

0

1
)()}({

00 s
e

s
dtedtett tststs 


     L

2o Pentru funcţia exponenţială eat, cu a  R, se obţine:

.
1

0

1
}{ )(

0
)(

0 as
e

as
dtedteee tastastsatat







    L

3o Pentru funcţia t0sin ,  cu  0 > 0, se obţine:

.
0

)cossin(
sin}{sin

2
0

2
0

2
0

2
000

0 00

















  ss

tte
dtett

st
tsL

Transformările altor funcţii uzuale sunt cuprinse în tabelul din Anexa C.1.

1.2. Transformarea inversă

Definiţia 2. Conform definiţiei 1 funcţia f de variabilă reală t:

   





jc
jc

st sFdsesF
j

tftf )()(
2

1
)0()0(

2

1 1L


se numeşte transformata Laplace inversă a funcţiei F(s).

a. Observaţii

1 În punctele de continuitate membrul stâng al formulei din definiţia 2 este f(t). În
punctele de discontinuitate aceeaşi formulă furnizează media aritmetică a limitelor laterale .
2 Integrala din definiţia 2 se calculează cu:

,)(V.P.)(lim 






 
jc
jc

stjRc
jRc

st
R dsesFdsesF

adică simultan pentru ambele limite de integrare, respectiv ca valoare principală (V.P.).

3 Pentru calculul integralei din definiţia 2, în cazul în care F(s)es t are numai singularităţi de tip
pol, se foloseşte teorema reziduurilor. Constanta c se alege astfel
încât toţi polii (distincţi) ,,1, rip i  ai lui F(s) să fie situaţi în
{Re s < c}. Integrala din definiţia 2 nu depinde de c. Pentru t > 0
se utilizează conturul închis CR, format din segmentul de dreaptă
DR şi semicercul SR – fig. A.1. Se obţine:

,0,])([zRe)(
1

   tesFtf r
i

ts
pi

deoarece, conform teoremei reziduurilor, are loc:

.0,])([zRe2)(lim
1

   tesFjdsesF r
i

ts
pC

ts
R iR



În acelaşi timp, conform fig. A.1, se scrie:

Pl. s

DR

SR

CR

R

0 c

Fig. A.1. Conturul de
integrare pentru calculul
transformatei inverse
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  ,0,)(zRe2)(

)(iml)(lim)(lim

1
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








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





tesFjdsesF

dsesFdsesFdsesF

tsr
i p

jc
jc

ts

S
ts

RD
ts

RC
ts

R

i

RRR



  

deoarece integrala pe SR , cu R +, este nulă în condiţiile rezultatului următor.
Lema Jordan. Dacă F(s) este continuă pe SR , cu R + , şi 0)( sF uniform

pentru R + şi sSR , atunci pentru t > 0 are loc: .0)(lim  dsesF ts
SR

R
■

Reziduul unei funcţii G(s) într-un pol p, de multiplicitate q  1, se calculează cu:

    ,)()(
)!1(

1
)(Re

1

1

1

ps

q
q

q

p sGps
ds
d

q
asGz
























în care a–1 este coeficientul termenului de putere –1 din seria Laurent:

.)()(...)()(
0

1
1  







  k
k

k
q

q psapsapsasG

4o Pentru orice t < 0  are loc: .0)(
2

1





dsesF

j
jc
jc

ts



5o Dacă există  0 > 0 astfel încât 0)( 0 sesF  pentru s  + , cu Re s   a, uniform

pentru 2/)(arg   as , atunci f (t) = 0 pentru t <  0.

b. Teoreme

1 Originalul unei funcţii raţionale (teorema dezvoltării). Pentru ),()()( sPsQsF  în care

P(s) şi Q(s) sunt două polinoame, cu grad P = n > grad Q = m , având polii distincţi pi,

fiecare de multiplicitate qi, ,,1 ri  cu ,
1  r

i i nq originalul se obţine cu:

,0,
)!(

)(
1 1




  
 tet

jq
K

tf r
i

q
j

tpjq
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.,1,,1,)]()[(
)!1(

1
1
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i
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j
ji qjnisFps
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j
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





















2 Valoarea iniţială a originalului şi a derivatelor sale (teorema valorii iniţiale):

  ,,1,)0()0()(lim)(lim)0( )1(1)(

0

)( nkfsfsFsstff kkk
s

k
t

k  




cu condiţia ca ambele limite să existe şi să fie finite.
3 Valorile finale ale originalului şi derivatelor sale (teorema valorii finale):

  ,,1,)0()0()(lim)(lim)( )1(1

0

)()( nkfsfsFsstff kkk
s

k
t

k  




cu condiţia ca ambele limite să existe şi să fie finite.
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2.Transformarea Fourier

2.1. Transformarea directă
Definiţia 1. Transformata Fourier a unei funcţii (reală sau complexă), de variabila

reală t  R, are expresia:   .,)()()( R 



   tfdtetfjF tj F 

a. Condiţii de existenţă şi observaţii

1 O condiţie suficientă de existenţă a transformatei Fourier este fL1(–, +). În acest caz
F(j) este uniform continuă, mărginită şi lim F( j) = 0. Transformata Fourier

directă este univocă.
2 Dacă originalele f1, f2L1(–, +) au aceeaşi transformată F(j), atunci:

,0)]()([
0 21   dff
t

.Rt În punctele de continuitate f1  f2.

3 Variabila t este de regulă timpul. În acest caz  este pulsaţia. F realizează o
transformare din mulţimea originalelor dependente de timpul t în mulţimea imaginilor
dependente de pulsaţia (frecvenţa) . Dacă f (t) este un semnal, atunci F( j) se numeşte
densitatea spectrală şi F( j) – densitatea spectrală de amplitudine. Acestea oferă
informaţii asupra spectrului de frecvenţe al semnalului f (t).
4o Cazurile fL2(– , + ) şi al distribuţiilor sunt prezentate la 3 şi respectiv în B.2.1.
5o Cazul transformării Fourier unilaterale (cu domeniul de integrare [0, +)) şi legătura cu
transformarea Laplace (unilaterală) sunt prezentate în B.2.3.

b. Teoreme

1o Transformarea Fourier directă este liniară.
2 Imaginea derivatei originalului: ,,1),()()}({ )( nkjFjtf kk  F

în condiţiile: ),(1)( Lf i sau .1,0,0)(lim )(  nitf i
t

3o Imaginea integralei originalului: ).()0()(
1

)( 


 FjF
j

df
t








 F (vezi B.2.1.b.7o)

Dacă fL1(–, + ) şi  
t dftg )()( , gL1(– , +), atunci F( j) = j G(j),

F(0) = 0 (deoarece G(0) este finit) şi 0)(    df . Se scrie: )(
1

)( 


 jF
j

df
t








 F .

4 Imaginea conjugatei originalului:   )()( jFtf F .
5 Simetria:   ).(2)(  jftF F
6 Inversarea sensului evoluţiei timpului: F{f (–t)} F(–j).

7 Imaginea originalului funcţie pară ( f (–t) = f (t)): F(–j) F( j).
8 Imaginea originalului funcţie impară ( f (–t) = –f (t)): F(–j) F( j).
9 Imaginea )()()(  IRjF  a originalului f (t),  funcţie reală, are proprietăţile:

),()(  jFjF  );()(  jFjF 
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



 tdttfjFR  cos)()(Re)( este funcţie pară;





 dtttfjFI  sin)()(Im)( este funcţie impară.

10Imaginea originalului f (t), funcţie reală pară, are proprietatea:

.0)(,cos)(2)()()(
0

 


 ItdttfRjFjF

11Imaginea originalului f (t), funcţie reală impară, are proprietatea:

.0)(,sin)(2)()()(
0

 


 RdtttfjjIjFjF

12Pentru originalul ,)()()( tftftf ip  în care 2/)]()([)( tftftf p  şi

2/)]()([)( tftftfi  sunt părţile pară şi respectiv impară ale lui f (t), rezultă:





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,cos)(2)}({)( dtttftfR pp  F   ,sin)(2)()(
0


 dtttfjtfjI ii  F
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1
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1 .sin)(

1
)}({)(,cos)(

1
)}({)( 


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
 dtIjItfdtRRtf ip FF

13Dacă f (t)  0, tR, atunci F( j) F(0),   R.

14Imaginea translatei originalului: R    );()}({ jFetf jF .

15o Imaginea translată: R.  ));((})({ jFetf tF

16o Scalarea timpului: .0);()}({ 11    jFtfF

17o Scalarea frecvenţei: .0);()}({ 11   jFtfF
18o Imaginea produsului de convoluţie:

),()()()()()()})({)})({ 2121211221  jFjFdtffdftftfftff 
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cu condiţia ca una din funcţiile original să fie mărginită pe R.

c. Transformatele Fourier ale unor funcţii

1o Pentru funcţia exponenţială tae cu a > 0, se obţine (fig.A.2.a):
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2o Pentru funcţia exponenţială ),(te ta  cu a > 0, se obţine (fig.A.2.b):
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3o Pentru funcţia impuls dreptunghiular ),()()( TtTttrT   T > 0, (fig.A.2.c):
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4o Pentru funcţia ,
sin 0

t
t cu  0 > 0, pe baza simetriei (b.5o), din rezultatul precedent se

obţine (fig.A.2.d): )].()([)()(
sin

0000
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 rr

t
t

F

Transformatele altor funcţii şi distribuţii (funcţii generalizate) uzuale sunt prezentate la
B.2.1.c, B.2.3.b şi în tabelul din Anexa C.2.
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 0 > 0

F(j) =  r 0()

0–0  0

Fig. A.2. Semnale (funcţii original) şi densităţile lor spectrale

2.2. Transformarea inversă
Definiţia 2. Conform definiţiei 1, funcţia:

)}({)(
2

1
)( 1 


 jfdejFtf tj 


  F ,

de variabila reală t se numeşte transformata Fourier inversă a funcţiei F( j).

a. Observaţii
1o Având în vedere analogiile formale dintre integrala transformării Laplace inverse şi
aceea a transformării Fourier inverse (se obţine din prima pentru t  R, s = j şi c = 0),
urmează că 1.2.a.1o, 2o şi 3o rămân valabile şi în cazul transformării Fourier inverse.
2o Este posibil ca pentru f  L1(– ,+) prin utilizarea transformării Fourier directe să se
obţină F  L1(–,+). În acest caz nu este posibilă utilizarea transformării Fourier inverse.
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3. Transformarea Fourier Plancherel

a. Definiţie şi condiţii de existenţă

1o Transformarea Fourier definită pentru f  L2(– , + ) se numeşte Fourier
Plancherel şi se simbolizează cu F 2. Principala deosebire faţă de F constă în faptul că
se înlocuieşte convergenţa punctuală pentru   R prin convergenţa în medie pătratică
(limes in medio – prescurtat l.i.m.):

  .R 


 





 ,)()(l.i.m.)( 2 tfdtetfjF tj F

În formă explicită aceasta înseamnă:

 
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 


  .0)()(lim
2







 ddtetfjF tj

Formula de inversiune are forma:
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1
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
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


 


jFdejFtf tj F

2o Dacă fL2(– ,+), atunci FL2(– ,+). Fiecare F  L2(– ,+ ) este transformata
unei f  L2(– , + ). Dacă există F {f (t)} (nefiind necesar ca f  L1(– , + )), atunci

există şi F 2{f (t)} aproape pentru toţi R . L1(–,+ )  L2(–,+ ) şi L2(–, + )
 L1(– , + ). În schimb L 1,2 (–, +) = L1(–, +) L2(–, +)  . De exemplu

pentru : tetf )(1 , )1/(1)(2 ttf  şi tettf  2/3
3 )( sunt valabile: f1 L 1, 2(– ,+),

f2L1(– ,+), f2  L2(– ,+) şi f3L1(– ,+), f3L2(– ,+). Ca urmare 2.1.b se

aplică şi pentru F 2.

b. Teoreme

1o Imaginea produsului de convoluţie. Dacă f1, f2  L 2(–, +), F1, F2  L2(– , + ),

atunci ),(2
21  Lff şi:      .)()()()())(( 2

2
1

2
2121

2 tftfjFjFtff FFF  

Dacă f1, f2  L2(– , + ), atunci F1, F2  L2(– , + ) şi F1F2  L1(– , + )

(conform inegalităţii Cauchy – Schwarz), dar nu în mod necesar F1F2  L2(– , + ).
2o Imaginea produsului a două originale (produsul de convoluţie a două imagini):
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3o Formula lui Parseval:
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djFjFdttftf fi L2(–, + ), i = 1,2.

Pentru f1 = f2 = f se obţine:
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= D ;  > 0.

NOŢIUNI DE TEORIA DISTRIBUŢIILOR

1. Distribuţii (funcţii generalizate)

1.1. Premise pentru generalizarea noţiunii de funcţie

a. Funcţia Heaviside şi impulsul Dirac

Acestea reprezintă cazuri limită ideale ale unor fenomene frecvent întâlnite în aplicaţ ii.
De exemplu, funcţia Heaviside (treapta unitară) se poate obţine la limită din (fig.B.1.a):
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Într-adevăr, trecând la limită pentru  ↓ 0 rezultă:
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Aceasta este una dintre definiţiile posibile ale funcţiei Heaviside. În mod obişnuit se
utilizează definiţia (4.1) de la II.4.1, care va fi avută în
vedere în continuare (în 1.2 şi 2).

Aplicând   (t) la intrarea unui derivator, la ieşirea
acestuia se obţine (fig.B.1.b):
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Trecând la limită se obţine impulsul Dirac:
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b. Observaţii

Această manieră de introducere a impulsului Dirac conduce la următoarele constatări:
1o Conform definiţiei noţiunii de funcţie, impulsul Dirac nu este o funcţie.
2o Urmează că aplicarea metodelor analizei clasice nu este posibilă. De exemplu, privitor
la operaţia de derivare (în sensul analizei clasice), este evident că:









 0,pentrunedefinit

0,0,)(~
)(lim

)(
lim)( )(

00 t

t

dt

td
t

dt

d

dt

td
t D





 





Anexa

B

 (t)

  (t)
1/

– /2

– /2  /2

 t

 t

 a

 b

0

 /2

 1

0

Fig. B.1. O posibilitate de obţinere, la
limită – pentru  ↓ 0, (a) a funcţiei
Heaviside şi (b) a impulsului Dirac
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deoarece )(~ t nu este derivabilă în t = 0.

3o Pentru tratarea fenomenelor de tipul impulsului Dirac s-a introdus noţiunea de
distribuţie sau funcţie generalizată.

1.2. Noţiunea de distribuţie

a. Distribuţia Dirac

1o O funcţie este o corespondenţă, astfel încât fiecărui element dintr-o anumită mulţime îi
corespunde exact un element dintr-o altă mulţime. Ca exemplu se poate avea în vedere
dependenţa unei tensiuni electrice x de timpul t, respectiv x = f(t), în sensul că fiecărui t îi
corespunde un x. Tensiunea x este o mărime fizică măsurabilă. Numai că mărimea care se
măsoară nu este în realitate tensiunea x, ci efectul ei asupra unui dispozitiv adecvat. Acest
efect poate fi reprezentat cu ajutorul unei funcţii continue  (t), numită funcţie-test. O
calitate esenţială a unei măsurători o constituie repetabilitatea cu dispozitive diferite.
Aceasta conduce la afirmaţia că există arbitrar de multe funcţii-test.
2o Pentru a caracteriza matematic simultan fenomenul x = f(t) şi mulţimea efectelor sale se
poate utiliza funcţionala:


b

a
dtttfttf ,)()()(),( 

în care < , > este notaţia uzuală pentru funcţionale de acest tip. Se realizează astfel o
caracterizare globală a funcţiei f (t), respectiv a distribuţiei funcţiei f (t) pentru toţi t din
intervalul considerat, prin aceea că lui f (t), t[a, b], i se asociază un număr real.
3o Această abordare se extinde şi pentru impulsului Dirac:





 ,)()()(),( dttttt 

în care operaţia este formal de tipul integralei definite (cu regulile aferente). Prin alegerea
funcţiilor-test (după cum se va arăta în continuare la b.1o), intervalul de integrare infinit se
reduce efectiv la un interval finit.

b. Distribuţii cu suport compact

1o Clasa funcţiilor-test (t) este formată din mulţimea funcţiilor reale, infinit derivabile pe
R, cu suport compact. Suportul unei funcţii  (t) este cea mai mică mulţime închisă care
conţine punctele t pentru care  (t)  0. Complementara suportului este cea mai mare
dintre mulţimile deschise în care  (t) = 0. O mulţime este compactă dacă este închisă şi
mărginită.

Un exemplu de funcţie-test este următorul:









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.1,0

,1,
)(

)1/(1 2

t

te
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Spaţiul funcţiilor-test se notează cu D. D este un spaţiu liniar peste R în raport cu
operaţiile de adunare a funcţiilor şi de înmulţire a unei funcţii cu un număr real. În plus,
pentru orice  D şi orice funcţie reală m(t) infinit derivabilă pe R, are loc m D.

Un şir  k  D, k = 1,2,..., este convergent în D la   D dacă există un interval
[a, b] astfel încât suportul lui  k, k = 1,2,..., este inclus în [a, b] şi )()()( tii

k   pentru

k +, i = 0,1,2,..., uniform pentru t  [a, b]. Se notează toate acestea prin: . D
k
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2o O distribuţie este o funcţională liniară şi continuă x: D  R, adică o funcţie care
satisface condiţiile:
 )()()( 12112211  xcxcccx  pentru orice  1, 2D şi orice c1, c2  R;

 dacă  D
k , atunci ).()(lim  xx kk 

O aplicaţie liniară x: D R este o distribuţie dacă şi numai dacă este continuă în  = 0,

adică dacă şi numai dacă din 0D
k rezultă .0)(lim  kk x 

Mulţimea tuturor distribuţiilor definite pe D se notează cu D '.
D ' este un spaţiu liniar peste R în raport cu operaţiile uzuale de adunare a funcţiilor şi

de înmulţire a unei funcţii cu un număr real.
3o Orice funcţie reală f (t), tR, continuă şi mărginită pe porţiuni este în acelaşi timp şi
distribuţie de tip funcţie. În acest caz este posibilă utilizarea funcţionalei:

,,)()()(),( D 



 dtttfttf

în care integrala are sensul uzual.
În cazul funcţiei Heaviside (treapta unitară, definită la II.4.1) se scrie:

.,)()()()(),(
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
 dttdttttt

Urmează că distribuţia  este procesul prin care fiecărei funcţii-test  (t) i se asociază
integrala ei de la 0 la +, a cărei valoare este finită deoarece (t) are suport compact.
4o Prin analogie cu 3o, pentru o distribuţie x se scrie:

.,)()()(),( D 



 dtttxttx

Aceasta înseamnă că distribuţia x este procesul prin care fiecărei funcţii-test  (t) i se
asociază un număr real. Exprimarea de tip integrală definită are avantajul că se pot utiliza
unele reguli proprii acestor integrale cum sunt: schimbarea variabilei de integrare şi
integrarea prin părţi.

Notaţia x(t)  este oarecum improprie deoarece x nu este definită pe R, ci pe D. Se

utilizează totuşi notaţia x(t)  pentru a sublinia faptul că  este definită pe R.
În cazul distribuţiei Dirac se scrie:

.),0()()()(),( D 
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 dttttt

Aceasta înseamnă că distribuţia  (t) este procesul prin care fiecărei funcţii-test i se
asociază  (0) adică valoarea funcţiei-test la t = 0.
5o Scalarea timpului:
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6o Translata temporală:
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Pentru  (t – ) se scrie: ).()(),()(),(   tttt

Pentru  (t – ) se scrie: .)()(),()(),(
0


 dtttttt 
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7o Derivarea generalizată (în sens distribuţii), simbolizată prin Dk, k = 0,1,2,..., constă în:
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Acest rezultat se obţine prin integrarea prin părţi repetată.
Pentru (t – ) şi k = 1 se obţine:
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8o Pentru o funcţie reală f (t), t  R,
discontinuă în t = , pentru care există
limitele laterale finite f (–0) şi f (+0),
se poate scrie (fig.B.2.a):

),()]0()0([)()( tfftftf c  

în care fc(t) este partea continuă a
funcţiei f(t).

Derivata generalizată (în sens
distribuţii) are expresia (fig.B2.b):

),()]0()0([)()( tfftftDf  

în care f '(t) = f 'c(t), t  , în sensul clasic.
Pentru derivata generalizată (în sens
distribuţii) de ordinul k se scrie:
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în care 1,0),0(),0( )()(  kiff ii  , sunt limitele laterale finite ale funcţiilor )()( tf i

(derivatelor de ordinul i) în t = , 1,0  ki .
9o Pentru produsul unei distribuţii x(t) cu o funcţie f (t), t  R, infinit derivabilă se scrie:

.)()(),()(),()()(),()(  



ttftxdtttftxttftx 

Pentru x(t) =  (t) rezultă: ),()0()()( tfttf  
Deoarece .)(),()0()(),()0()0()0()()(),()(),()(  ttfttffttfttttf 

Pentru x(t) = D (t) se obţine: ),()0(')()0()()( tftDftDtf   deoarece

.)(),()0()()0(

)(),()0()(),()0(

)(),()0()(),()0(

)0()0()0()0()()()()(),(

)]'()([),()()(),()(),()(








ttftDf

ttfttDf

ttfttf

ffttfttft

ttftttftDttDtf








f(t)

f(t)

f(+0)
f(t)

fc(t)f(–0)
 t0

a

 t0

Df(t)
[ f (+0) – f (–0)] (t–)

b

Fig.B.2. (a) Funcţia discontinuă f(t) ( fc (t) – partea

continuă) şi (b) derivata generalizată Df (t)
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Pentru f (t) = t se obţin următoarele rezultate: ).()(,0)( tttDtt  
10o O distribuţie x(t) se numeşte pară dacă ).()( txtx 

Impulsul Dirac este o distribuţie pară deoarece din 5o pentru x(t) = (t) şi a = –1 rezultă:
 (– t) =  (t).
O distribuţie x(t) se numeşte impară dacă ).()( txtx 
Derivata impulsului Dirac este o distribuţie impară, deoarece din 5o pentru x(t) = D(t)

şi a = –1 rezultă: D (– t) = – D (t), în conformitate cu

.)(),()(),()(),(

)0()(),()(),()(),(




ttDttDtt

ttttDttD




11o O distribuţie x(t) este nulă pe R \ [a, b] dacă pentru orice funcţie-test (t), care este nulă
pe [a, b], are loc: .0)(),(  ttx 

În ipoteza că cel puţin una din distribuţiile x1, x2 D ' este nulă în afara unui interval
finit din R, pentru produsul de convoluţie se scrie:

,)(),(),()()()()(),)(( 212121 



  







 txtxdtdtxtxttxx

,)(),(),()()()()(),)(( 121212 



  







 txtxdtdtxtxttxx

după cum x1(t)  sau x2(t)  se anulează în afara unui interval finit din R.

Fie x1, x2, x3D '. Produsul de convoluţie are proprietăţile:

).)](([)]()[(

),)(())(())](([

),)(())((

321321

3121321

1221

txxxtxxx

txxtxxtxxx

txxtxx






În cazul în care )()(1 txtx  şi ,...,2,1,0),()(2  ktDtx k se scrie:

,...,2,1,0),())((  ktxDtDx kk  deoarece

.)(),()(),()1(

)(),(),()1()(),(),()(),)((
)(

)(





ttxDttx

ttxtDtxttDx
kkk

kkkk





Pentru k = 0 rezultă: ),())(( txtx   ceea ce înseamnă că impulsul Dirac este elementul
unitate în cadrul produsului de convoluţie.
12o Pentru )()(1 txtx  şi )()(2 ttx  cu ajutorul produsului de convoluţie se obţine

integrala distribuţiei )(tx : ).)(()()()( txdtxdx
t

  




c. Pseudofuncţii

1o Funcţiile ,...,,,...,, 2/52/321  tttt nu determină distribuţii deoarece nu sunt (local)
integrabile. Pentru astfel de funcţii se utilizează noţiunea de parte finită (pars finita, prescurtat
Pf ) a unei funcţionale.

De exemplu, pentru )(2/3 tt  funcţionala:

dtttdttttttt 
 


 

0
2/32/32/3 )()()()(),( 
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este divergentă dacă  (0)  0. Totuşi ultima integrală are şi o parte finită. Pentru limita de
integrare inferioară  > 0, prin integrare prin părţi se obţine:

.0,)(2)(2)( 2/12/12/3  
   


dtttdttt

Întrucât ,10),()0()(   rezultă că:

,)()(2)0(2)()( 2/12/12/12/3 
 




 dtttdtttI

.)(2)(lim
0

2/1

0 
 


 dtttI 



Această integrală este convergentă deoarece t –1/ 2 este (local) integrabilă. Urmează că
partea finită a funcţionalei este:

.)(2)(,2)(),(Pf
0

2/12/12/3 
   dtttttttt 

2o Dacă funcţionala < f (t), (t) >, în care funcţia f (t) nu este (local) integrabilă, este
divergentă şi posedă o parte finită care coincide cu o funcţională determinată de o
distribuţie x(t), adică Pf< f (t),  (t) > = <x(t),  (t)>, se spune că funcţia f (t) defineşte o
distribuţie x(t) şi se scrie Pf f (t) = x(t). Pf f (t) se numeşte pseudofuncţia asociată lui f (t).

Pentru )()( 2/3 tttf  rezultă   ).(2)(Pf 2/12/3 tttt   

3o Dacă Pf f (t) = x(t), atunci

.,...2,1),())(Pf(  ktxDtfD kk

d. Distribuţii temperate

1o Funcţiile-test  (t) fac parte din spaţiul S D al funcţiilor rapid descrescătoare. Aceste

funcţii au proprietatea că pentru t + are loc 0)()( tt nm pentru m, n = 1,2,3,...  .

2o O distribuţie x(t) definită prin funcţionala < x(t), (t) > este liniară şi continuă pe S.

Spaţiul tuturor distribuţiilor temperate se notează cu S '. Întrucât D  S, urmează că are
loc DS  .
3o O distribuţie x D ' cu suport mărginit este temperată.

Conform acestei propoziţii, distribuţiile R  ,...,2,1,0),( ktDk , sunt temperate.

4o Dacă S x , atunci ,...3,2,1,  kxDk S .

5o O funcţie ),(1 Lf determină o distribuţie temperată.
O funcţie f (t) (local) integrabilă şi mărginită pe R determină o distribuţie temperată.

6o Dacă f (t), tR, este o funcţie mărginită şi infinit derivabilă şi S x , atunci pentru

)()()(~ txtftx  are loc .~ S x



Anexa B. Noţiuni de teoria distribuţiilor 255

2. Transformările Fourier şi Laplace ale distribuţiilor

2.1.Transformarea Fourier a distribuţiilor

a. Definiţie

Transformata Fourier a unei distribuţii x(t), exprimată formal prin: )},({)( txjX F
se defineşte prin funcţionala:

,,,)(),()}({),()()},({ SSFF  xjΦtxttxttx 

în care S X şi )}({)( tjΦ  F este transformata Fourier în sensul din Anexa A.2.1.

b. Teoreme

1o Transformarea Fourier directă a distribuţiilor este liniară.
2o Dacă S 21, xx şi X1(j) = X2(j), atunci x1(t) = x2(t).

3o Imaginea derivatei originalului: ,...2,1,0),()()}({  kjXjtxD kk F .

4o Simetria: ).(2)}({  jxtX F

5o Imaginea translatei originalului: .),()}({ R    jXetx jF
6o Imaginea produsului de convoluţie: )()()})({( 2121  jXjXtxx F
este o distribuţie temperată cu condiţia ca x1(t) să fie distribuţie temperată şi x2(t) să fie
distribuţie cu suport mărginit sau viceversa.

7o Imaginea integralei originalului: ),()0()(
1

Pf)( 


 XjX
j

dx
t
















 F

deoarece, conform cu 1.2.b.12o, se scrie:

,)(
1

Pf)()}({)()()()( 















 







 









j
jXtjXdtxdx

t
FFF

în care pentru F { (t)} se utilizează rezultatul b.8o (din secţiunea următoare).

8o Imaginea produsului x(t) f (t): ))((
2

1
)}()({ 


jFXtftx F ,

în care produsul de convoluţie X  F se realizează în conformitate cu 1.2.b.11o.

9o Formula lui Parseval: .)}({)},({
2

1
)(),(  ttxttx 


 FF

10o O categorie importantă de pseudofuncţii o formează cele definite ca derivate ale

distribuţiilor determinate de funcţii (local) integrabile: ).()(Pf 0 tfDtf k Dacă distribuţia
determinată de f0(t) este temperată, atunci F {Pf f(t)} există şi, conform cu 3o, se scrie:

)}.({)()}(Pf{ 0 tfjtf kFF 

c. Transformatele Fourier ale unor distribuţii

1o Pentru )()(   ttx din a.1o se obţine:

 )(),()}({),()()},({  jttδtt FF
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,)(,)()(  


   jj edej

ceea ce înseamnă că .)}({  jet F
Pentru  = 0 rezultă:
F{ (t)} = 1,

graficele corespunzătoare fiind reprezentate în fig.B.3.a.
2o Pentru tjetx 0)(  din a.1o rezultă:

 )(,)}({,)(},{ 000   jetete tjjtj FF

.)(),(2)(2)(2
2

1
)( 00

00  










  jtj ejdje

Aceasta înseamnă că

).(2}{ 0
0  tjeF

Pentru 0 = 0 se obţine:

),(2}1{ F

graficele corespunzătoare fiind reprezentate în fig.B.3.b.
3o Pentru funcţiile trigonometrice f(t) = sin0t şi f(t) = cos0t, pe baza formulelor lui Euler

şi în conformitate cu rezultatul de la 2o, se scrie:

)),()((}{sin 000   jtF

)).()((}{cos 000  tF

Pentru = sin0t graficele corespunzătoare sunt reprezentate în fig.B.3.c.
4o Pentru f(t) = tk din a.1o rezultă:

).(2}{  kkk Djt F

5o Pentru x(t) = Dk (t–) din a.3o se obţine:

.)()}({  jkk ejtD F

Pentru  = 0 rezultă:

.)()}({ kk jtD  F

6o Pentru f(t) = )Pf(1/t se poate scrie:

 
,sgn

sin
2

sin
2lim

lim
11

lim}
1

Pf{

00

00










 



jdt
t

t
jdt

t

t
j

t

dt
eedt

t
edt

t
e

t
tjtjtjtj









 








 



 





F

graficele corespunzătoare fiind reprezentate în fig.B.3.d.
7o Pentru f(t) = sgn t, din rezultatul precedent, conform proprietăţii de simetrie a
transformării Fourier (a.4o), se poate scrie:
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,
1

Pf
2

}sgn{
j

t F

graficele corespunzătoare fiind reprezentate în fig.B.3.e.
8o Funcţia treaptă unitară, (t), poate fi exprimată cu ajutorul funcţiei signum sub forma:

).sgn1(
2

1
)( tt 

Conform rezultatului de la 7o se obţine:

,
1

Pf
1

)()}({



j

t F

graficele corespunzătoare fiind reprezentate în fig.B.3.f.

2.2. Transformarea Laplace a distribuţiilor

a. Definiţie

1o Domeniul de integrare al transformării Laplace directe unilaterale este [0,+). Ca

urmare se consideră distribuţii pe R cu suport în R+. Mulţimea acestor distribuţii se notează
cu D '+, iar mulţimea distribuţiilor temperate corespunzătoare cu S '+. Evident, S '+D '+.

2o Dacă pentru x  D '+ există un a R astfel încât )()(~ txetx at satisface Sx~ ,

atunci pentru as Re se defineşte transformata Laplace a distribuţiei x(t)  prin:


  

0
.)(),()}({)( dtetxetxtxsX tstsL

b. Teoreme

1o Distribuţia Dirac şi derivatele sale sunt distribuţii temperate. Se scrie:

,...2,1,0,,),(

)1(),()1(),()}({
)( 








kesest

estetDtD
sktsk

stkkkstkk

R




L

Pentru  = 0 şi k = 0 se obţine: .1)}({ tL
2o În cazul derivatei generalizate a unei distribuţii determinată de o funcţie f(t), discontinuă
în t = 0, conform cu 1.2.b.8o şi A.1.1.b.2o, se poate scrie:

   
).0(...)0()()0(...)0(

)0()0(...)0()0()()}({
)1(1)1(1

1)1()1(








kkkkk

kkkkk

fsfsFsfsf

sffffsFstfDL

3o Imaginea integralei originalului: ,...2,1,0),(
1

)(
0








 ksF

s
df

k

t kL .

4o Imaginea produsului de convoluţie: ).()()})({( 2121 sFsFtff L
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2.3. Transformarea Fourier directă unilaterală

a. Definiţii şi observaţii

1o Este un caz particular al transformării Fourier (directe bilaterale, cf. A.2.1 şi B.2.1) în
situaţii în care originalul f (t) satisface condiţia: ),()()( ttftf  adică f(t) = 0, t < 0.

2o Transformarea Fourier directă unilaterală se defineşte după cum urmează:

 în cazul funcţiilor: )},({)()( I0I tfdtetfjF tj F 
  

 în cazul distribuţiilor: )},({)(I txjX F

conform cu ,)(),()()(),(I   jΦttxtjX în care transformata produsului )()( ttx 
se exprimă prin produsul de convoluţie al transformatelor )}({)},({ ttx FF (cf. 2.1.a.8o).

Indicele I din relaţiile de mai sus individualizează transformata directă unilaterală.
3o Trunchierea originalului, prin anularea părţii corespunzătoare semiaxei temporale
negative, are consecinţe importante pentru transformata Fourier directă unilaterală.

S-a arătat la teorema 3 de la VI.3.2 că o condiţie necesară şi suficientă ca
G I L 2(0, + ), cu )()()(I  jIRjG  , să fie transformata Fourier – Plancherel a

unei funcţii g  L 2(0,+) este ca R() şi I() să fie funcţii conjugate (legate prin
transformarea Hilbert – relaţiile (VI.3.39), (VI.3.40))

b. Transformatele Fourier unilaterale ale unor funcţii

Pentru tttxtttx 00 cos)()(,sin)()(   şi ,...,2,1,0),()(  ktttx k se obţin
următoarele rezultate:
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În cazul 1o reprezentările grafice sunt date în fig.B.3.g.

c. Transformata Fourier directă unilaterală ca funcţie marginală a transformatei
Laplace directe

1o În legătură cu F(s) (definiţia 1 de la A.1.1) şi FI(j) (de la a.2o) este cunoscut că în
general:
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Aceasta deoarece pentru  js  are loc:

,,lim)()(lim )(

000
)(

0
R 



 

  






dtetfdtetf tjtj

exceptând cazurile care urmează.
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Fig. B.3. Semnale (distribuţii) şi densităţile lor spectrale
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2o Dacă abscisa de convergenţă a integralei Laplace (A.1.1.a.4o) este negativă ( 0< 0),
atunci pe s = j are loc:

.,)()(I R   js
sFjF

FI(j) este funcţia marginală a lui F(s).

3o Dacă  0 > 0, atunci este posibil ca pentru s = j integrala Laplace să nu conveargă. În
acest caz este posibil ca transformata Fourier să nu existe în sensul obişnuit, dar este posibil
să existe in sens distribuţii.
4o Dacă  0 = 0, atunci pe s = j există puncte de convergenţă şi de divergenţă ale
integralei Laplace. În punctele de convergenţă are loc relaţia de la 2o. Dacă această relaţie
are loc pentru toţi s = j,  R, atunci F I(j) este funcţia marginală a lui F(s).
5o În cazul f  L2(– , + ) se utilizează transformarea Fourier – Plancherel directă
unilaterală (Anexa A.3), situaţie în care are loc:
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Tabele de transformate Laplace şi Fourier

1. Transformate Laplace
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2. Transformate Fourier
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MIHAIL VOICU

INTRODUCERE IN AUTOMATICA

I se mai spune tehnologia invizibila, Este invizibila pentru ca, desi
face uz de obiecte, ea rezida in primul rand in relatiile dintre obiectele
implicate. Nu este in mod voit invizibila §i nu are nimic in comun cu
magia. Cu toate acestea, i s-ar putea spune §i tehnomagie. Pentru ca
tehnologia invizibila a facut posibila, de exernplu, levitatia obiectelor,
fara pase magice, sub forma sustentatiei electromagnetice, care
deschide noi orizonturi in transporturile terestre... fara roti. A facut
posibila utilizarea in conditii de stabilitate a reactiei de fisiune nucleara,
conducerea in conditii de flexibilitate a liniilor de fabricatie robotizate
sau realizarea de echipamente medicale pentru circulatia §ioxigenarea
sangelui pe durata unor interventii chirurgicale. Si exemplele ar putea
continua, pentru ca automatizarea - aceasta este tehnologia invizibila=
a produs rezultate cat se poate de vizibile. Ea este deschisa tuturor
azimuturilor. Este matematica aplicata prin metodele care 0 genereaza
§i este inginerie prin aplicatii, Baza ei §tiintifica este inalt teoretica din
necesitati cat se poate de practice, fiind inca 0 ilustrare a adagiului,
aparent paradoxal, dar de mare profunzime §i simplitate, conform
caruia "nimic nu este mai practic decat 0 teorie buna",

Aceasta carte prezinta elementele introductive de baza ale
automaticii, centrate pe conceptul fundamental de structura eu reactie
negativa §ipe principiul abaterii. Aceste cunostinte asigura competente
in ingineria sistemelor automate monovariabile. Doua metode de
analiza §i sinteza a sistemelor automate - metoda locului radacinilor
§i metoda frecventiala - ofera procedee eficiente de proiectare
a sistemelor automate monovariabile, care sunt eel mai frecvent
utilizate in industrie §iin alte sectoare de activitate.
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